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0 nékteryeh plochdch polirnych plochy posou-
vani kruho-kruhovsé,

Napsal Ant. Sucharda.
(Dokonéent.)

6. Obratme se ku Hessiané pro p¥ipad, 7e B =r.
Zavedeme-li k tomu cili do determinantu (10) hoduoty
z rovnice (9), poloZivie vSade K =, obdrzime vyéislenim jeho
po ndlezité redukei, piSeme-li zase x, y, z misto m, =, p, rov-
nici Hessiany jak ndsleduje:
wz[ws-——yﬁ—zs—}-m‘y?—]—y‘ze-—w2y‘—-m2z‘ +y22t
— 62y L2t — 6Pyt — 61720 -4 0202 y? -4 1222 22
‘ +127%y%2%] = 0. (14)
Pozndvdme z toho: Hessiana plochy kruho-kruhové stejnijch
polomérd, skiddd se z dvojné roviny YZ (je to rovina dvojnifch
primek t¢ plochy) a ze zvldstni plochy stupné Sestého.

Abychom poznali pronik s rovinou YZ, polofme v rovnici
(14) ® = o, naeZ obdrZfme, ndleZité rozloZice:

' x? (y? —2%)* W+ 2*+61%) =0, .
coz di: Hessiana pronikd onwu rovinu dvojnou v dvojngch prim-
kdch, dvojnou hyperbolu zastupujicich, a v imagindrné kiivce
Fruhové,

PoloZice y = o, obdrZime z rovnice (14) po nileZitém
upraveni : .

x? (2 — 2%) (0?4~ 2 2% 2% 2 F- 202 2?4 6% 2%) = O,
z GehoZ patrno, e Hessiana pronikd XZ v ose Z, jako¥to piimce
dvojné, ddle ve dvou primkdch, 1hel os XZ rozpoluficich, obsahujicich
poldtek soustavy, mimo to v jisté kiivce stupné &vrtého,

Ktivka ta sklddd se z realného bodu dvojného (stred plochy
kruho-kruhové, potdtek soustavy) a z imagindrné vétve stupné
druhého. » v

Pro p — o, obdrZime z rovnice (14) po néleZitém rozkladu:

o* (27 —y?) (@' + 22y +y* - 2r82® - 617 y") =0,
11
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coi pravi, e Hessiana pronikd XY ve dvojné piimce Y, pak ve
dvou primkdch, 1ihly os XY rozpolujicich a poédtel soustavy
_obsahujicich, mimo to pak v kFivce stupné &tvrtého, jez sklddd
se z realného bodu dvojného (totoZného se stredem plochy wvaZo-
vané) a z tmagindrné vétve druhého stupné.

VloZice do ozavorkované ¢dsti rovnice (14) piedné y =+,
podruhé z = =4, shleddvime: _

Hessiana v rovindch, rovnicemt téms vyznalenyjch, md v kaZdé
po krivce kruhové poloméru r. Jsou to kiivky bodi parabolickijch
nasi plochy posouvdni.

Vlozime-li y = —- 2 do rovnice (14), obdrZime, jestlize zd-
rovel nalezité rozloZime,

r”w“(2y"——m2—21'2)(.7c""+4y"):O,
coZ pravi: Hessiana pronikd rovinu ku YZ kolmou, jef dvojnou
primku roviny té obsahuje, ve kitvce stupné osmého, jez sklddd
se kromé z primky dvojné, jiZ zminéné, jesté z hyperboly stejno-
ramenné, jez v kuspidalnyjch bodech plochy posouvdni md realné
vrcholy ; a z realného bodu dvojného, obsaZeného ve stiedu plochy
- posouvdni.

Obdobné plati arci pro rovinu ku YZ kolmou, jez obsahuje
drubou dvojnou primku.

PoloZme ddle z—=a — y do rovnice (14), nafez obdrifme
po kratké redukei a ndlezitém rozloZeni:

@ty (x+y) @22y 42y 4227 =0,
z CehoZ pozndvdme: Hessiana md v roviné, obsahujicé jeji stred
a k rovindm X_Y, XZ, YZ stejné naklonéné, kroms primky dvojné
a dvou p¥imek thly os XY a XZ rozpolujicich, imagindrnow
ellipsu. Jest patrno, Ze zcela obdobné plati i pro ostatni tii
roviny, jez od XY, XZ a YZ stejné jsou odchyleny.

Polozime-li ® =y, obdriime po kritké redukei (hledice
pouze ku ploSe Sestého stupné):

2 (et 4 4yt — 1672y 4 61227 =0,
coZz pravi, uvazime-li dplnou obdobu s rovinou z = —y:

Hessiana md v rovindch, je% vihly rovin XZ a YZ rozpoluji,
po piimee hly os XY rozpolujici a po centrické realné kiivce
stupné dtortého. Krivka zminénd jest realnow, kdeZto vSechny
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ostatni kiivky (stupné Sestého), obsaZené v rovinich osnovu,
jehoZ osou jest Z, zdle#i z realného bodu (Ctyrndsobn.), obsa-
zeného v pocdtku soustavy, a z vétve imagindrné. BliZSim vySe-
ttenim poznéd se, Ze se podobd lemniskaté.*)

Kiivek téch jest tedy v Hessiané dvé, majicich YZ za ro-
vinu soumérnosti. Dal§i ki¥ivka, témto obdobnd, jest v roviné
x —2z=0. Rovnice jeji zni:

Y Pyt 422 —162222+6r2yY) =0, ¢ —2=0.

Patrno, Ze vznikla by prostou zdménou y za z a naopak.
I jsou v ploSe uvaZované celkem ¢tyfi kiivky tvaru lemniska-
tového.

Prihlédnéme jesté ku kiivce smirw této Hessiany. Rovnici
jeji obdrzime sptisobem, v odstavci 5. uvedenym, z rovnice (14),

a0 [8 — yb — 26 |- 2% y? |54 2% — @yt — %zt |-yt 22
—{-—y’“’z‘*—(iw?y?zz]:O.

Rovnice tato jak patrno na poloméru = neni zavisld, z cehoZ
soudime : Hessiany vsech homothetickijch ploch kruho-kruhovijch
o stejnjch polomérech kiivek obou soustav maji jedinou k¥ivku
smiru, slofenou z pitmky a k¥ivky stupné Sestého.

Tato k¥ivka smiru rovinu XY pronikd ve dvou bodech real-
ngjeh, uréenych primkami y* — % = 0; taktéZ rovinu XZ ve dvou
bodech uréenych pifmkami 22— 22=0. V roviné YZ md téz
dva dvojné realné body smiru, urcené ptimkami (z* — y*2=0.

Z vysledkl uvedenych ziejmo, Ze hledané realné body
smiru vyhradné omezuji se na body smiru zndmych ndm pifmek,
obsazenych v soufadnych rovindch.

7. Prihlédnéme nyni ku Steineriané**) plochy kruho-kruhové
polomért rdznych.

Plocha tato jest geometrickym mistem stredd ploch kuZe-
lovych poldrnych, jichZ poly jsou body Hessiany. Ponévadz stupen
plochy té jest zna¢né vysky **+*), nevidi se ndm rovnici jeji od-
vozovati.

*) Viz mé pojedndnf ve vyro¢ni zpravé c. k. vysSiho realného gymnasia
Téborského. 1882.
*#) Cremona-Curtze, pag. 137.
x#) Podle Cremony-Curtze, pag. 137. vychdz{ obecné stupeii 32.
11*
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Prihlédnéme opét jen ku jeji kiivkdm v rovinich XY, XZ,

YZ; pak v rovindch kfivek bod@ parabolickych.
, Abychom poznali k¥ivku, v niZ proniké rovinu YZ, vy-
Setrme geometrické misto streddt ploch kuzelovych, jichZ pold
mistem geometrickym jest dvojnd hyperbola, trojndsobnd to
k¥ivka Hessiany a potom jistd kfivka kruhovd (viz rovn. 11).

VloZime-li, hledice pfedevifm ku hyperbole, do rovnice (9)

n® —p*=R*— 1% m =0, (15)
obdrzime po kratké redukei rovnici plochy poldrné:
(B*—n?) @ —n’y*—p*2* - 2npyz+2n(R*—r?)y —2p.
(B? — ) 5 — (B? — r})? = 0, (16)

Plocha tato pronikéd rovinu YZ v kiivce, jejf# rovnici ob-

drZime, polozice x = 0, ve tvaru, jejZ lze psati takto:
[pe—ny+ (B*—rI)]*=0, (17
pii ¢emZ plati soucasné rovmnice (15).

Z rovnice (17) poznivéme, Ze druhd plocha poldrnd libo-
volného bodu dvojné hyperboly jakozto polu, promikajic YZ
v pfimce dvojné, sklddi se ze dvow rovin ku YZ soumérnych.

Patrno na pohled, Ze pfimka dvojnd jest tenou hyperboly
dvojné v polu (», p). Kazdému bodu této hyperboly jakoito
bodu Hessiany pfisludi tudiz v Steineriané jeho tecna.

Vsechny tyto tecny vyplhujf, jak zndmo, ¢Edst roviny, ob-
sazenou v mezich hyperboly dvojné.

Steineriana plochy kruho-kruhové md v roviné YZ nekoneéné
mnoZstvi primek, jeZ, dotykajice se hyperboly Hessiany, wvypliuji
ddst roviny v mezich této kiivky.

V bodech kuspidilnych obé roviny se sjednocujf.*)

Prohlédajice ku kfivce kruhové Hessiany, jeZ obsaZena
v YZ, shledime, Ze druhd plocha polirni jest plocha vélcovd,
norméln4 k roving YZ; dile pak nalezneme:

2 [(R’ — 1Y) (R — #?) (ry® — R22%)% (5 -+ %) — { B?z4 (2 B°
A+ r2) — 2% 2 [(R? 4 722+ 2r2RY] - r2y* (202 -+ R?)) 2] =0 (18)

*) Srovnej vysledek tento s Givahou: Cremona Curtze, pag. 141, odst. 167.
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jakoZto rovnici kiivky Steineriany, jez p¥islusi zminéné kiivce
kruhové Hessiany.

Jest to dvojnd piimka 2>=0 t. j. osa Y a centrickd
kfivka stupné osmého. Rovnice této posledni se nezméni, za-
vedeme-li misto R, r, x, y, pofadem r, B, y, x a naopak, z ¢ehoZ
vychdzi, e kiivka ta, soumérnd ku ¥ a Z, mé také p¥imky, hly
jejich rozpolujici, za osy soumérnosti.

Jelikoz plocha rovnici (18) vyznalend jest plocha védlcovd,
ku YZ normilnd, méjici tedy nekoneéné mnoZstvi stredfi obsaZe-
nych v pifimce, mozno Fici:

Steineriané ndlezt vzhledem ku kiFivee kruhové rovnici (11)
vyznadené plocha vdleovd, ku YZ normdlnd, uréend rovnici (18).

V roviné XY mi Hessiana hyperbolu stejnoramennou,
uréenou rovnici (13).

Zavedeme-li hodnoty z této do (10) zdroven p — O poloZice,
poznime, Ze druhé plochy polarné jsou plochy vélcové k XY
normélné. Obdobnou jako prve cestou obdrzime Zidanou ktivku
Steineriany.

UZzijeme-li Sylvestrovy methody dialytické, bude vysledkem
vylouceni determinant stupné dvandetého, ktery, s nullou srovnén,
znamend kiivku Steineriany, v XY obsaZenou, ziroveh pak
plochu véilcovou, ku XY normilnou, jez z p¥iéin svrchu jiz
uvedenych ndlezi Steineriané.

Obdobné obdrzime vysledky pro XZ.

Dalsf kiivka Hessiany v XY jest stupné $estého. P¥isluSnou
kiivku Steineriany najdeme zase splisobem svrchu jiZz nazna-
cenym.

Abychom vy$ettili kiivky v rovindch kiivek bodd parabo-
lickych, dosadme do rovnice (9)

m*4n*=R? p=r,
coZ znamen4 jednu z kfivek kruhovych bodit parabolickych.

Obdrzime takto rovnici druhé plochy poldrné.

Dosadice soucinitele jeji do zndmych vyrazidi pro stied
plochy, obdriime po ndlezité redukei:

—R*+n*  3R*—n?

rx = ——F, Sn y

2m

=
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Vylouéime-li z rovnic tu uvedenych m, » a p, shledime pak
YR — ) = (R*}-22%% z=r,
jakozto rovnici kiivky, kterd je geometrickym mistem stfedd
-ploch kuzelovych, jichZz poly jsou body kruhové kiivky bodd
parabolickych. *)

Ktivece kruhové v roviné z — — » patrné piislu$i k¥ivka
shodn4 s predeslou. .

Kiivkdim kruhovym druhé soustavy bod& parabolickych
prislusi kazdé obdobnd krivka stupnd ctvrtého, jejiz rovnici
obdrZime z ptedeslé, dosadice za z...y a naopak; za »...RR;
za R...»

Z toho jde:

Stetneriana uvaZované plochy kruho-kruhové md v rovindch
kidvek kruhovych bodds parabolickijch po zvldstni kitvce centrické
stupné ctvrtého o dvou realnyjch bodech smiru.

8. VySettme poméry ty pro =1

Dosadice do rovnice (17) R =1, obdrZime

(pz—ny)* =0,
z kteréZ rovnice pozndvame, jelikoz zdroven tu rovnice (15)
maji tvar:
n?—p? =0, m =0,

Ze druhé plochy polarné, ptislu$né poltim, obsaZenym ve dvoj-
nych piimkich roviny YZ, jsou dvojice rovin, v téchto pim-
kéch se pronikajici. Rovina YZ jest kazdé dvojici rovinou sou-
mérnosti.

Druhé plochy poldrné tvors dva shodné osnovy (svazky) rovin ;
osami jejich jsou dvojné piimky plochy kruho-Iruhové.

Zavedeme-li do rovnice (16) R—=7 a spolu n=p =,
obdrZime

y* 422 —2yz =0,
kteraz rovnice di, Ze dvojice rovin, piislusnd bodim kuspiddlnym,
tvotf rovinu jedinou, normdlnou ku YZ

(Vysledek to souhlasny s onfm, jenz tykd se kuspiddlnjch
bodi plochy kruho-kruhové riiznych poloméri).

*) Blizs{ jeji vySetfeni viz v mém pojedndnf ve vyroéni zprivé c. k. vys.
r. g. Tdborského, 1882.
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Z tvahy odst. 6. zndmo, Ze rovina YZ v celé své roz-
sdhlosti nélez{ Hessiané této plochy kruho-kruhové jakoito
dvojndsobnd. Z této okolnosti jiZz souditi lze, Ze tato rovina
jest téZ dvojnisobnou rovinou Steineriany.

V roving X7 jest, jak z rovnice (14) zndmo, kromé dvojné
piimky Y jeité dvé piimek Hessiany:

x?—y?=0.
Vysettice geometrické misto stfeddt druhych ploch polér-
nych, shleddme:
x+2y=0
jakozto rovnici Zddanou. Steineriana plochy kruho-kruhové stej
nijch poloméré, md v roving XY kromé osy Y jesté dvé piimky
k ose X soumérné.
Za y poloZice z, obdrZime
x+22z=0,
jakoZto rovnici dvou piimek Steineriany v XZ obsaZenych,

Vysettiti, kterd kiivka Steineriany piislusi kiivce stupné
étvrtého Hessiany, obsaZzené v rovindch, dhly rovin XZ a YZ
rozpolujicich, pro vysledkd obSirnost pomijime.

9. Piihlédnéme ku geometrickym mistim pold, jimZ pri-
slu$né druhé plochy polarné jsou necentrické,

Prohlédajice ku zndmym vyrazim pro stired plochy, shle-
divime tu nezbytnou podminku, Ze jmenovatel téchto zlomkl
rovnd se nulle, tedy:

ay a1, 3
%y Gay @3 |=0. (19)
Q3 Q3 Q33

Dosadime-li do tohoto determinantu znamé hodnoty z rov-
nice (9), béreme pak m, n, p za soufadnice plynulé, jest tvarem
(19) ddna rovmice Z4daného mista geometrického. Plocha ji
vyjadfend jest stupné Sestého. Dluino vSak pfi tom dbéti té
okolnosti, Ze podmince (19) vyhovéno bude i pak, kdyZ c¢itatele
zlomkid uvedenych budou rovny nulle, T. j.: Mezi uvedenymi
poly tohoto geometrického mista obsaZeny jsou také ty, jimz
piislu§né druhé plochy poldrné maji pro souiadnice hodnoty



168

neurcité; tedy plochy vdlcové. Ve viech piipadech ostatnich
jsou to hyperbolické a elliptické paraboloidy.*)
Vyhybajice se zase vySetteni celé té plochy, spokojme se
" s nalezenim ktivek jejich, obsaZenjch v rovinich XY, XZ, YZ.
Vlozime-li do rovnice (9) p = o, vychdzi:
a,, =0, a;;, =0, a3 =0.
Dosadice toto do rovnice (19) obdrzime pak, rozvedeme-li
spolu determinant tu obsaZeny, toto:
p=0
/ ), gy Gg3 — dg3 a%, =0,
Podmince té lze vyhovéti:

/p_—_o

1. jeli a;; = 0,
. . /IJ:D .
2. jeli a4 Gyp = ay,.

Pripad 1. znamend patrné stejnoramennou hyperbolu
y? — = R*— .

Citatele zlomki, vyjadiujicich soutadnice stiedu plochy,
rovny jsou nulle. Polarné plochy majitu pro soutradnice sttedd
hodnoty neurcité, i jsou to plochy vdlcové. BliZe o nich zminili
jsme se jinde.

Piipad 2., zavedeme-li piislu§né hodnoty, nabude tohoto
tvaru:

3 (x*4y*)2— 2w [2R*— %] — 2y%[2R*4-r?] 4 R*—2*=0. (20)

I jest to kfivka centrickd stupné ¢tvrtého; osy X a ¥
jsou jeji osami soumérnosti.

Zavedeme-li pro ptipad 2. do rovnic pro soufadnice stredu
plochy za jednotlivé prvky determinantl tam se vyskytujicich

ay3 =0, a;, =0, a3, =0,
d N7z — — — 0
obdrzime ®=00, y=o0o, z=y,

z CehoZ jest zreJmo
Kirivka rovnici (20) wyjddiend jest geometrickym mistem
polds elliptickijch a hyperbolickijch paraboloidi v roviné XY,
Pro plochu posouvani kruho-kruhovou poloméri stejnych
vychédz{ z piripadu 1.:
*) Pro viechny ostatni body prostoru jsou to ellipsoidy a hyperbolouly
jedno- a dvojdilné.
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yz'_w‘z: ]
znimé v této vlastnosti jiz od jinud kfivka pold, jimZ prislusi
druhé plochy poldrné vilcové. Z piipadu 2. vychdzi tu pak po
kratké redukei:

3@ +y°)*—2r(x*+3y") =0, @1
jakoZto misto poli v roviné XY, jim# p¥isludf jakoito druhé
plochy poldrné elliptické a hyperbolické paraboloidy.

Krivka tato jest inversni kiivkou jisté ellipsy, pro stfed
svilj (pocatek soustavy) jako stfed inverse, jestlize krivkou
kruhovou inverse jest kiivka kruhova poloméru r. (Geometrické
misto stiedd kiivek kruhovych plochy posouvéni, ku X¥ nor-
mélnych).*)

10. VySetfujme podobné jako v odstavei 9., jakd kiivka
jest v roviné YZ Vlozme k tomu cili do rovamice (9) m =o.

Vychdzi tu a;, =0, a,, =0, a, =0,
takZe determinant (19) nabyv4 tvaru tohoto:

G4y Ggg Gz — Gy Gy3® = 0.

Podmince té se vyhovi, jestliZe

1. a, =0,
nebo 2. Gyp Agy — Ay3° =0,
Vysettujice ptipad 1. shleddvime, Ze ay; = 0 znamena
=R,
déle pak, Ze x, y, z majf hodnoty neurcité.

I jsow tehdy druhé plochy poldrné, jichZ poly jsou v kitvce

kruhové
y et =R,
veskrze plochy vdlcové, k YZ normdlné.

V piipadu 2. shleddvime po néleZitém dosazeni a primé-
feném upraveni, Ze kiivka skladd se ze dvou hyperbol stejno-
ramennych

y:—2'=R*—r? 3(y*—2)=R*—r

Druhé plochy poldrné, které proni z mich piFislusi, jsou
dvojice rovin (srovnej 17.) v tecndch dvojné hyperboly se proni-
kajici.

*) Blizsi vyéeii‘eni viz v pojednéni mém ve vyroéni zpravé c. k. vyssiho
r. gymn. Téborského, 1882,
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Druhé plochy polarné, piislugné druhé hyperbole, maji pro
stted soufadnice ndsledujici:

0
=G, Yy=00, 2=00. (22)

I jest patrno: Druhé plochy poldrné polé hyperboly
3(y2— 2% = R? —r? v roviné YZ obsaZené, jsou vihradné plochy
paraboloidi.

Zavedouce do vysledkit roviny YZ se tykajicich R =,
shledavime 1. kiivku kruhovou

yi2? =22

jakoZz geometrické misto pold, jimZ ptislusi druhé plochy polarné
valecové, 2. kfivku stupné druhého, znamé dvé dvojné ptimky
plochy kruho-kruhové y* — 22 =0 (vzniklou 7 y* — 2?> = R* —
— %) a kiivkn y?—2*=0 (vzniklou z 3 (y*— 2?) = R? — r?)
jakozto geometrické misto pold, jimz piislusi druhé plochy po-
larné, sloZené ze dvou rovin (srov. odst. 8.); kteryz vysledek
potvrzuje téZ okolost ta, 7e pro stejné poloméry R == vychdzeji
z rovnice (22) pro @, y, z hodnoty neurcité.

Tyto dvé dvojné piimky patrné dluzno tu povaZovati za
dvojndsobnou kiivkn, tedy celkem za kfivku stupné ctvrtého.

Uvéazice, Ze druhé plochy polarné kiivky té (anaf je dvojnou
kiivkou plochy kruho-kruhové) maji byti kuZelové se stredem
v polu, mizZeme konstatovati, Ze viem tém pozadavkiim plochy
ty vyhovuji. Jsouf dvé roviny v ptimkich dvojnych plochy
kruho-kruhové se pronikajici plochou kuZelovou se stfedem ve
vlastnim polu, zaroveii plochou paraboloidu hyperbolického (jak
bylo v pifpadu réznych poloméréi konstatovdno) konecné i plo-
chou s nekoneéné mnoha stiedy v primce, jak ukazujf svrchu
zminéné neurcité hodnoty.

Abychom poznali kiivku p¥fsluinou roviné XZ, vloime do
(9) » =0 a pokracujme jako predesle.

Obdrzime dvé ktivky:

2t —2? = R*—r? (23)
a 3@+ 2% —2r2(2*432) — R* -}t =0 (24)
ve kterych plocha, rovnici (19) vyjddtend, rovinu XZ pronik4.

V piipadé rovnice (23) shleddvdme, Ze @, ¥, z maj{ hodnoty
neurcité, coz di, Ze druhé plochy polarné jsou tu plochy vdlcové;
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Ze tyto jsou mormdlny k XZ, plyne z analogie s p¥ipadem,
roviny XY se tfkajicim. Podobné pro ktivku (24) Ize bez dal-
§tho vySetrovan{ konstatovati, Ze piisluSné jeji bodim jakozto
polim druhé plochy poldrné jsou elliptické a hyperbolické para-
bolotdy.

11. VySettujme dile geometrickd mista pold, jimZ ptisludné
druhé plochy polirné maji v rovinich kfivek kruhovych, pak
v rovindch, s rovinou hyperboly dvojné stejnosmérnych, krivky
kruhové.

Dle souvislosti objektivné, v niZ plocha kruho-kruhova
s rovinami soufadnymi jest, budou kruhové ty kiivky stejno-
smérny s rovinami XY, XZ, YZ. .

Zavedeme-li do rovnice (9) z =0, obdrZime rovnici proniku
roviny XY s druhou plochou poldrnou polu (m, =, p) pro stied
plochy posouvéani jakoZto pocatek soustavy. Z rovnice té, jiz
tuto ani nevypiSeme, vychdzi, provedeme-li ndlezitou Gvahu, pro
niz tu mista nezbyvé:

Geometrickym mistem pold, jimZ prislusné druhé plochy po-
ldrné maji v rovindch osnovy XY krivky kruhové, jsou

22 — yz — 2
stejnoramennd hyperbola —0 } (25)
2] 2,2
o kiivka kruhovd @ +Z = } , 26)

7 toho, Ze v predeSlych dvou rovnicich nevyskytuje se
polomér R, zjevno jest, Ze geometrickd tato mista zistdvaji pro
viechny plochy kruho-kruhové soustiedné a homothetické, jichz
kiivky kruhové k roviné XY normilné maji polomér —r, af
poloméry kiivek kruhovych soustavy druhé jsou jakékoli.

Hledejme geometrickd mista polit druhych ploch poldrnych,
jichz kiivky kruhové jsou v rovindch osnovy XZ.

Vysledky Zadané odvoditi lze z vysledku (25) a (26), vlo-
Zime-li- tam za y, z, a naopak, za r pak E.

Geometrickym mistem pold, jichZ druhé plochy poldrné maji
k¥ivky kruhové v rovindch osnovy XZ, jest

2 __ 2 — P2
stejnoramennd hyperbola y zw:{)? } 27
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2 2 — 2
a kitvka kruhovd “*+y*=R } (28)

z2=—=0

Shleddvame opét, Ze geometrickd tato mista zistanou sta-
1ymi pro vSechny plochy kruho-kruhové soustiredné a homothe-
tické, af k¥ivky kruhové v rovindch osnovy XZ maji polomér
jakykoli, jen kdyZ se polomér druhych nezméni.

VySetfme jeSté geometrickd mista pold druhjych ploch
polarnych, jichZ kiivky kruhové jsou v rovindch osnovy YZ.

Pozndme cestou obdobnou:

Geometrickym mistem pold, jichZ druké plochy poldrné majé
v rovindch osnovy YZ kiivky kruhové, jsou dvé prFimky v roviné
XY, jich% rovnice jest

2y =R*— 1% z=0. (29)

Pro pripad stejnyjch polomért obdriime tu pfimku jedinou
y?=0. Jest to p¥i zndmé souvislosti objektivné osa X, obecné
tedy pifmka, stfed plochy posouvdni obsahujici a normdlnd
k roviné kiivky dvojné.

VySetfme nynf, jakého druhu jsou uvaZované plochy polarné.

Méme pfedné poly v hyperbole, vyjadfené rovnici (25).

Rovina YZ, ve které kiivka tato obsaZena, patrné jest
rovinou soumérnosti vSech tomuto geometrickému mistu pii-
slusnych druhych ploch poldrnych. VySetime rovnici ktivky, ve
které libovolnd z téchto ploch rovinu YZ proniki. Treba do
rovanice (9) vloziti

z=o0, p2—n*=1r2 m=0.

Rovnici samu zde ani neuvedeme, jelikoZ toho nezbytné
potiebf neni, ale vloZzime do znimé podminky pro druh kiivky
stupné druhého, kterdZ pak zni:

R*4-2+2>0,
z CehoZ patrno, Ze kiivka uvaZovand jest tu vidy hyperbola.

JelikoZ druhé plochy polarné, jichz se tyka, pronikaji se
rovinami osnovy XY v kiivkdch kruhovych, jsou to hyperboloidy.

Uvedme rovnici hyperboly, v roviné YZ obsaZené, na stied,
a ureme pronik jeji s pffmkou, jeji stted obsahujfci, a s osou
Y stejnosmérnou.
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Jelikoz hyperboloid piislusny mé v roviné XY ktivky kru-
hové, zfejmo jest, Ze, bude-li

pronik ten{ realny } bude hyperboloid {

jednodilny
imagindrny ’

dvojdilny
Jestlize |
- R* —92n%2=
obdrzime, jak snadné lze poznati, plochu valcovou, normilnou
k roviné YZ. Rovnice jeji jest
2(n*t-p?22—4npyz—6nR:y4-6pR*243 R =0.

Touto rovnici vyjddrena té7 jejf hyperbela, v roviné YZ
obsazend. Snadné lze poznati, Ze jedna z asymptot jeji jest
stejnosmérna s osou Y; z toho pak vychdzi, Ze roviny osnovy
XY pronikaji plochu tu kazdd v jedné piimce: ve kiivce kru-
hové poloméru nekoneéné velkého, ¢imz zdanlivd neshoda s pod-
minkou pro ktivky krubové druhych ploch polirnych se vy-
svétluje. : :

Pohlédnéme k polim, jeZ obsaZeny jsou v kiivce kruhové,
vyjadiené rovnici (26).

Piislusné druhé plochy poldrné maji rovinu ¥YZ za rovinu
soumérnosti. VySettujice, kterého druhu jsou jejich kiivky stupné
druhého, v té roviné obsaZené, zavedme do rovnice (9)

y=0, m*4p*=1r% n=0,
¢imZ obdrzi se rovmnice Zddand, kterouz vSak uvaddéti ndm se
nevidi. Dosadice z této do zndmé podminky, obdriime

hyperbolu
R} 2¢%— 4m? % ...... { pggabolu, ’

ellipsu.

Pripad ptechodny nastane, jestlize
2 2
A2 —{;27' =m?. (30)

Snadné se poznd, je toto m nejvys miZe se rovnati »,
i bude tehdy realnym, kdy R* <272

Ctyfem bodtim kiivky kruhové (26), jeZ urcuji se rovnicemi
(26) a (30), jakozto polim jest kifivkou tou parabola.

Pro body v obloucfch, osu X pronikajicich, zajist® jest

R*42¢2—4m* <0,

tedy ktivky elliptické; pro oblouky zbyvajici
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R4 2r*—4m?>0,
tedy kiivky hyperbolické.

Uvézfme-li dile, %e v rovindch osnovy XY jsou kiivky
kruhové, pozndme, Ze pro oblouky prvéjsi méame ellipsoidy,
pro oblouky poslednéj§i pak hyperboloidy, jez od sebe Ctyimi
paraboloidy jsou oddéleny.

Jestlize R?* = 2»%, mame jen dva mezni paraboloidy, pfi-
sluné polim v ose X obsaZenym; viechny ostatni plochy jsou
pak hyperboloidy.

Rovnéz tak, je-li R*>2r% kdeZ pak paraboloiddi neni.

13. Podobué lze vySetfovati druhé plochy poldrné, jimz
prisluiné kfivky kruhové jsou v rovinich osnovy XZ.

Snadné se poznd: Druhé plochy poldrné, jichZ poly jsou
body hyperboly (27), prouikaji rovinu YZ, jez jest jim rovinou
soumérnosti, v hyperboldch. Jsou to vesmés hyperboloidy.

Druh jejich uréime v ndsledujicim:

Uvedouce rovnici hyperboly, v YZ obsazéné, na stied jeji
a uréice pak pronik s piimkou, jeji stied obsahujici, stejno-
smérnou s osou Z, obdriime vysledek, z néhoz vychdzi, e jest
hyperboloid { J;;‘(‘)‘J‘;‘EL’;Y }, je-li #2—2p? = =0; (31)
pro piipad pak prechodny obdrZime zase plochu vélcovou, nor-
mélnou k YZ.

Rovina YZ jest rovinou asymptotickou této plochy.

Z podmineéné rovnice (31), zavedeme-li za p* hodnotu
z rovnice (27), vychdzi:
‘ r? { hyperboloid jednodilny,

2 ___ pe"_
wi—Ri= . dvojdilny.

2
JelikoZ pro n? = R*+4 —%— jest n vétsi nez realnd poloosa
hyperboly vychdzi, Ze mezni body ¢, k; ¢, & jsou vidy realné.*)
Obloukim ¢vk, 2'v’'k pfislusi patrné hyperboloidy dvojdilné, ¢istem
ostatnfm pak jednodilné.
(PYi tom v, v’ znaci vrcholy realné osy hyperboly uvazované).
Vzhledem k (28) lze ¥ici:

*) Obraz sestrojiti laskavému Ctendfi zistavujeme.
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Druhé plochy polarné, jichZ poly jsou vSechny body kiivky
kruhové, rovnici tou uréené, pronikaji rovinu soumérnosti XY
v kiivkdch stupné druhého, jez roztiiditi 1ze podminkou

hyperbola,
2 R0t —dmt Z0 { gl)a]%ls):.la,

Piechodny pripad nastane, jelikoZ nejvy$ miZe byti m = R,
tehdy, kdyz »2<<2 R2

Proto, Ze stile predpoklddime R ~> r, plati tato podminka
vidy a mame tedy povidy krivky elliptické, parabolické a hy-
perbolické. Umisténi obdobné jest onomu, jez poznali jsme pii
geometrickém misté (26).

Spolu ziejmo, Ze prislusné druhé plochy polarné jsou
paraboloidy elliptické, ellipsoidy a hyperboloidy.

Vysetime jesté druhé plochy poldrné, jimZ ptislu$né kfivky
kruhové jsou v rovinich osnovy YZ.

Geometrické misto poldt ddno tu rovnici (29).

Chtéjice vySetiiti, jsou-li to parabolotdy elliptické,*) pro-
hlédejme k rovnici (21).

Zavedme do této rovnice za y hodnoty z (29) plynouci,
i pozndme snadné &ty paraboloidy elliptické.

Pokud ploch vdlcovijch se tyce, prohlédejme k rovnici (20).

Hyperbola stejnoramennd, ji vyjadfend, jest geometrickym
mistem pold roviny XY, jim% piislugné druhé plochy polirné
jsou plochy vélcové. Pokud R > r, patrné kiivka ta s ptimkaini
v rovnici (29) vyjadfenymi nemd realnych bodd spoleénych;
pro piipad rznjch polomér& nemédme tudiz ploch vilcovych.

(JestliZe B =r, bude jediny bod — stied plochy posou-
vinf — pronikem obou geometrickych mist, i lze jej miti za
pol, jemuZ ptislu§{ druhd plocha poldrnd vélcova.)

Chtéjice prislusné sem plochy kuZelové nalézti, prohlédejme
k bodim, jeZz spoletny jsou kiivce 4,3 = 0 (viz odst. 5.) a kiivce
rovnice (29). .

PonévadZ kiivka prvéjsi jest stupné Sestého, obdrZime
celkem dvandcte bodl, ve kterjch se s pfimkami, rovnici po-
slednéjs{ uréenymi, pronika.

*) Hyperbolické nemohou miti kiivek kruhovych.
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V kazdé z ptimek téchto jest tedy Sest pold, jimzZ ptislusf
plochy kuZelové. Zbyvalo by vySetiiti, kolik jest jich realnych.

(JestliZe B = r, néleZi jen jedinému bodu — stfedu plochy
posouvdni — druhd plocha poldrnd kuZelovd. Jest to zminénd
prve plocha vilcovd. Snadné se poznd, Ze degeneruje v jedinou
primku.)

14. Nebude snad od mista vySetriti geometrické misto
stteddt druhych ploch poldrnych, jichZz poly jsou v hyperbole
(25) a o nichZ jednali jsme jiZ jinde.

Dosadice

pt—n?=r* m=0 (32)
do rovnice (9), obdrZime rovnici libovolné druhé plochy poldrné
tohoto mista geometrického.

Vylouéime-li m, », p z rovnic pro soutadnice sttedu této
plochy a z rovnic (32), shleddme, Ze geometrickym mistem stredd
pifsluSnych ploch poldrnych jest stejnoramennd hyperbola

72 (R? — r?)2
22—yt = 4(R2(fa|—2r2)2) , € =0.

Snadné téZ poznati lze, Ze pol s pfislu§nym ploSe poldrné
sttedem obsaZen vidy v pi‘l’mce, stred plochy posouvdni obsa-
hujfci.

Jef rovmice pnmky, uréené polem (n, p) a piisluSnym
sttedem (y, 2), tato:

nz=py.

Jsou-li poloméry R a » stejny, vychdzi

w_Qy_Oz_O

coZ praw, uvazime-li zdrovei, Ze tyto druhé plochy polalné jsou
zde vesmés kuZelové, toto: Poldrné plochy kukelové plochy kruho-
kruhové o stejnyjch polomé’rech, prislusné stejnoramenné hyperbole
2% — y? =2 roviny YZ (a majici v rovindch osnovy XY kiivky
kruhové), jsou soustiedné s plochow posouvdni.

Zcela obdobné lze urciti stfedy druhych ploch polarnych,
piislusnych polim, vyjadfenym rovnici (27).

Shleddme tu jakoZto misto geometrické zase hyperbolu
stejnoramennou. Rovnice jejf obdrii se z predchdzejiciho, za-
vedeme-li za y, z; za R, » a naopak. I zde pol s pfisluSnym
stfedem obsaZen jest v piimce, stfed plochy posouvéni obsahujici.
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Koneéné pak pro R = r vychdzi: Poldrné plochy kuZelové,
prislusné polim stejnoramenné hyperboly y* — 2® = r¥ a majici
v rovindch osnovy XZ kifivky kruhové, jsou s plochou posouvdni
soustredné.

Pro dalsi geometrickd mista pold, totiz pro krivky kruhové,
vyznacené rovnicemi (26) a (28), neni vysledkit jednoduchych.

15. Nové hyperboly, v prede§lém obdrZené, povzbuzujf
k tomu, vySetiiti, zdaZ obdobné vysledky jednoduché neplati
téZ pro jiné stejnoramenné hyperboly roviny YZ, jim% jsou Y
a Z osami.

Obdobnou jako prve cestou obdrzime pro libovolnou hyper-
bolu stejnoramennou z?—y?=— A% x=0%) (33)
opét stejnoramennou hyperbolu, soustiednou a homothetickou,
totiz:

4A%R? — r?)?
2 —y* = (Rz—r2+3A2)2 )

Lze tedy fici:

Geometrickym mistem stieddy druhych ploch poldrnyjch wva-
Zované plochy kruho-kruhové, jichZ poly tvori hyperbolu s dvojnou
hyperbolou soustFednou a homothetickou, jest jind hyperbola sou-
stiednd a homothetickd.

Snadno jest poznati, Ze obdobné vysledky plati té% pro
kaZdou hyperbolu, jeZ soustiednd jsouc s plochou a s hyperbolou
dvojnou majic spoletné asymptoty, jeji osu realnou mé za svoji
lateralnou a naopak. ]

Geometrickym mistem stredd drubyjch ploch poldrnijch, jich
poly tvori tuto hyperbolu, jest hyperbola s ni soustrednd a homo-
thetickd, jejiz rovnice obdrif se ze (34), piSeme-li za z, y, za
R, r a naopak.

Jsou-li poloméry R a » stejny, pak jsou vSechny druhé
plochy poldrné, o kterych tuto jedndme, plochy kuZelové,

Hyperbola (34) znameni tu pak hyperbole v (33) dané
jakoZto kiivce Hessiany pi‘isluénou ktivku Steineriany.

Rovnice jeji znf: 22—y*=0
i stotoZiiuje se s dvojnymi pfimkami plochy posouvanf

Lze tedy ¥fci:

x=0. 34)

*) A znamend libovolnon kladnou hodnotu realnou.
12
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Stejnoramenngm hyperboldm Hessiany, jeZ maji dvojné primky
plochy kruho-kruhové za spoleéné asymptoty, piislusi primky tyto
jakozto kiivka Steineriany.

16. Pro plochu, dané plose kollinearnow, budow té£ plochy,
kollinearné s poldrnymi plochami oné, plochami poldrnymi. *)
Ilze z vysledkdt, které aZ dosud jsme obdrZeli pro poldrné plochy
zvldétni, orthogondiné soumérné plochy kruho-kruhové, souditi té¥
na plochy poldrné vsech vstatnich ploch posouvdné kruho-kruhovych
a ellipso-elliptickiych.

Rozbor rovnice druhého stupné.

Studujicim napsal M. R.

1. Rovnicf druhého stupné o dvou proménnych veli¢indch

x, y nazyvime kaZdou rovnici tvaru

a3, @* o 20,,@y + ay0y° - 20)3@ + 2053y 0, =0, (1)

tedy rovnici, v niz nejvy$${ éleny jsou druhého stupné. Chtéjice
pojednati o rovnici druhého stupné arci mlc¢ky supponujeme, Ze
nejsou vSecky t¥i koéfficienty ¢lenfi kvadratickych, t. j. koéf-
ficienty a,, 2a,,, a,, soucasné nullami, nebo pak by rovnice
se stala linearnou. V nésledujfcfm pfihlizime jen k recdlné rovnici
druhého stupné, t. j. ptedpoklddime, Ze jsou vSecky koéfficienty
realné,

Dejme tomu, Ze x, y znaéi pravoihlé soufadnice bodu
v roviné, a poloZme si za tikol vySettiti, jakou ¢4ru repraesentuje
rovnice (1). ReSenf tohoto tikolu oznatujeme jakoZto rozbor dané
rovnice.

2. VSecky body @, y, jichZ soufadnice vyhovuji rovnici
prvntho stupné, vypliujf primku. Snadno lze ukdzati, Ze v jistych
ptipadech totéZ, nebo néco obdobného md platnost i vii¢i rovnici
druhého stupné. NapiSeme-li na pt. rovnici kvadratickou

a’x? 4 2abxy + b%? -+ 2acx -+ 2bey ¢ =0,

*) Srovnej: Cremona-Weyr: Uvod do geometrické theorie kiivek rovin-
nych, pag. 23. odst. 18.
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