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O feSeni linedrnych rovnic.
Napsal
Ed. Weyr.

V nisledujicich dvahdch podivdm FeSeni této ulohy: Dén
je jisty pocet linedrnych rovnic o jistém poétu nezndmych; méd
. se rozhodnouti, zdali lze nezndmé tak ustanoviti, aby vyhovély
viem danym rovnicim a v piipadé, Ze lze, majf se stanoviti
viecka YTeSenf onéch rovnic. .

Uplné YeSeni tohoto problemu podal Kromecker a mnalezne
je ¢tendf v Baltzerové ,Theorie und Anwendung der Determi-
nanten“; je tam vSak vyloZeno zpiisobem sice elegantnim ale
tak struénym, Ze jeho nutnost zacdteénikiim ihned nevysvitd, za
kterouZ asi pri¢inou do Zadné elementarnéj$i knihy o determi-
nantech pojato nebylo. A prece jest odpovéd k vytknuté otizce
nad mfru dileZita pro nesCetné dvahy i elementdrné mathema-
tiky, tvo¥fc nejhlavnéj$i applikaci theorie determinanti. Odhodlal
jsem se tudfz upraviti odpovéd k dané otdzce zplisobem do jisté
miry novym (§. I, IL. a VIL) a, doufim, dosti prihlednym.
Mimo to bude snad lze nésledujicich dvah i jinde uziti, o cemz
necht ctendi sdm rozhodne. Konecné podotykam, Ze v §. IL
pfedpoklddim, Ze Ctendf jiZ vi, Ze = linedrnym rovnicim o n ne-
zndmych v pripadé, kdy determinant koefficientli nezmizi, lze
vidy a to jen jednim systemem neznidmych vyhovéti, a dikaz
k tomu vyroku se teprve v §. V. nalezd; avSak dikaz tam po-
loZen z formalnych diivodd a nikterak se neopird o piedchozf
“uvahy.

§. L. Definice podstatné riiznych a neriiznych soustav x.

V naSich dvahdch mé znagiti vyraz ,soustava x“ = hodnot
Xy, Tyy ooy Lo, 0 DichZ vidy predpokldddme, Ze nejsou wsecky
nullami, tedy Ze alespoi jedna z nich jest = O.

Dvé soustavy @ a 2’ nazyvdme podstatné riznymi, jestlize
nevymiz{ viechny determinanty
m.-' €X;
¥ @

b}
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v nich% ¢ a j znai dvé riznd z éfsel 1, 2, 3, ..., n; jest
tedy alesponn jeden takovy determinant pak < 0. Vymizi-li vak
viecky tyto determinanty, pravime o soustavdch x a &', Ze nejsou
podstatné rdzné.

TFi soustavy «, @ a «” nazyvdme podstatné riznymi,
jestlize nevymiz{ vSechny determinanty
Z; Z; @Lx

’ ‘ ‘

@ , xX, @x

i J k|
4o 4" 1"
| $1. a:j wk

kde ¢, j, k zna¢{ tf¥i rizn4 c¢fsla z fady 1, 2, 3, ..., n. Vy-
mizi-1i vecky tyto determinanty, tu pravime, Ze soustavy x, &', «”
nejsou podstatné razné.

Jest patrné, Ze jsou-li tii soustavy podstatné rizné, mus{
ka?dé dvé z nich byti téZ podstatné rtzné, nebot kdyby x a «’
nebyly podstatné rtzné, tu by vSecky adjunkty elementii tfettho
fadku zmizely, tedy by byl determinant viZdy nullou, proti
supposici. _

Obecné nazyvime v systemd z, 2, x”,.. P pii v = n,
podstatné riiznymi, jestliZe nevymiz{ viechny determinanty

mk, L,y e wkly

T

4 ¢
ky w":

.ac,w

R B
zde znati &k, , k,, .., k, libovoln4 riizn4 éfslatady 1, 2, 3, . ., n.
Vymizi-li vSecky tyto determinanty, tu pravime, Ze ony
systemy nejsor’ podstatné roznymi., Rozkladem téchto determi-
nanti dle subdeterminantd libovolnych stupili jest patrno, Ze,
jsouli z,a, ..., «* ™ podstatné rizné systemy, jsou kazdé dva
z nich, kaZdé tii atd. té% podstatné rizné. TotéZ ostatné vychdzl
z uvah nésledujictho paragrafu.

~ § II. O skladani podstatnd riiznych systemi.

Déna bud né&jakd soustava z; tu kaZd4d s nf podstatné ne-
riizn4 soustava 2’ jest ddna formulf
@, = Az, k=1, 2, ..., n),
kde 4 znaéf stilou hodnotu riznou od nully.
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Dikaz. Dle supposice alesponn jedna z hodnot ; neni
nullou; na pf. 2, =0. Pak musf i #; =0, nebot dle supposice
o nertiznosti soustav plati

wy oy — wx, = 0, k=2,3,...,n).

Kdyby «, =0, tu by patrné x, =0 a tedy by se soustava
a’ sklddala ze samych null, proti sjedndni,

PH 2, >0 mime obdobné 20 a tedy dle poslednf
rovnice

‘

x oy
R
Nazveme-li tento podfl 4, méme
w:_—.lac,; a:;,: Axy, .

Pfi =0 plyne z citované rovnice ® =0, tedy i zde
platf rovnost @'y — Az, ¢imZ tvrzeni dokdzdno.

Dény budte za druhé dvé podstatné riizné soustavy x a «’,
Kazd4 soustava «”, jeZ s nimi tvoi{ t¥i podstatné nerfizné sou-
stavy, jest dédna formuli

w”k:A’wk+W’ks (k:]-s 2, .uu, n),
kdeZ 4 a p znalf dvé stdlé hodnoty. '
Pravime pak, Ze soustava z” jest slofena ze soustav = a a'.

Dikaz, PongvadZ jsou x a «’ dvé podstatné rtizné soustavy,
nevymizf alespoir jeden z hodnot @ a a’ utvofeny determinant
druhého stupné; necht na pt.

2@ g — =>0.
Je-li index = rizny od ¢ i ¢, mime dle gdruhé supposice
T, Xy Dy :

Q
(03] 'y s g | =0.
x”o m”d m"‘:
Polozme :
2) w”? — Lx? + ym’?

@ = Mg pa's

¢tmZ hodnoty A a p jsou tplné stanoveny, nebot determinant jich
koefficientlt g2’ — 52’y nemizf. Odeéteme-li nynf v (1) A-nd-
sobny prvni fidek a w-ndsobny druhy od tietfho, nabyvé tato
rovnice tvaru

T#
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lwe X x

I

4 4 4
', x ', 0

Q
0 0 @”, — Az, — pa’y
t. j.
) (mqm’o' - xo‘m’g) (w"-t - lwt — ux'y) =
z C¢ehoZ soudfme

@'y =, +pxr,. (T2, TX0)

Pii z =9 a z =0 platf viak tato rovnice vici (2), tedy
platf pti z =1, 2, , My q. e. d.

Je patrné, Ze obc hodnoty 4 a g nemohou byti soucasné
nullami, jinak by se soustava a” sklddala ze samych null, proti
sjedndni.

Prikroéme k obecnému ptipadu. Ddno » podstatné 1uznych
soustav z, z’, & zv—1), KaZd4 soustava x(»), jeZ s nimi
tvorf » 41 podstatné nerfiznych soustav, jest ddna formulf

(")— axy -+ &'y - @’y 4. ..+ fx,,_lx(v— 1),
k=1, 2, ..., n),
v oz @, e, ..., a, 4 znaci stilé hodnoty, které nemohou byti
vSecky nullami. Pravime pak, Ze soustava x(») jest sloZena ze
soustav =, #’, ..., a(»—1). '

~ Diikaz. Dle prvni supposice nevymizi alespon jeden z hodnot
x, «, ... x(®—1) utvofeny determinant »-ho stupné. Necht
na pr.

b oas, - o, .. Xy
>, L .y
3) 4= .. =>0.
w_(:_l) x(”_l) . xsz—l) |

Dle druhé supposice mdme vSak, je-li index % rdzny od
indexd s,, s5, ..., Sv,

Ls, X, oo Ly Ly

x’q m’:g . . wa,' w’k

)

= 0‘.
(1’) (1') .o (1') w,(:')

L3y Ts, Lsy

PoloZme
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msl — 0xs + o, &' st + + ay—lma;’—l)
) 2% = oz, G2+ .. —I— a,,_lwsz”—l)

év) = ez, + o,z sv + "JI" av—lm(v 1)1
kterymiZ rovnicemi jsou hodnoty e, &, , @,, .., &,__; prdvé a tGplné
stanoveny, ponévadZ determinant z jich koefficientd dle (3) ne-
vymiz{, Odecteme-li nyni ve (4) od posledntho fddku e-ndsobny
prvni Fédek, ‘e, nisobny druhy, e, nisobny. tfet{ atd., tu se ob-
jevi v poslednfm tddku samé nully aZ na posledni element,
a (4) prejde do tvaru

4 (mk —azy — e ® — ... a,,_lac,(f_l))_
z CehoZ vzhledem ku 4 <0 plyne
(»—1)

x,(:') —axy + o, + ... F ap—1%k

Index % supponovén rizny od s, , s,, ..., sv; vSak plati tato
formule dle (5) i tenkrate, kdy & se rovnd nékterému z téchto
¢isel, éfmZ je dokdzédna pro vSecky hodnoty 1, 2, ..., # indexu k.
( )

K vili strucnosti pravim o soustavé = dané posledn{

r—1
formuli, Ze jest sloZena &li odvozena ze soustav x, 2, , LD

pomoct faktord e, e, ..., e Plat{ pak tato véta: Ddno-li

v—1-*
s =n podstatné razngch soustav

(A) Lr1y Th2y 200y Lpn (k:l, 2,...,3)
a odvodime-lI7 z nich s novijch soustav
B) xn, Tz, -0y Tin kt=s-4+1,s+2, ..., 2s
pomoct faktord

Tjiy Gj2y « ooy Qs (]':11 2, .. S),

tu tvort odvozend soustavy s podstatné riznijch soustav jen tehdy,
kdy determinant D = 2 =+ ay, a,, , . a5 je rizny od nully.

°

Diikaz. Kazdy determinant s-ho stupné S’ ze soustavy
(B) se patrné jevi jakoZto soucin determinantu s-ho stupné S
ze soustavy (A) a determinantu D. Dle supposice jest alespon
jeden determinant S riizny od nully, tedy bude ptislusny deter-
minant & téZ rizny od nully, jakmile D <0; je-li ale D =0,
jsou veskeré &’ =0 a tedy systemy (B) nejsou pak podstatné
riizné.
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Platf dalSi véta: Z s podstatné riznijch soustav lze odvoditi
nanejvyse s podstatné rdznych soustav,

Dikaz. Dejme tomu, %e odvodime z s podstatné riiznych
soustav (A) pomoci faktord
. LGy Gjzy ey (.721, 2,...,8+1)
8+ 1=mn soustav (C). Soustavy (C) patrné téZ obdriime, slo-
Zime-li podstatné réizné soustavy v poétu s 1, které obdriime
ze soustav (A) ptiddnim libovolné soustavy

w;-}-l, 1y Ls41,2) 2oy Lsf1,0

pomoci faktori

iy, Qjgy oouy s, O G=1,2,...,s+1).

Avsak determinant D téchto faktor@t se rovnd nulle, nejsou
tedy slozené systemy dle pfedchdzejici véty podstatné riizné,

q. e d.

8. IIL. ReSeni » homogennich linearnych rovnic o » neznamych.

D4no budi% » homogennich linedrnych rovnic s tolikéZ ne-
zndmymi x, , @, ... X,

an @, a2, + ... anrs =0,

am @, + ana @y 4. .. Gy = 0.
Predpokldddme, Ze koefficienty a kterékoli z téchto rovnic
nejsou vSecky nullami; supposice dovolend, nebot by jinak takovd
rovnice byla zbytecnou.

Povaha fteSenf téchto rovnic podstatné zavisf na determi-
nantu utvofeném z koefficientit t. j. na

(6)

‘“u A2+ A

a na jeho podffzenych determinantech (minorech).
Nenf-li determinant 4 nullou, tedy vyhov{ danym rovnicim
jediné hodnoty "
z, =0, 2, =0, ..., z. =0.
Dékaz. Utvofme adjunkty determinantu 4 néleZejfcf ku
elementiim k-ho sloupce t. j. ku @y, as, ... au; nisobme
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témito adjunkty resp. rovnice (6) a sectéme vysledky, i obdrZfme
patrné '

dﬁk =0 ,
z ¢ehoz viéi 4<==0 plyne =z = 0.

Predpoklddejme nyni, Ze 4=0; tu zdvis{ povaha FeSen{
na minorech tohoto determinantu. Utvoime jeho podiizené deter-
minanty n—1-ho stupné a predpoklidejme, Ze alespoir jeden
z nich nenf nullou*). K vili pohodli zatim pfedpoklidejme, Ze
je to jeden z onéch minord, jehoZ elementy jsou vzaty z prvnich
(n—1) tadkd. Pak jsou soustavy v podtu n—1, totix

Ak1y Grzy ooy Qkn (k:]" 21--'1[n—1])
podstatné rizné, kdeito soustavy
Ar1y Op2y oo oy Agn (k:l, 2,...,%)
nejsou podstatné rizné, ponévadz 4 =0; dovedeme tedy dle
¢lanku IL stanoviti n—1 takovych hodnot @,, @,, ..., @w—, aby
Unj = O 15— eptlpj 4 o o o @i, ;. (J=1, 2, .., n)

Obdrzime tedy posledni rovnici (6) z ostatnich tim, Ze je
resp. ndsobime hodnotami e, «,, ..., @n—y a Ze vysledky se-
cteme. Z toho jde, Ze je tato posledni rovnice vidy vyplnéna,
je-li vyhovéno ostatnfm, proeZ netfeba ji v tvahu brati.

Dejme ddle tomu, 7e 4 =0 a Ze vSecky subdeterminanty
jeho stupné n—1-ho vymizi. Pak nutno tvoFiti subdeterminanty
stupné n—2-ho a prihliZeti, zdali néktery nevymizi. Predpo-
kladejme, Ze se tak stane, a Ze na pf. nevymiz{ néktery minor
stupné n—2-ho utvofeny z elementt vzatjch z prvnich n—2
radki. Pak jsou systemy

Uy, U2y vooy @ (k=1,2, ..., [n—2)])
podstatné rfizné, avSak ptibéfeme-li system 4t —=mn—1 aneb
system %k = n, mdme n — 1 podstatné nertiznych systemi. Tedy
lze ustanoviti éisla « a B tak, aby

Anoi,; == 0,015 005 . o - Cn2Gn2,;,
an,j = Byas; + Bz + -+ - . Bz ns,j,
=12 ..., n).

Z toho vychézi, Ze obdrZime predposlednf rovnici (6), naso-

bime-li pfedchézejicf rovnice resp. hodnotami @, , @,, ..., @n—za

*) Netfeba viecky tyto minory vidy pocitati, stadf dojdeme-li k jednomu,

jenZ jest EO; kdyby vSecky vymizely, nestane pfipad, o némZ na
dalsfm mifsté jedndme.
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seCteme-li vysledky; z téchZe rovnic plyne pomoci nédsobiteld
By, B2y ..+ Bu_z poslednirovnice (6). Netieba tedy poslednf dvé
rovnice (6) brati v tvahu.

Jest nyn{ patrno, kterak mizeme pokracovati. Dejme tomu,
Ze vymizf 4 a Ze vymizi vsecky jeho minory stupné n—1-ho,
vsecky stupné n—2-ho, vsecky n—3-ho atd. a% konecné wsecky
stupné s - 1-ho, Zé v8ak vSecky minory stupné s-ho nevymizi;
k tomu dojiti musi, neb v opaéném pifpadé by i nejniZ$f minory
t. j. vSecky hodnoty as zmizeti musily, coZ arci vylucujeme,
nebotf pak jsou hodnoty vSech nezndmych libovolné. Nechf na
pf. nevymizi néktery minor stupné s-ho vzaty z prvnich s fadkd,
feknéme tfeba onen, jehoZz elementy jsou vzaty z prvnich s
sloupeti, t. j. necht

Ay Gy oo Qus

0 — | %21 Qa2 -« T2 >0.

------

Pak lze s} 1-nf, s-}-2-hou, atd. n-tou rovnici (6) odvo-
diti z prvnich s rovnic tim, Ze je ndsobime vhodné stanovenymi
Cisly e, B, .. a sefteme; jsou tedy ony rovnice vyplnény, jak-
mile vyhovéno témto. Staci tedy YeSiti rovnice v poétu s o »
nezndmych:

an @y + @32, + . . ane, =0,
a2lwl + @p 5Ty + o tama =0,

.....

Zvolme za ®; 1, Xs42, ..., o libovolné hodnoty a poloZme
k vili struénosti
Ay, s 4125414 G, a2 Tz .—l—amwn =a,
s, a+lma+1+as 52 wa-q-z_i“ +as'nwn—as,
pak znéji poslednf rovnice
ayx, a2, .. + a4 0, =0,
(0 T
An®, - Ay - o - g s —|- 0, = 0

v nichZ hodnoty « jsou téZ zndmy. Tyto rovnice stanovi hodnoty
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Zy, Xy, .., T Uplné, jakoZ z ndsledujic{ ivahy vychdzf. Oznatme
literou 0y adjunkt determinantu o piisluSny k elementu ag
a nasobme posledn{ rovnice resp. adjunkty i piislusnymi k ele-
mentiim nékterého sloupce v d, na p¥. sloupce prvniho, vysledky
pak sectéme; i obdrzime

0wy 4 e, 0yy + @y 0,, 4. .+ 0,1, =0,

z Cehoz vici 0 =0
1
wl —_ .———6\—(alall + 0{232l-+ . + asaal )'

Nésobfme-li poslednf rovnice resp. adjunkty elementd %-ho
sloupce, mdme obecné '

(8) wk:——%(a,d'w—l—a,zd‘%—{—..—{-a,d‘,k), (]C:l, 2, ey S).

Takto stanovené hodnoty «: rovnicim (7) taky skuteéné
vyhovujf, ¢éfmZ se lze tak jako v §. V. ptesvédciti, procez
méme toto YeSenf danjch rovnic (1): Hodnoty nezndmych
Xy 41y Lggz 4.0, Lo jsou lbovolné, hodnoty x,, ®,, ..., s
pak jsou ddny formuli (8) jakoZto homogenni linedrné funkce
onéch Ubovolngch hodnot. Vici okolnosti, Ze nezndmé 41, .., %n
voleny libovolné a Ze @,, .., @, pak nutné museji miti hodnoty
dané formulf (8), soudime, Ze naSe TreSeni jest obecné t. j. Ze
zahrnuje kafdow soustavu hodnot «,, «,, .., @ vyhovujicich
danym rovnicfm (1). ‘

Hodnota nezndmé x; vychézf dle (8) ve tvaru zlomku a jest
patrné, Ze Citatele — (,01 + @, 02 -+ . . 4 ;05 ) obdrifme ze
jmenovatele o, nahradime-li v tomto determinantu elementy %-ho
sloupce resp. hodnotami — e, , —ea,, .., — «,.

Takto nalezenému obecnému TeSenf lze d4ti jeSté ptehled-
néjsf tvar. Oznalme literami e, e,, .. e, libovolné hodnoty a na-
piSme determinant stupné s 1-ho

e e ...e

o, a, ... ag
D=la, a,, ... ay]|.
s Qg1 o Qg
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Adjunkt jeho néleZejicf k elementu e jest patrné o; ad-
junkty pifslusné elementtime,, e,, ..., ¢, 0znatme D,, D,, ..., D,,
i méme, kombinujice tyto adjunkty s elementy 2-ho, 3-ho atd.
radku,

«d+a,,D, +a,,D,+...4a.D: =0,
%, 0 +a, D, —{—a“D +...+axD; =0,

asd+aalD| +aa2 2+ +au s =0.

Srovndme-li tyto rovnice s rovnicemi (7), vidime ihned,
ze rovnicim (7) vyhovéno, poloZime-li
D D D
_d\_l-, wz.-:—a’~, ey Xy d" .

Tyto vyrazy museji byti arci s vylazy ()] totozny, co%
¢tendfr i pffmo snadno nalezne.

V piedchézejicf tvaze jsme supponovali, Ze minor 0 stupné
s-ho rfizny od nully jest utvofen z elementii a; vzatych z prvnich
s T4dkd a z prvnich s sloupci determinantu 4. Supposice tato
v podstaté nevadf obecnosti. Nebof dejme tomu, Ze nemizict
minor s-ho stupné jest utvofen z elementlt vzatych z A;-ho,
Ay-ho, ... A-ho Fddku a z w,-ho, g,-ho, ... m.-ho sloupce deter-
. minantu 4. PrepiSme .dané rovnice (1) tak, aby A,-t4, 2,-t4,
... A-td se stala resp. prvni, druhou, ... s-tou rovnicf; v takto
sefadénych rovnicich pak sefadme neznimé takovym zplisobem,
aby #u,, ®u,, ..., Zus se staly resp. prvni, druhou, ... s-tou
nezndmou. V takto piepsanych rovnicich bude nd§ minor patrné
sestrojen z elementdi prvnfch s ¥ddk& a prvnich s sloupci a dfi-
véj8i formule poddvaji feSenf. Z toho také patrno, Ze hodnoty
s, jichZ indexy jsou rtzny od ¢isel gy, @y, ..., @, budou libo-
volny, hodnoty g, , ..., #us pak diny vyvozenym FfeSenim ja-
kozto homogennf, linedrné vyrazy onéch.

(Dokondent.)

x, =
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