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Prispévek ke krivkam 2. stupné.

Napsal

prof. BedFich Prochazka.

Ulohu sestrojiti tetnu a kruznici oskulaéni k¥ivky 2. stupnd
dané péti body pouZitim geometrie kinematické lze, pokud se
druhé Gdsti této tlohy tykd, Fesiti také jinym zpisobem, lf§fcim
se od FeSeni uvedeného ve ¢&ldnku: ,Kineticky zplsob sestrojo-
vdnf tecen a stfedd kiivosti kfivek 2. stupné.®*)

1. Majice sestrojiti tecnu ke kfivce 2. stupné v jednom
z péti bodld tuto kfivku urdujicich, poklddejme dva z téchto
bodil za stiedy 's a s projektivnych svazkd uréenych tremi
druzinami paprskovymi '4%4, 'B2B a 'C’C, jez stanoveny jsou
ostatnimi tfemi danymi body abc kfivky K. Protnéme svazek
s pifmkou P =24, svazek *s piimkou *P=1'4. Vzniklé tim
fady bodové 'a'dlc ... a %a‘b% ... na piimkdch 'P a 2P jsou
perspektivné, sdruzenymi body Fad jsou ddny paprsky 0% =B,
¢%¢ = C, jistého svazku o stiedu s, v némZ se protinajf i tecny
'G' a ®F odpovidajicf paprskim 2G a F, jei se stotoZiiujf
s ptimkou 's%. Teénu 7' v bodé a kiivky K sestrojime, usta-
novice smér, kterym? se pohybuje bod @ za vytvofovani ktivky.
Predpoklddejme, Ze bodu a pifslusici paprsek A svazku s otdéf
se urtitou rychlosti vyjddfenou rychlost{ af bodu a kolmou
k tomuto paprsku. Zvolice tuto rychlost jakkoliv, odvodime rych-
lost a'w, Rterou se pohybuje bod a v ptimce !P= 24 tim, Ze
vedeme bodem ¢ pifmku R|| 4, kterdz protind piimku P
v bodé w. T4% rovnobézka urtuje ve pifmce 2P rych-

*) Rozpravy Ceské Akademie, III. roén. T#. I éfs. 19.
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lost «®, kterou se pohybuje bod @ v piimce 2P=14.
UhlopFitna av rovnob&znfku sestrojeného z obou rychlost! a'w
a a’ uréuje smér pohybu priseiiku a a tudiZ i tetnu 7.

Stied kiivosti o kfivky K v bodé a lze potom sestrojiti
na zékladé v uvedeném ¢ldnku odvozeného vzorce:

w?

QZ;

b

— ve kterém znadf ¢ polomér kiivosti, @ rychlost av bodu a

v teénd T a o rychlost otiteni vq bodu v tetny 7, — jakoZto
prisek normdly N v bodu a ku kiivee K sestrojené, s kolmici
spuSténou s bodu v na primku agq.

Rychlost pohybu bodu dotyéného av == @ dovedeme sestro-
jiti co do sméru i co do velikosti, zbyvd ndm tudfi jen stano-

viti rychlost otd&enf vg = o jeho tecny.

Tuto rychlost moZno také stanoviti zplsobem obecn&jSfm
na zdkladé nésledniho ndzoru.

Probihd-li bod a ktivku K a projde body b, ¢, ... pro-
tinaj{ jemu ptislu§né tetny piimku 3P=2F (teénu v bodé 2s
ku kiivece K sestrojenou) v tadé bodd 32a®b’c ..., kterd jest
jak zndmo projektivnou ku svazku 2s paprskil 24°B*C... Proto
bude také svazek piimek 3A43B3C..., spojujicfch stted jeho
Js=1s s body %a®*b’c . .. piimky ®P, projektivny se svazkem pFimek
24?B*C ... o stiedu s, a mizeme ustanoviti ze zvolené rych-
losti paprsku 24 svazku 2s rychlost otddenf paprsku *4 = 3s%a.
Z rychlosti bodu ®a pii otdéeni paprsku 34 odvodime rychlost
bodu 3a ve piimce *P jakoito prisetiku jejiho s touto pfimkou.
Na konec pak stanovime rychlost 6, kterou se tento bod 3a
jakozto bod tetny 7' kol bodu a otdéf, abychom pomoci této
sestrojili polomér kiivosti kiivky X v bodu a.

Abychom co nejvybodnéji odvodili rychlost paprsku 34,
vytknéme vedle tohoto paprsku svazku ®s= 's jeSté jiné dva
SF=1F a *G =G, jimZ ve svazku 2s odpovidaji paprsky *F

a G a protnéme svazek s pi‘lmkou 2P’ =34, svazek °s pfim-
kou SPr="2%4. Vzniklé tim fady bodové 2a’ 2rtg L (A =3a,

2

g’ =35) a ‘&’ ¥’ % ... (3f =7?s) na piimkéch 2P’ a 3P jsou
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perspektivné; sdruZenymi body fad ddny jdou paprsky 23
= F’="*F a %9’’’ = G’ =3G svazku, jehoZ stfedem jest bod
s’ = s difve sestrojenym. Jednim paprskem tohoto svazku jest
paprsek A4’ jdouci bodem samodruznym 2a’ = 3a’ perspektivnych
fad 2P’ =3P".

Piredpoklddejme nynf, ze bod @ v tetné& 7' difve sestro-
jené pohybuje se rychlosti vyjédienou délkou a’a. Z této rych-
losti odvodime si rychlost a’k, kterou se pohybuje bod 3a’
ptimky 34 v rovnob&ice %a’hA s ptrimkou teénou 7', omezime-li
3a’h || T' spojnici *s®a = %F. Z této rychlosti vyplyvd na ptimce
2P’ =34 rychlost %a’i, (hi||24), kterou bod 24’ =3’ se po-
hybuje na piimce 2P = 34.

S pohybem otdteni paprsku 24 souvisf otdteni paprsku 4’
svazku s’ =s, kteryZ stale prisecfkem paprsku 24 s pifmkou
=734 prochézeje, protind piimku *F = ?4 v bodech, jimiZ
zase paprsek ®4 prochdzi. Priseitk paprsku 4’ s pifmkou *F
pohybuje se na této ptimce rychlosti *a’k, kterou k|| s4’ na
ni odetind.

Z rychlosti této odvodfme si rychlost 3a’f, kterou se bod
3a pti otdcenf paprsku 4 ve piimce || s 4’ pohybuje, jest-li
pitmkou 2al || 4’ protneme p¥imku 3sk.

Didle odvodime rychlost *am, kterou se bod 3a pohybuje
v ptimce *P = *F (dotykajfci se kfivky K v bodé ?%s) tim, Ze
vedeme bodem I piimku Im || %4, kterd pifmku P v bodé m
protind. Z rychlosti této urcime koneéné rychlost ®an bodu *a,
kterou se pohybuje tento bod p¥i otdéenf teény 7' kolem bodu
t, omezime-li piimku 3an | T ptimkou mn || T. Spustime-li
dle odvozené konstrukce stiedu kiivosti s bodu 3¢ kolmici ku
spojnici an, protne tato pfimka normdlu N, v bodé a ku ktivce
K sestrojené, v hledaném stiedu kiivosti o této kfivky.

Zv)4st jednoduSe se utvaii tato komstrukce, sestrojime-li
stfed kiivosti v krajnfch bodech dvou sdruZenych primérd abd.
a cd, jimiz jest ellipsa déna.

Sestrojujice stted ktivosti -pro bod a, zvolime za sttedy
svazku 's a % body ¢ a d. Potom jest tetna 7' v bodé a se-
strojend ‘rovnobéZna s primérem ed. Primky 'G -a- *F jakozto-

14*
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tetny ellipsy v bodech ¢ a d jsou s primérem abd rovnobézny,
stted s jest bodem nekonetné vzdilenym a pFimka A’ také
rovnobézna s priimérem ab.

V tomto piipadé jest pomér

al _ Pac _ ad
3k T fa’c T Pa’d
a pomér
ad 3ad 3ada’ 3a’d

SWd — hd — od @k
Proto rovnaji se i poméry

3al  a’d
T Wk

z tehoz plyne, e délka 3al — 3a’d.

Jelikoz ®al || ®a’d jest spojnice [ld||®ac a proto bod m
v tomto piipadé stotoziiuje se s bodem d.

Dal§f konstrukce t. j. sestrojeni bodu » a prisetiku o,
kolmice *ao, spusténé s bodu 3z na piimku an s normdlou N,
v bodé @ krivky K sestrojenou, jest shodnou se zndmou kon-
strukef poloméru ktivesti v krajnich bodech sdruZenych primérd
ellipsy.

Kdyby byly ddny osy ab a cd ellipsy, potom by i bod »
se stotozil 8 bodem d a stfed kiivosti o docilil by se konstrukef,

kterd 1plné souhlasf se zndémou konstrukei, odvozenou na z4-
2
kladé vzorce ¢ = 2, vkterém «a 8 znalf poloosy dané ellipsy.

ﬁ )

2) Reciprokymi dvahami dospéjeme k sestrojeni dotyéného
bodu a stfedu kfivosti kfivky 2. tifdy.

Predpoklidejme, Ze jest kiivka 2. tfidy K uréena svymi
péti tetnami. Dvé z danych tefen poklddejme za spojnice 1S
a 28 projektivnych Ffad bodovych, uréenych tfemi druZinami
bodovymi !a®a, 5% a lc’¢, jeiz stanoveny jsou ostatnimi tfemi
danymi tetnami AB(C kiivky K,

Abychom také zde sestrojili co nejvyhodnéji doty&ny bod #
teény A s kfivkou K, promitnéme fadu S s bodu *p=‘a,
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fadu *S s bodu ?p=='a. Vzniklé tim svazky 'A'B'(.. .,
P4%B’C. .. o sttedech 'p a %p jsou perspektivné; sdruzenymi
paprsky svazkd dény jsou body *B2B =0b, 'CC=c,... jisté
fady bodové S.

Krivka K dotykajic se danych péti teéen, obsahuje body
g alf, odpovidajici bodim Z2ga 'f, stotozhujicim se s prisekem p
spojnic 'S a 25. Body g a 2f urcuji primku S. Dotyiny bod ¢
tetny A s kiivkou 2. tiidy A sestrojime, jakoZto stied otdleni
pifmky A za vytvotovdni ktivky. Predpoklddejme, Ze bod pri-
seény a paprsku '4 s pifmkou S se pohybuje urtitou rychlostf
as v této pifmee. Zvolice tuto rychlost jakkoli, odvodfme ry-
chlost, kterou se otd¢i paprsek '4 bodem a prochdzejicf{ kolem

bodu lp, jestlize stanovime rychlost otdteni a4 jeho bodu a,
omezice piimku ah | *A piimkou 2h||'4. Z rychlosti bodu a

tohoto paprsku odvodfine rychlost ‘ai jeho bodu la tm, ze
kolmici !as v bodé 'a vztytenou omezime pifmkou A'p. Tim
také zndme jiZz rychlost bodu '« piimky A, kterd se stotoziuje
co do polohy s piimkou !4, ackoliv se otd¢f kol dosud nezné-

mého bodu £ Zrovna tak uréime rychlost 2aj bodu 2a této
ptimky A, kdyz kolmici 2aj v bodé %a¢ k tetné A vstyéenou,
omezime piimkou !ah. Prisek pifmky # s pfimkou A jest onfm
bodem této piimky, jemuz nalezf rychlost otdteni rovnd nulle,
kteryz jest tedy jakoZto jejf stied oticeni jejim dotyénym bodem ¢.

Konstrukef touto vSak docilime nejen bodu dotyéného,
nybrz i rychlosti otdéeni tetny A kol tohoto bodu Rychlost ta

jest vyjddrena bud: rychlost{ otaéenf 'ai bodu la, bud rychlost

2qj bodu 2a aneb rychlosti al bodu @, kterou obdrZime, jestlize
kolmici v bodu a ku pi{mce 4 vztycenou, omezime piimkou j.

Znajice bod dotyeny ¢ tetny A a jeji rychlost otdteaf,
miiZzeme kinematicky obecnéj§fm zplsobem sestrojiti i stted kii-
vosti kfivky 2. tiidy, uvedenym zpiéisobem vytvoiené.

Bude ndm jesté sestrojiti rychlost, kterou se pohybuje bod
dotyény ¢ v teéné 4.

Pifmka A4 obalujic pti pohybu ktivku X, pfijde do poloby
BC'... a dotykd se kiivky této v bodech uréujfcich s bodem
3p =2 (v uémz se pimka %S krivky dotykd) svazek 343°B%C...,
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ktery jest jak zndmo projektivny k fadé bodd Z2a%b’ .
piimky 2S. ‘

Proto také bude fada bodd *u®’c... ve ptimece 3S=1S,
v nichz paprsky *43B3C... svazku 3p pifmku 3S protinajf projektiv-
nou s fadou 2a%b%c...na ptimee %S a miiZeme ustanoviti ze zvolené
rychlosti bodu %« iady 2Srychlost bodu %a na ptimce *S. Zrych-
losti takto stanovené ustanovime potom rychlost paprsku 34 = *f‘a
a tim i rychlost bodu ¢ ve piimce 7.

Abychom co nejvyhodnéji rychlost bodu 3a sestrojili, vy-
tkneme vedle tohoto bodu fady *S=1§ jesté jiné dva body
=1 a 3g=lg, jimz v tadé %S odpovidaji body %/ a 2y,
a spojme body fady *S s budem ?p’==3a a body fady 3S
s bodem 2a =3p’. Vzniklé tim projektivné svazky *p’ a 3p’
jsou v perspektivné poloze a proto sdruZené paprsky se protinajf
v bodech jedné pifinky & totoZné s difve sestrojenou piimkou S.

Jednim bodem této piimky S’ jest bod a’, jakozto priaseéik
samodruznych paprskd 247 ==°4’ perspektivnych svazk 2p"*p’.

‘Y

Predpoklddejme nyni, Ze se primka 4 kol bodu dotyéného ¢
otdti rychlosti takovou, Ze bodu 2a pfisluSl rychlost *au ve
piimce %S. Z této rychlosti odvodime si rychlost a’» bodu o’
pii otdcenf paprsku 24’ svazku %’ ve sméru av, rovnobézném
s piimkou 28, tim, Ze a’v omezime spojnici *p’u. Z rychlosti a’v
bodu a’ odvodime rychlost *aw bodu *a pti otdtenf paprsku 34’,
otdtejictho se kol bodu 3p’ a prochdzejiciho bodem a’, omezime-li
piimku ®aw || %S pifmkou o%’. Z rychlosti %aw piimky 34’
odvodime rychlost *aw’ ve pifmce 38 (ww’ || 24’), z které urtime
rychlost ¢z bodu ¢ pifmky 34 ve sméru pHmky *aw’ == 38, ome-
zfme-li pFimku £z || 38 spojnici w’?f. Vedouce bodem z pifmku

xy||%4, odetne ndm na tetné A Gsetku fy, uddvajici rychlost,
kterou se bod ¢ ine v této pifmee.

Odvodfme-li jesté z rychlosti %au bodu ®a teény 4, ve
ptimce 28 se pohybujictho, rychlost 2az tohoto bodu kolmou ku
tetné A pfimkou wuz rovnob&inou s touto pifmkou, potom kol-
mice se dffve sestrojeného bodu y ku spojnici ¢z spusténd protind
normilu N kiivky K, v bodé ¢ sestrojenou, v hledaném stredu
ktivosti 0. —
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Pouzijice této konstrukece také ku stanovenf polomeéru kfi-
vosti kiivky elliptické v krajnich bodech dvou sdruZenych pri-
mérd nebo obou os tuto kfivku urcujfcich, prijdeme k zndmym
konstrukefm, shodujicim se zdroveh s onémi, v prvé é&asti tohoto
¢lanku odvozenymi. —

0 jisté vlastnosti trojuhelnika.

Dr. Antonin Pleskot,

professor v Plzni.

V tisle 2. VI. roéniku casopisu ,L’enseignement mathe-
matique* uvdd{ Japonec pan Kariya vétu tuto:

OpiSme ze stfedu O kruzZnice vepsané v trojihelntk ABC
libovolnou kruZnici, jeZz protne kolmice Pgse, Pac, Pap ze stfedu O
na strany BC, AC, AB spu$téné v bodech 4,, B,, C,; i pro-
tinajf se pak pHmky A4,, BB, CC, v bodé jediném, kteryito
bod nazval ,point de Kariya“.

Véta tato jest velice specidlnim pifpadem véty obecné
a bod Kariyiv jen zvlaStnim bodem jistého bodu obecného,
pattictho k trojihelniku danému.

To dovolime si ukézati v ndsledujfcim.

Necht jest ddn trojiuhelnik ABC (viz obr.) a libovolnd kuZelo-
setka K; stanovme poly stran trojihelnika ABC hledic ke
kuzelosetce a ty nechf jsou: pol A, patiicf ku strang BC,
pol B, patifef ku strané AC, pol C, patiici ku strand 4B.

Trojihelniky ABC a A,B,C, jsou pak poldrné reciproké,
o nich% jest zndmo, Ze jsou navzdjem perspektivické, t. j. spoj-
nice A44,, BB,, CC, protinaji se v bod& jediném S a priseéfky
stran stejnolehlych, t. j. prisetfky pifmek AB, 4 B,,— AC,
4,C,,— BC, B,C,, nachizeji se na té%e piimce, kterd jest
patrné poldrou bodu S, hledic ke kuiZelosece K.

K vili uplné jasnosti podejme dikaz této véty, ktery ve
formé analytické jest velmi jednoduchy.

Trojihelnfk dany volme za zdklad soustavy trojihelnikove,
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