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Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

0 inversi.
Napsal Bohuslav Hostinsky.

Cilem tohoto ¢ldnku jest elementdrni odvozenf hlavnich
vlastnosti inverse (kruhové), kterd ndlezi pro svoje &etné appli-
kace k velmi dilezitym geometrick§m transformacim; pfipojen
jest vyklad o souvislosti inverse s linedrni transformaci kom-
plexnich &sel. Ohled na znimé zobrazovdni komplexnich tisel
byl pfi¢inou, pro¢ i do ivah geometrickych zaveden t. zv. ne-
konetné vzddleny bod roviny; nebof obvykly zplsob jednati
s Cislem nekonetné velikym, ackoliv jest to vlastné velidina
proménnd, neomezené vzristajici, pokud moZzno formdlné stejné
jako s ¢fisly koneénymi, md za disledek, Ze se rovina povaZuje
za nositele jen jediného nekonetné vzddlenébo bodu *), kterfym
jest ono ¢islo zobrazeno.

Definice a hlavni vlastnosti inverse.

V roviné jest dén pevny bod S. K libovolnému bodu M
roviny stanovime pfislusny (odvozeny, transformovany) bod M’
nésledujicim zplsobem : M’ nechf leZi na polopaprsku SM tak,
aby se soulin vzddlenosti SM a SM’ rovnal dané veliting p2
Rovnici

SM . SM' = p* 1)

jest tedy urlena jistd transformace vsech bodid roviny (prozatim

*) Se stanoviska ryze geometrického se zavddi v roviné nekoneéné
mnoho takovjch boddi, které napliuji t. zv. pfimku nekoneéné vzddlenou.
Pak jest ndzor na inversi ponékud jiny. Viz ¢ldnek 4. Strnada: O inversi
kruhové (Archiv math. a fys. T. II. str. 124 —145).
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s vyjimkou bodu S, o femZ pozdéji), kterd se nazyvd inversi;
jiny ndzev jest transformace prevratnymi privodiéi. Bod 8
sluje stredem inverse a p® mocnosti inverse. Jest samozfejmo,
7ze si mohou ,origindl® M a jeho _obraz* M’ vyméniti své
dlohy : z bodu M’ vznikne inversi opét pivodni bod M. Vy-
plyvd to ostatné ze symmetrie rovnice (1) k pismendm M a M’.
Inversi obdrzime k libovolné skupiné bodd

M, N, P...
skupinu bodd odvozenych, které znatime ¢drkovanymi pismenami
M,N,P...

Celd rovina se tak rozpadd na péry sdruZemych n. invers-

nich bodi

MM, NN, PP’ :..;

v kaZzdém pdru se prechdzi inversi od jednoho bodu k druhému.
Tuto vlastnost — Ze totiz obraz bodu odvozeného splyvé s bodem
pivodnim — maji i jiné transformace, pfi kterych se déje
ptechod od piivodnich bodi k odvozenym zcela jinym zplisobem
nez pii inversi. Takové transformace nazyvdme involucnims ;
inverse jest tedy transformace involuéni.

Jednd se nyni o to, vySetfiti, jak se déje v jednotlivych
tdstech roviny prechod od bodu daného k odvozenému. Zodpo-
vime nejdiive otdzku: kde jsou poloZeny t. zv. body samodrudné,
které se inversi vibec neméni? Pdr piislusnych bodd M, M’
jest dle definice na jedné piimce s bodem S a jest tedy nutno
a stati k splynuti jich, aby SM — SM'. Tato podminka spojena
s rovnici (1) ddvd

SM?—=SM"* = p2,
a tedy

SM=8M =p*),
t. j. slovy: kazdy bod kruZnice % opsané polomérem p kolem
stfedu inverse zlstdvd na svém misté.

Kruznice % jest tedy ¢nvariantnim (= nepodléhajicim

zménd) utvarem vili inversi a nazyvd se zdkladni kruznici in-
verse ; jest to geometrické misto vSech bodli samodruZnych.

*) Volba znameni pfi odmocnovéni jest zde tplné vedlejsi véci, neb
se jednd jen o &iselnou hodnotu vzddlenosti SAM.
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Body zdkladni kruznice odpovidaji pfipadu, kdy oba ¢ini-
telé na levé strané rovnice (1) se stdvaji sobé rovnymi. Je-li
bod 3 uvniti kruhu %, jest SM<<p a tedy musi byti SM’ > p,
aby byla rovnost (1) zachovéna, t. j. bod M jest vné kruhu %;
naopak pii SM = p (M vné k) jest SM' << p (M’ uvniti %).
Kruznici & délf se celd rovina na dva obory, které se zaméiiuji,
provedeme-li inversi s hlavni kruZnici #. Na konci tohoto od-
stavce najde &tendf vysvétleni ndzvu ,zrcadleni na kruhu %¢,
uzivaného nékdy pro inversi.

B

Obr. 1.

Sestrojeni bodu M’ inversniho k danému bodu M provédi
se takto: Je-li bod M uvnitt %, vede se v koncovém bodu té-
tivy BMA kolmé na SM tetna ke kruhu %; ta protind pro-
dlouzenou tusetku SM v bodé M’ (obr. 1.). Je-li bod M vné %,
vedeme jim tetny ke % ; spojnice dotykovych bodd protind SM
v bod& M *),

Souvislost soutasnych pohybi dvou bodd M a M’ inversi
sdruZenych moZno realisovati mechanicky (Peaucelieriv ,zinver-
seur'‘). Ctyfi tuhé tyte o stejné délce ! jsou spojeny klouby na
svych koncich tak, Ze tvoii v kazdé poloze kosottverec ABA'C
(obr. 2.). Z jeho vrcholi B a C vychdzeji mimo to dvé tyce
o stejné délce L, otdtivé kolem pevného bodu S, Cely piistroj

*) Jind jednoduchd konstrukce jest uddna v pozndmce na str. 151.
10*
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se mize tedy otdfeti kolem bodu S, pii demz lze v jistych
mezich bod 4 od S vzdalovati nebo k S pfiblizovati, Vedeme-li 4
podél né&jaké kiivky, opisuje A4’ kfivku, kterou obdrzime z prvé
inversi o stiedu S a mocnosti L? — 7%. K dikazu mysleme si
rameno SB prodlouzeno; kruznice opsand kolem B polomérem /
prochdzi body 4, A’ a protind SB v D a E. Dle zndmé pla-
nimetrické véty jest

84 .84 =8D .SE=(L—)(L+1)=L*—1

Stane-li se SM mensi nez jisté tislo ¢, musi byti SM’
vétd nez p—n Avgak toto Ctislo se stdvd libovolné velkym, je-li

o

« dosti blizko nulle; pohybuje-li se 3/ tak, ze pfichdzi k § li-

bovolné blizko, vzdaluje se M’ do nekonetna. Flati patrné
i opak : vzdaluje-li se M od S jakymkoliv zpisobem do neko-
netna, piichdzi M’ k S libovolné Dblizko, To se zkrdtka vyja-
dfuje réenim: bodu S pifslusi nekoneéné veddleny bod roviny;
znatime jej pismenou S’. NemiiZeme se pfedem domnivati, Ze
se s timto nové zavedenym bodem S’ dé jednati ve viech pii-
padech tak, jako s néjakym bodem v koneénu poloZenym. Na
pf. nemélo by smyslu mluviti o pfimce urtené bodem S’ a né-
“jakym bodem M v konefnu polozenjm, nebot ta pimka by
mohla z bodu M jiti do nekonetna kterjmkoliv smérem. Pod-
statné jest, Ze jsme vytkli ptidruZenost, kterd vznikd inversf
mezi ¢4stmi roviny nadmiru vzddlenymi od stfedu S a &dstmi
nadmiru blizkymi, af jiz v jakémkoli sméru. Pojimajice v privé
vyloZzeném smyslu S a S za pdr sdruzenych bodd, miizeme
o inversi vysloviti tuto vétu:
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1. Inverse jest tranmsformace pro kaZdy bod roviny bezvy-
mineéné jednoznaind *) a involuéni.

V dalsim naskytne se &asto IpfileZitost ke zminkdém o ne-
konetné vzddleném bodu S’, z kterych se teprve jeho zavedeni
lépe odtvodni; nejdilezitéjsi jest prozatim, Ze mluvime o S —
bez ohledu na zvli§tni polohu bodu S — jakozto jediném, ne-
kone¢né vzddleném bodu roviny.

Z toho, co bylo dosud Feeno o inversi, jest bezprostiedné
patrno, Ze ji mizeme, definovanou plvodné jako transformaci
bodil, povaZovati téZ za transformaci k¥ivych car a ¢dsti roviny
jimi omezenych; dva inversi sdruZené utvary jsou v involu¢nim
poméru jako pdr sdruzenych bodd. Z jednoznatnosti zobrazeni
plyne, Ze v konefnu poloZend uzaviend ¢dra ¢ neprochdzejici
stiedem S md za obraz &iru ¢’ téZe vlastnosti.

V nékterych jednoduchych ptipadech ihned pozndme, jak
se dand kiivka inversi méni. Kruhy se stfedem v S ptejdou
v kruhy soustfedné. Pfimky bodem S vedené se transformuji
kazdd sama v sebe, ale ne vSecky body jejich stejnym zpiiso-
bem: oba priseky takové piimky se zdkladni kruZnici % odpo-
vidaji kaZzdy sdm sobé, kdeZto ostatni body si vymériuji mista.

Dalii utvary, které se samy v sebe transformuji, obdrzime
ndsledujicf dvahou: jsou-li M, N prisetiky né&jakého kruhu I/
(obr. 3.) s privoditem vedenym z bodu S. plati zndimd rovnice

SM . SN =c.

Volme kruh ! tak, aby jeho mocnost ¢ v bodé S rovnala
se mocnosti p* inverse a aby body M, N byly vidy po téze
strané bodu S; pak jest p délkou telny vedené ze stfedu S
inverse ke kruhu /. Srovndni poslednf rovnice 8 rovmici (1)
ukazuje, Ze pro libovolny smér privodite SMN musi byti
M = N. Slovy: obraz jednoho z obou prisetikd priivodite a
kruhu 7 splyvd s drubym jich prise¢ikem. Oba priseéiky jsou
tedy body sdruZené, profez prechdzi takovy kruh inversi sim
v sebe; oviem existuji jen dva jeho body (prisetiky se zdkladni
kruZnici %), které se inversi vibec neméni. PonévadZ tetna ve-
dend z bodu S ku [ splyvd s polomérem p zdkladniho kruhu %,

*) T. j. piifaduje kazdému bodu roviny jen jediny bod sdruzeny.
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sviraji tetny v priiseénych bodech obou kruznic % a I pravé
uhly. Patrné prechdzi pii inversi o zdkladni kruZnici % kazdd
kruZnice 7 ku % orthogondlni (protinajici # v pravém thlu) sama
v sebe; nebof ! neni ni¢im jinym charakterisovdna nez prede-
psanou délkou p teény vedené z bodu S, t. j. pravoihelnym
prisekem s k. Zminéné jiz p¥imky bodem S vedené, které pro-
tinaji % orthogondlné a transformuji se samy v sebe podobné
jako kruZnice ke % orthogondlni, miZeme poklidati za mezni
piipad téchto. Sestrojime-li totiz kruZznici m, kterd protind %

Obr. 8.

orthogondlné v bodech 4 a B tak, aby tihel ASB byl blizky
180Y, bude jeji polomér veliky (obr. 3.); Fefeny mezni p¥ipad
nastdvd, kdyz za 4 a B volime koncové body nékterého pri-
méru kruZnice k.

Piimku viibec povazujeme za kruznici s nekoneéné velikym
polomérem ; ponévadZ jest neomezend, prohlasujeme ji zkritka
za kruZnici vedenou nekoneéné vzddlenym bodem S’ roviny.

Konstatovali jsme, Ze bod S’ neurtuje pfimku s néjakym
bodem v konetnu poloZenym. Zistdvd vSak i po zavedeni bodu
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S’ v neomezené platnosti véta, Ze tfemi riznymi body jest
uriena jedind kruznice. Je-li jednim z téch bodd S’, obdrzime,
ménice ostatni dva body, viecky p¥imky roviny. Proto lze pojimati
viecky piimky roviny jako kruZnice vedené bodem S’

Neni to pouhd ndhoda, Ze prdvé uvahy o inversi vedou
k takovému pojimdni kruhG v obyCejném smyslu toho slova
a piimek jakoZto utvard jednoho druhu, které jsou obsaZeny
v §ir§im pojmu kruhu; nebot mezi v§emi kruhy (v tomto $ir§im
smyslu) roviny stanovi se inversi souvislost téhoz rdzu jako
mezi jejimi body.

Obr. 4.

Abychom to dokdzali, rozhodneme nejprve, jakd kfivka
odpovidd pii inversi kruhu libovolné danému; jeho stfed ozna-
&ime C, sdruZeny bod C’ a pfedpoklidime prozatim, Ze stied
S inverse lezi vné toho kruhu (obr. 4.). Na obvodu volime jisty
bod M; k nému jest sdruzeny bod M’. Plati tedy rovnice

SC.SC =8M .8M = p?,
neboli
SC:8M = SM' : SC".
Proto jest
A SCHM oo A SM'C,
z tehoz plyne, Ze
SC:CM =8M : M'C". (2)
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Pohybuje-li se bod M po dané kruznici, jest levd strana
rovnice (2) stdlou veli¢inou; musi se tudiz bod M’ tak pohy-
bovati, aby i pravd strana té rovnice

SM’: C' M = stdlé veliting.

S a ¢’ jsou pevné body; geometrické misto bodd M/
hovicich napsané podmince jest kruznice *). Obrazem dané kruz-

[

Obr. 5.

nice jest tedy zase kruZnice. Stiedem transformované kruZnice
jest bod oznaleny pismenem D a nikoliv C’ (inversni k stiedu
dané kruZnice). Spole¢né vné&j§i teény obou kruznic se protinaji
v S; body dotykové T, T’ hovi rovnici

ST .ST = p-

Je-li déna pivodni kruznice ¢ tak, Ze S jest uvnitt (obr. 5.),
odvodi se inversni kfivka stejnym zptisobem. Vznikne opét
kruznice ¢’; na misto spoletné teény obou kruZnic ¢, ¢’ nastu-

*) To 1ze jednoduSe dokdzati uzitim analytické geometrie.
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puje pfimka kolmd v S na jejich centrilu a prisetné body té
pfimky s obéma kruznicemi spliiuji rovnici

ST . ST = p*.

Stfed inverse jest v prvém piipadé (obr. 4.) vnéjsim,
v druhém p¥ipadé (obr. 5.) vnitfnim stfedem podobnosti kruZnice
ptivodni a odvozené.

Prochdzi-li konetné dand kruznice sttedem S inverse, jest
pro kazdy jeji bod M otividné SC = CM. Z toho plyne dle
rovnice (2), Ze musi byti SM’ = C’M’ pro kazdy bod obrazu,
kterym jest tedy symmetrila dsetky SC" rovnobéznd s tetnou
dané kruzmice v bodé S. K tomu vede téZ ndsledujici wvaha,

Nekoneéné vzddleny bod S’ jest sdruzen se stiedem S
inverse. Obraz dané kruZnice I, kterd prochdzi bodem &, musi
obsahovati S’ jakoito obraz toho bodu, jest to tedy p¥imka !’
(= kruznice vedend bodem S"). Obsahuje-li dand kruznice mimo
bod S téz bod S’, t. j. je-li dédna piimka ¢ vedend bodem S,
pfejde inversi sama v sebe (= v kruZnici vedenou body & a S),
jak bylo uz dfive nalezeno. Rovnobé&znost teny ¢ v bodé S dané
kruZnice { s pfimkou ! odvodi se takto: jediny spole¢ny bod
utvari 7 a ¢ jest jejich bod dotyku S, tedy jediny spole¢ny bod
transformovanych ttvard /” a ¢ musi byti S’ Vime viak, Ze I’
jest pfimka a rovnéz tak ¢’ = ¢; nemaji-li se tyto pfimky jinde
protinati nez v §’, musi byti rovnobézné. Ptihlédneme-li blize
k jejich vztahu, shledime, Ze jest nutno pojimati S jako doty-
kovy bod kruznic (p¥imek) " a ¢; prdvé tak byl pfed provedenim
inverse S dotykovym bodem pivodnich kruznic I a ¢.

Ze skutetné dislednost zddd, aby kterékoliv dvé rovnob&zmé
piimky byly uzndny za kruhy dotykajici se v nekonetné vzddleném
bodu §’, vychdzi na jevo z obrazce vytvofeného dvéma kruhy
dotykajicimi se v néjakém bodé C. Centrdla necht protind oba
kruhy mimo C v daliich bodech A a B. Jsou-li body 4 a'B pevné
a pohybuje-li se bod C na pfimce AB zistdvaje stile dotykovim
bodem dvou kruznic vedenych body 4, resp. B, stivaji se polo-
méry obou téch kruznic libovolné velikymi, jen kdyZ jest C' dosti
daleko. Oblouky obou kruhii poloZené v blizkosti bodi 4 a B,
piiblizuji se pak libovolné blizko kolmicim vztylenym v téch
bodech na centrdlu, To lze tpiné vystihnouti réenim, Ze doty-
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kovy bod obou kruhii jest v nekonelnu, ptejdou-li naznatenym
zpisobem ve dvé rovnobézné piimky. Bez dal$itho vykladu jest
jasno, Ze lze vidycky ten piechod zaiiditi tak, aby bylo mozno
Fici o kterémkoli pdru rovnobézek, Ze jsou to kruZnice dotyka-
jici se v nekonetné vzdidleném bodu S’ roviny.

Zopakujme struné, jaké pdry sdruzenych geometrickych
utvart vznikaji inversi:

a) bod a bod,

b) kruznice neprochézejici stfedem inverse a kruZnice téze
vlastnosti,

¢) kruznice prochdzejici stfedem inverse S a piimka rov-
nobéznd s teCnou té kruZnice v bodé S.

Samy v sebe prechdzeji tyto atvary *):

«) viecky jednotlivé body zdkladni kruZnice,

f) v8ecky kruznice orthogondlni k hlavni kruZnici,

7) vSecky pfimky vedené stiedem inverse.

Zavedeni nekonelné vzddleného bodu S’, umoziiuje, jak bylo
vylozeno, zahrnouti skupiny &) a ¢) spoletnym ndzvem dvojic
kruhit a rovnéz tak skupiny f) a ) ndzvem kruh@ orthogondl-
nich k hlavnimu; z toho véeho vyplyvd dilezitd véta :

II. Inverse jest jednoznaind involuéni transformace vsech
krudnic roviny; mezi wimi jest inmvarianini predné kruinice
hlavni jakodto geom. misto viech samodruinych bodu a ddle
viecky k ni orthogondlni.

Dal§i vyznamnd vlastnost inverse jest, ze tdhel, v kterém
se protinaji dvé libovolné kiivky v jistém bodé, rovnd se tdhlu,
ktery uzaviraji transformované k¥ivky v bodé sdruzeném. To
miZeme predné konstatovati na dvou piimkich a a b, které se
protinaji v bodé M. Inversi tu dostaneme dva kruhy o’ a ¥/,
které se protinaji v S a M’; S a M jsou totiz obrazy bodd
S’ a M, v kterfch se protinaji dané pfimky (= kruZnice ve-
dené bodem S").

Ze symmetrie obou kruznic a’, & k jich centrdle plyne,
ze prisetné whly v S a M jsou si rovny. Tetny k o’ a &’
v § vedené jsou v8ak rovnob&iné s a¢ a b; jsou si tedy rovny

*) Zde jsou vytéeny pouze viecky kruznice invariantni. Existuji téz
zcela jiné kiivky t. zv. anallagmatické, jez se inversi neménf.
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uhly priseéné v S a M. Tim jest rovnost priseénych whld v M
a M’ dokdzdna. Protinaji-li se obecné v bod¢ M dvé kiivky
pod jistym thlem &, zobrazi se jejich (velmi malé) oblouky, jez
splyvaji v M se svimi tefnami m a n, dvéma oblouky, jez
v pislusném bods M’ splyvaji s kruznicemi m’ a n’. Uhel priseény
transformovanych ktivek v M’ jest dle pfedesiého tedy opét e.

Ramena piislunych @hla v M a M’ nejsou rovnobé&ina,
nybrz symmetricky poloZena vzhledem ke kolmici vedené k tusedce
MM’ v jejim rozpolovacim bodé. )

Kazdd transformace, kterd zachovdvd velikost prisetnych
uhld, nazyvd se isogondlnim (stejnothlym) &. konformnim zobra-
zenim. Tedy :

II1. Inverse jest isogondlni zobrazeni roviny.

Zména smyslu dhla vysvitd z obr. 6. Pohybuje-li se totiz
bod M po kiivee @ az do bodu A a vzdaluje-li se pak od 4

Obr. 6.

po kfivee b, jak jest &ipy naznafeno, musi se sdruZeny bod
k sdruzenému bodu 4’ piiblizovati a pak se vzdalovati (po ¢
a d) ve sméru oznateném §ipy. Nebof kdyby se bod M’ pohy-
boval ve sméru opainém, byly by soutiny SM . SM' na a a d
vesmés vétsi neZ na b a ¢, coz jest vylouleno.

Mysleme si oblouky @ a b spojeny pobliz bodu 4 néjakou
piitnou ¢arou. Tak povstane kiivolary trojihelnik, jehoz jeden
vrchol jest v A; pohybuje-li se bod M po jeho obvodé na pt.
tak, ze vnitiek zlistdvd po levé strand, pohybuje se M’ po ob-
vodé transformovaného trojihelnika ve smyslu opaéném. To
plati patrné jen tehdy. neni-li stfed inverse S uvniti onoho
trojahelnika; je-li S uvnitf, jsou piislusné obéhy souhlasné.
Vyslovené pravidlo vztahuje se viibec k piisluinym smyslim ob&ht
na kterémkoliv pdru dvou uzavienych kfivek inversné sdruZenych.
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Transformace néjakd sluje dofykovow, pfevddi-li kterékoliv
dvé kiivky, jez se v néjakém bodé dotykaji, ve dvé kiivky do-
tykajici se v bodé pfisluSném. Dotykaji-li se dvé kiivky v né-
jakém bodé, znamend to, Ze thel sevieny jejich tetnami se
rovnd nulle. Z véty IIL plyne dilezitd poucka:

Inverse jest transformace dotykovd.

Inverse jest uplné urcena, je-li ddna zdkladni kruZnice co
do velikosti i polohy. Tu se piirozené naskytuje otdzka: Mize
ptejiti hlavni kruznice & v piimku, t. j. obdrzime vibec né-
jakou inversi, prochdzi-li hlavni kruZnice bodem S'? Ze zpi-
sobu, jakym byla inverse definovina, neni patrno, jakd4 geome-
trickd transformace jest minéna inversi se ,zdkladni p¥imkou“.
Ale jest mozno to odvoditi za pfedpokladu, Ze i pii tomto novém
druhu inverse zistdvaji v platnosti hlavni véty I. a II. Druhd
tdst véty ILI. pravi, Ze zistdvaji pouze nepohnuty vSecky body
piimky, jeZz nyni nastupuje na misto zdkladni kruznice. Sama
v sebe prechdzi pak kazd4 kruZnice orthogondlni ku %; to se
zde otividné tykd vSech piimek kolmych ku % a viech kruZznic
s konetnym polomérem, jeZ maji stfed na 4. Nyni miZeme jiz
rozhodnouti, jak se zobrazi p¥i takové inversi dva body A4, B
symmetricky polozené ku %. Piimka ! je spojujici piejde inversi
sama v sebe a rovnéZ tak kruZnice m, jeZ md AB za primér.
A a B jsou jediné priseky obou lar I a m, a zdrovei jedinymi
priseky jich obrazi (ponévadz se tyto od ! a m nelisi); neni
moZno, aby A a B byly body samodruzné (véta II.), jeZto lezi
mimo %, tedy musi byti 4 a B pdrem sdruzenych bodd. Pro
tiplnost jest na misté podotknouti, Ze uvedeny usudek spotivd
podstatné na platnosti véty I.; nebof jinak by nebylo moZno
tvrditi, Ze oba priisetné body transformovanych kiivek odpovi-
daji prisetnym bodim k¥ivek pivodnich.

Z inverse obdrzime tedy v naSem piipadé ,zrcadleni na
piimce %“; kazdy obrazec se transformuje v obrazec symme-
tricky vzhledem ku %; véta III. jest proto také splnéna. Zd-
roven jest z tohoto specidlniho pfipadu inverse patrno, jak asi
vznikl ndzev ,zrcadleni na kruZnici® pro obytejnou inversi kru-
hovou.
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Nékteré tlohy vztahujici se k inversi.

Polozme si tuto dlohu: Ustanoviti v8ecky moZné inverse,
které prevddeji dvé dané kruznice k,, k, o stfedech C,, C, a
o polomérech r,, », na nové dvé kruznice %',, &', tak, Ze po-
loméry téchto dvou kruZnic se sobé rovnaji.

Soutin z mocnosti kruhu piivodniho a transformovaného
jest ve sttedu S hledané inverse roven p% je-li p% mocnosti té
inverse. Nazveme-li mocnosti danych kruhi ¢}, £}, mocnosti
transformovanych kruh@ ¢?, ¢2 a spoletny jejich polomér s,
obdrzime piedné rovnice

2.2 =pt .¢I=pt

Ponévadz jest S stfedem podobnosti pro kruZnici pévodni
a transformovanou, plati mimo to rovnice

riirt =8 Y vyt =tk ).

Srovndme-li vysledky plynouci pro »* z poslednich dvou
rovnic a dosadime-li ve vysledku za #? a ' z prvnich dvou
rovnic, vyjde

Bt =nr . 3)
Mocnosti povazujeme stéle za kladnd ¢isla; nyni budeme roze-
zngvati dva piipady:

a) Bod S lezi bud vné obou kruznic %,, %, aneb uvnitf
obou; pak jsou obé &¢isla #2, ¢3 bud ttverce teten anebo polo-
vitnich tétiv kolmych na O, S, resp. C,8. Volme vnéjsi stted
podobnosti O obou kruznic za potitek pravouhlych soufadnic
a jich centrdlu (,C, za osu tsefek; kladnd ¢isla a,, a,, udd-
vajici vzddlenost obou stiedd od O, hovi rovnici

Ay @y =7, ¥y 4
Rovnice (3) nabyvd potom tvaru (z, y jsou soufadnice bodu S)
o[ — a))* + y* — r] = ay[(@ — ay)* + y* —r3).

To jest, jak zndmo, rovnice kruznice, kterd md s obéma
danymi spoletnou chorddlu; po krdtké tdpravé vyjde

x® + y* = a,a, — 17,

Stied té kruZnice jest tedy v O. Polomér jeji jest redlny jen
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> ry,

-~

tehdy — jak plyne z rovnice (4) — kdyz a, > r,, a,
t. j. jen kdyz k, a k, piipoustéji vné&jsi spoletné tetny.

b) Bod S lezi uvnitf jedné z danych kruZnic a vné druhé ;
pak jest z &isel ¢, ¢2 jedno Ctvercem polovitni tétivy zndmé
vlastnosti a druhé &tvercem tecny. Kladnd Cisla A,, b, uddvajici
vzddlenost sttedd C,C, od vnitrniho stiedu podobnosti O’ obou
kruznic vyhovuji patrné opét rovnici

by by == 7, 7,
Volime-li nyni O’ za potdtek soutadnic a C,C, za osu
tisetek, prechdzi rovnice (3) v

[(@ + 8% 4+ y* — {10, = [r; — (= — 82)* — ¥*1by
nebo
2%+ y? = ryry — b, b,

Mdme tu zase kruZnici, kterd md s obéma danymi spo-
letnou chorddlu, opsanou kolem jejich vnitiniho stiedu podob-
nosti. Polomér jeji jest redlny jen pii », > b, ry > by, t. j.
neni-li mozno vésti vnitini spoletné teény ku %, a k,.

RozieSeni tlohy jest tedy ndsledujici:

Geometrickym mistem pro sttedy hledanych inversi —
mocnosti jejich lze voliti libovolné — jsou dvé kruZnice opsané
kolem obou stiedit podobnosti danych kruznic, s nimiZz maji
spoletnou chorddlu. Tento vysledek umoziiuje feSeni dCetnych
ukoldi, vzpomeneme-li, Ze inverse jest transformace dotykovd.
Sem patiti téz zndmé problémy Apolloniovy.

Kdyby se na pf. jednalo o sestrojeni kruZnice £;, kterd
prochdzi danym bodem M a dotykd se danych kruznic %, #,,
provedme né&jakou takovou inversi, jeZ prevddi k,, k, ve dvé
shodné kruznice %’,, &', a bod M v M’. Tim jest tloha velmi
zjednoduSena: stati sestrojiti kruznici %’;, kterd se dotykd obou
shodnych kruznic %', a %', probihajic bodem M’ a provésti opét
zminénou inversi. KruZnice k'; ptejde v jinou k;, kterd jiz dkol
fesi, ponsvadz se dotykd kruznic %, a k, prdvé tak jako %’y
kruznic %, a %, a prochdzi patrné bodem .

Jiny pifklad: Ddna jest kruZnice %, o priméru a (obr. 7.),
jez se dotykd jednak pfimky d v bodé O, jednak kruZnice %,
opsané kolem O polomérem a v hodé S; m4 se sestrojiti kruz-
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nice k,, kterd se dotykd vSech tii ¢ar k,, %k, a d. Provedeme-li
inversi, jejiz zdkladni kruZnice & md stfed v S a polomér a,
ptejde %, v piimku, kterd jest rovmobéznd s tetnou vedenou
ku %, v bodé S; ta pfimka musi obsahovati O jakozto bod samo-
druzny, jest to tudiZ d; d naopak pfechdzi inversi v k,. Krui-
nice %, ptejde v p¥imku %’,, jejiz dva body jest snadno nalézti:
jsou to samodruzné body M a N (priseky kruZnic % a %,). P¥imka
k', prochdzi stiedem A kruZnice k, (/\ OMS jest rovnostranny);
kruZnice opsand kolem A polomérem £q protind symmetrdilu

Obr. 7.

asetky 0A ve stiedu B jisté kruZnice £, kterd se dotykd car
k,=d a d=1F, v bodech C a D a mimo to i ¢iry %’,.

Tato kruznice %’; o poloméru -Z— fe$i danou ulohu. Jest
totiz ptedev&im jisto, Ze kruznice %;, kterd vznikne z %', inversf,
ulohu fesi; nebof se dotykd tar d, k,, k,, ponévadz se &', do-
tykd Car ky, d, &'y, Av8ak body Ca D lezi s S na jedné ptimce
(C jest pro %, a %’y vnitinim stfedem podobnosti; AS || DB),
jsou tedy sdruzené, ponévadz nédlezi Gtvarim %,, resp. %’,. Rovnice

SC . 8D = a®

ukazuje, ze k', jest orthogondlni ku %, tedy %, = #',.

O transformaci dvou kruznic na dvé kruZnice soustfedné
najde étendf zminku v ndsledujicim odstavci.

Pozndmka. Sestrojeni bodu M’ sdruzeného s danym bodem
M mozno provésti také nédsledujicim zpisobem: Na paprsku a
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spojujicim stfed inverse S s danym bodem M vytknéme bod P
tak, aby SP®= p?. Kolmice v bodech 3 a P na a vztyiené
protinaji libovolnou p¥imku b bodem S vedenou v bodech 4 a B.
Hledany bod M’ jest ddn prisekem piimky @ s rovnobéZkou
BM’ vedenou ku AP bodem B. Nebof jest zde
SM:SP—=MA: PB=PA: MB=S8SP:SM
a tedy
SM . SM' =SSP = p*.

Kolmice vztytend k o v M protind b v bodé C, jenZ jest
stfedem kruznice vzniklé inversi z kruznice o stfedu A a polo-
méru AM . a jest spoletnd tetna obou kruZnic.

Analytické vyjadreni inverse.

Jednd se o vypolet vztahd mezi pravouhlymi soufadnicemi
dvou sdruzenych bodéi. Volme za tim téelem poldtek soutadnic
ve stfedu S inverse, Z definice inverse plynou ihned ndsledujici
dvé rovmice, jsou-li M (z, y) a M2/, y') dva sdruZené body
a p? mocnost inverse:

Vo2 + y* . Va'* + g% = p*

z:¥=y:y.

RozieSeni téch rovnic jest

,__ Pz ,_ P
r = 2+ y¥ Yy = m’
nebo (5)
. pﬂx’ p‘ly'

STy YTedye

Pfi feSeni vyskytuji se odmocniny; bylo by moZno vSe-
obecné voliti dvoji znameni, vysledek by mél pak znameni opaéné.
Ze nase tloha vyzaduje prévé feSeni (), plyne z toho, Ze péry
hodnot z, 2" a y, ¥’ musi miti vZdy totéZ znameni (dva sdruzené
body jsou vidy v témze quadrantu).

Je-li ddéna v roviné néjakd kiivka rovnici mezi promén-
nymi soufadnicemi x a y, obdrZime rovnici kfivky transformo-
vané, kdyZz do dané rovnice dosadime za z a y dle vzorci (5).
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Abychom vysetfili, jak se zobrazi libovolné dand kruZmice,
zvolme spojnici bodu S s jejim stfedem za osu tselek; pak jest
rovnice té kruznice

(x—a)?+ y2=r2

Inversi prejde tato kruznice v kiivku
'\ pyt
(a:’wr v “) T TR
pQ 2 _ pQ 2
(x’_ a. ae___rg) +3/,Q—<7' et )
t. j. inversi vznikne opét kruznice. Nazveme-li usetku jejiho
stfedu pismenou o/, jeji polomér #', jest

nebo

Pt
S jest tudiz stitedem podobnosti kruznice dané a odvozené; z rov-
nice odvozené kruznice vyplyvd, ze ¢&isla o, o’ maji spolecné
znameni pii a®> »? a znameni riznd pfi a2 <<r?% t. j. S jest
vnéjsim stfedem podobmnosti, lezi-li vné dané kruZnice a vnitinim,
lezi-li uvnitt,

Podobnym zptisobem lze snadno dokdzati, Ze pii inversi
si vyméniuji misto kruznice prochdzejici stfedem S a piimka
v zndmé poloze k ni atd.

Seznali jsme, Ze kruZmice %, (, o, r)*) pFechdzi inverst,
kterd md stfed v poédtku soufadnic a moenost p2, v kruZnici

2 2
© 1_9__ 7.'_” 0, T a/azi

K, @ o | Naskytuje se otdzka, nejsou-li jesté

jiné kruznice, které se transformuji inversi na kruznice se stfedem
ne

v bodé (a—_ﬁ_ﬁ_?, o} Takovd kruimice %, (¢, o, ¢) — jest samo-

zfejmo, Ze musi miti stfed na ose usetek — prejde inversi

o (_p? op? g s
v K, (a,,__ o 0 T 92). Podminka, aby kruZznice %', a ¥,

*) Tak se znaéi zkritka kruznice o poloméru r, jejiz stfed m4 sou-
fadnice a, o.
11
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byly soustiedné, jest tedy

a o« .

P el p— (©)
Z této rovnice, nezdvislé na p, vyplyvd, Ze k danému kruhu £,
l1ze vizdycky nalézti nekoneind mnoho kruhé %, zddané vlastnosti.
Zajimavejsi jest tiloha obrdcend : Nalézti inversi, kterd dané
dva kruhy pievddi ve dva kruhy koncentrické. Volme centrdlu
obou kruhii za osu useek; hledany stfed inverse méj soufad-
nice (z, o). V rovnici (6) jsou a, o vzddlenosti stfeddt danych

kruhii od sttedu inverse (i co do znameni), tedy

a=b—uz a=p— 2,

jsou-li 4, g x-ové soufadnice stieddt obou danych kruhié. Dosa-
dime-li za o a ¢ do rovnice (6), vyjde pro x rovnice druhého
stupné.

Z toho plyne, Ze vSeobecné existuji na centrdle dvou da-
nych kruZnic dva body té vlastnosti, Ze kazd4 inverse, jez md
v nékterém z nich stfed, ptevddi obé dané kruZnice na dvé
kruznice koncentrické; mize se viak stiti, Ze oba ty body
splynou v jeden aneb Ze jsou imagindrni.

Inverse v prostoru a stereografickd projekce.

Privé tak jako v roviné definuje se inverse v prostoru.
Zvolime libovolny pevny bod S za stied inverse a p®za mocnost
inverse; bodem sdruzenym s M nazyvdme takovy bod 3/, ktery
lezi na piimce SM s bodem M po téze strané bodu S tak, Ze
plati

SM.SM = p*.

Prostorovd inverse jest tedy jednoznaind a involu¢ni trans-
formace jako inverse rovinnd. Koule opsand polomérem p kolem
sttedu inverse nazyvd se obdobné zdkladni kouli; jest geo-
metrickfm mistem vSech bodi samodruznych. Bodéiim v nej-
blizgim okoli stfedu S odpovidaji body nadmiru vzddlené; to
vyyjadiujeme zkritka réenim, %e bod S jest sdruZen s nekoneiné
vzddlenym bodem S’ prostoru. Zavedeni bodu S’ souvisi wzce
8 pojimédnim roviny jako koule tim bodem vedené (s polomérem



155

nekonecné velikym). Jest zde tplnd analogie s vétami o inversi
rovinné; na misto kruznic nastupuji koule v &ir§im smyslu
téch slov.

Z dikazu tohoto tvrzeni odvodime nejprve, jak se zobrazi
inversi libovolnd koule o konelném poloméru, jejiz stied je
v daném bodu C a kterd neprochdzi bodem S. Za tim utelem
povazujme v obrazei 4. nebo 5. kruZnici ¢ za prisek dané koule
s rovinou otdtivou kolem piimky S(. Vsecky body M’ sdru-
zené s body M kruZnice ¢ naplni p¥islu$nou kruZnici ¢". Otdei-li
se vée kolem piimky SC, vytvofi kruZnice ¢ danou kouli;
z ni tedy vznikd inversi patrné koule vytvofend otd¢enim kruz-
nice ¢’. Dvé koule protinajici se tak, Ze jejich tené roviny
v bodech présetné kruznice sviraji pravé dwhly, nazyvaji se
orthogondlnimi. Jest zcela snadno dokdzati, ze inversi pfechdzi
v sebe kazdd koule orthogondlni ke kouli zdkladni. SdruZenymi
utvary jsou dédle rovina a koule vedend bodem S, v némZ mid
tetnou rovinu rovnob&znou s rovinou pivodni atd. Vibec plati,
ze inverse prevdadi koule v koule.

Libovolnou kruznici miZeme povaZovati vidycky za prisek
dvou kouli. Inversi obdrzime dvé nové koule; jejich prisetnd
¢dra jest obrazem dané kruznice. Tedy: libovolnd kruénice
v prostoru méni se inversi opét v krudnici.

Abychom dokdzali vétu, Ze se inversi neméni priselné
thly libovolnych prostorovych Car, poznamenejme nejprve, ze
oba prisetné thly dvou kruznic protinajicich se ve dvou bodech
jsou stejné veliké. Nyni jest snadny dikaz véty: dvé piimky
m, n svirajici v bodé A thel o zobraz{i se dvéma kruznicemi,
které sviraji v piisluiném bodé A’ tyz dhel «. Zde se jednd
toliko o provedeni dvou rovinnych inversi v rovindch Sm a Swn.
Obdrzime dvé kruZnice, které se v S protinaji a maji zde teény
rovnobézné s pfimkami s, resp. »; praseény thel téch kruznic
jest tedy . Bod S jest obrazem nekonetné vzddleného bodu S’
a nikoliv bodu 4. Obraz A’ tohoto bodu lezici na privoditi
SA jest v druhém priseku téch kruZnic; ponévadZ jsou pri-
setné Ghly kruznic v Siv A" stejné veliké, jest vyslovend véta
dokdzdna. Pokldddme-li m a » za teény dvou kiivek protina-
jicich se v 4, obdrzime touz tvahou, kterd vedla k dikazu
isogondlnosti pro rovinnou inversi, Ze inversi vanikd isogondling

11*



166

20brazeni prostoru (Avé try, jeZ se protinaji v n&jakém bods
prostoru pod jistym tdhlem pfejdou ve dvé nové tdry, jez se
protinaji v p¥islusném bodé pod tymZ iihlem).

Po téchto vieobecnych vétdch vsimneme si bliZe jistého
zvldsté ddlezitého zobrazeni, které se pfi inversi vyskytuje.
Jednd se o obraz koule, jeZ md primér p a prochdzi stfedem
S inverse o mocnosti p% Obdrzime rovinu, kterd se dané koule
dotykd v bodé¢ O protilehlém k S. To plyne bezprostfedn&
z obr. 7., predstavime-li si, Ze se otd¢i kolem piimky OS;
z inversnich ttvart %, a d vznikne koule prochdzejici bodem
S a jeji tetnd rovina v bodé O. Ostatné jest mozno zcela jed-
noduie dokdzati pfimo ndsledujici vétu: Vedeme-li né&jakym
bodem S dané koule o priméru p libovolnou piimku, kterd
kouli protind v daldim bodu M, lezi bod M’, ustanoveny na té
piimece (s M po téze strané bodu S) rovnici SM . SM = p%
v roviné, kterd se dotykd dané koule v bodé O k S protilehlém.

Takovy ptechod od bodd M kulového povrchu k piislus-
nym boddm tené roviny v O se nazyvd stereografickou projekcs
koule z bodu 8.

Ponévadz stereografickd projekce neni nic jiného nez inverse,
jest mozno ihned uvésti dvé zdkladni vlastnosti:

Stereografickou projekci prechdzeji kruhy koule v kruhy
roviny a prise¢ny thel dvou kiivek na kouli v bodé M rovnd se
priaseénému hlu do roviny promitnutych kiivek v prislusném
bod¢ M'.

Stereografickd projekce feif tedy ndsledujici problém: zho-
toviti mapu na pf. zem&koule tak, aby skutetnym kruhdm odpo-
vidaly kruhy na mapé a aby priseény thel libovolnych dvou
¢ar vedenych na zemském povrchu zistal na mapé zachovén.

Bylo by ovi&em zapotifebi celé roviny, aby se na ni celd
koule zobrazila, nebot bodu S odpovid4 nekone¢né vzddleny bod
roviny.

V stereografické projekei jest jednoduchy prosttedek k orien-
taci o smyslu riznych réeni, kterd souvisi se zavedenim neko-
neéné vzddleného bodu S’, na pf.:

p¥imky protinajici se v bodé 4 — kruZnice protinajici se
v bodech 4 a &,

piimky rovnobézné = kruZznice dotykajici se v bodé & atd.
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Piimka promitd se totiz z roviny na kouli v kruznici, kterd
prochdzi bodem S; z rovnobéZek vzniknou na kouli kruznice
o spole¢né tetné v bodu S atd.

Geometricky vyznam linedrni transformace komplexnich é&isel.

Komplexni ¢islo
2=+ iy
(, y jsou redlni &isla, ; = \/— 1) zobrazuje se, jak zndmo, bodem
v roviné, jehoZ pravoihlé soutradnice jsou x a y; jest obylejem
mluviti o bodu 2 misto o &slu z i v Gvahdch &isté mathema-
tickych.

V nésledujicim budeme uzivati také t. zv. normélnfho tvaru
komplexnich ¢&isel, ktery obdrzime zavedenim poldrnich soufadnic
0 aq.

V roviné komplexnich &fsel jest absolutni hodnota |.z| Cisla
2 ddna — vidy kladné Eitanou — vzddlenost{ ¢ bodu 2 od po-
tdtku O soufadnic, tedy

lel=+Vat +y* =

Uhel ¢ mezi privoditem Oz a kladnou osou redlnich &isel

uréeny rovnicemi
Y

—x-—cos = sin
0— P, 0 = P

nazyvd se amplitudou (argumentem) &fsla 2 a citd se kladné ve
sméru devadesdtistupiiového otoleni, které by pfevedlo kladny
smér osy Oz do kladného sméru osy Oy.

Souéet dvou komplexnich &fisel
2, =, + iy, = ¢, (cos @, + @ sin g,)
2y == &y + 1y, = @, (cos p; + 7 sin ¢,)

5=zl+22=$1+x2+i(yl+yz)'

Bod, ktery ¢islo z predstavuje, obdrZime t. zv. geometrickym
settenim délek Oz, a Ogz,. Jest to zndmd konstrukce rovnobsz-
nika sil; Oz,, Oz, jsou slozky, Oz vyslednice.

jest &islo
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Rozdil dvou komplexnich ¢isel

r= —n=ay —ay, (Y — Y
mé za obraz bod, ktery jest dén geometrickym rozdilem délek
Oz, a OUz,. Bod z jest jednim vrcholem rovnobéznika 0:z,z,,
jehoz dhloptitna (vyslednice) jest Oz, a jedna strana (slozka) Ogz,.
Souéin dvou komplexnich ¢isel

ZTTZ W2y == 0,0, (oSG, i singy) (oS gy T sing,)

= 0,0, [(cosq; c08 g — Sin q, Stnqy) 2 (sinq, cos Gy

+ cos q, sin q,)]

=0,0,[cos(q; +q,) +isin(p; +q,)]
méd absolutni hodnotu rovnou sout¢inu absolutnich hodnot obou
¢initelt a amplitudu rovnou souétu jejich amplitud; jest tudiz
representovén bodem poloZzenym ve vzddlenosti Oz, . Oz, na
paprsku, ktery svird s osou Oz thel ¢, + ¢,.

Podil dvou tisel komplexnich

4 __ 0 (cosqy +ising,) cosgy —ising,
Za 0y (COS Gy - 1 SiM gq)  COS @y — 4 SR ¢,

— zt [(cos ¢, cos ¢, + sin g, sin ¢,) 4 ¢ (sin q, cos ¢,
2
— Sin qy oS §y))

———% [cos (¢, — @) + 7 sin (9 — 92)]

2

jest zndzornén bodem, jehoz priivodit se rovnd podilu Og, : Oz,
a jest uchylen od osy Oz o Ghel ¢, — q,; to plyne ostatné
ptimo z pravidla o ndsobeni, jezto se pfi déleni hledd jeden
¢initel z daného soutinu a drubého ¢initele. '

Provésti linedrni transformaci na dané komplexni ¢islo z
znamend odvoditi nové &slo 2 rovnici '

e )
= 4+ d’
Pii tom jsou a, b, ¢, d dand komplexni ¢isla omezend toliko
pozadavkem, aby nebyla splnéna rovnice ad — bc = 0; nebot

(0

by pak bylo 2 = %‘:% a rovnice (7) by neuddvala zddnou

transformaci ¢isel 2 ve vlastnfm smyslu toho slova.



Rovnici tu lze psdti také v tvaru

dz’ — b
—_— 8
—vd +a ®)
Vztah mezi tsly 2z a 2° jest tedy vzdjemné jednoznatny; od z”
ku z se prechdzi téZ jistou linedrni transformaci.

4

Méni-li se z, méni se 2" urtitymm zpisobewn; kazdé kiivce,
kterou bod z opiSe v roving komplexnich éEisel, odpovidd urtitd

’

kiivka jakozto geometrické misto p¥islusného hodu 2’

Aby ndzorné vynikl geometricky vztah mezi z a 2/, my-

slime si rovinu kowmplexnich &isel — kterou ¢asto nazyvdme
gkrdtka ,rovinou z* — dvojndsobné : jest jednak ,pevnd® ro-
vina, v které jsou ¢isla z,, 2z,, ... zndzornéna hepohyblivymi

body, jednak (na pevné roviné lezici) rovina, jejiz kazdy bod
jest pohyblivy. Pevnd rovina slouzi pouze k urteni poloh téchto
bodi v druhé ,,pohyblivé® roviné, kterou si prozatim myslime
v klidu; fecené polohy jsou ddny éisly z,, z, ... stejné jako
polohy bodi v roviné pevné.

Zméni-li pohyblivé body (hmotné myslené) dle uréitého zd-
kona své polohy, tak Ze p¥ijdou do poloh 2/, 2", ..., pravime,
Ze byla v roviné provedena bodovd transformace. Provedeme-li
jesté dalsi transformace, piejde tentyZ (hmotny) bod do poloh
2”7, 2", atd. Jiny bod, ktery byl pivodné v poloze :, a pak
v 2y, piijde do poloh 2”,, z"’, atd. Pismeny z se stejnymi indexy
dole oznaluji rizné polohy jednoho a téhoZz bodu; pocet prove-
denych transformaci jest uddn indexy hofejimi.

Uvedeme nékolik jednoduchych ptikladd :

a) & =1t 4+ 2

Tato rovnice pravi, Ze novou polohu :' néjakého bodu z
v roviné obdrzime, pfiteme-li k 2 néjakou stdlou hodnotu ¢.
Dle pravidla o s¢itdni komplexnich &isel to znamend: viecky
body se poSinou v jistém sméru o danou délku. PovaZujeme-li
na okamzik pohyblivou rovinu za tuhy celek, miZeme fici, Ze
tato transformace predstavuje rovnobéiné posinuti (translaci)
roviny 2.

b) Z =rz
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Zde obdrzime novou polohu 2 bodu z, kdyZ privoedi¢ Oz
ototime o amplitudu &isla » a ndsobfme absolutni hodnotou tohoto
&sla. Céry utvorené body =z pfejdou patrné pii této transformaci
na &4ry utvofené body 2/, jeZ jsou plvodnim &ardm podobny.
Rovnice ona pfedstavuje foceni kolem bodu z =0 a zvétseni *)
vSech rozméru.

¢) 22 == s=s| (cos ¢ + i sin o).
V tomto pfipadé jest piedné soulin z délek privoditi
Oz . 07 roven stilé veliting |s|; za druhé jest soutet amplitud

bodu pivodniho a transformovaného vzdy roven stélému thlu o,
t. j. oba priivodite sviraji s pfimkou, jeZ jest od o8y Ox uchylena

o thel %’ na obou strandch stejné thly. Ptechod z polohy 2
G

o) ) celé

- do 2’ zdlezi zde v preklopeni (kolem pfimky y — z.fg
roviny a v ¢nversi (se stiedem v z = 0).
Z geometrické povahy téchto transformaci a) &) ¢) plyne,
Ze, provedeme-li je v libovolném pofadu a kazdou tiebas nékoli-
krdte, vzdycky ty body, které pivodné byly na kruZnici, budou
opét na jisté kruZnici; zobrazeni jest mimo to vidy isogondlni.
7 ndsledujicich ¢tyf takovych jednoduchych transformaci
27 = rz (rotace a zvétSeni rozmérd)
2’ =t + 2 (translace)

s .
2" = —; (preklopeni a inverse)
Z

2 = 7" + ¢, (translace)

vyplyvd slozend transformace (eliminaci 2/, 2”7, 2’”)
w_ S+t + 1tz
= t 4+ rz ) C)
Neurtené dosud velitiny », s, ¢ ¢, volme nyni tak, aby se
shodovaly pravé strany rovnic (7) a (9). Za tim 1telem poloZime
rt,=a, s+ tt, =b, r=¢, d=1t, t. ].
ad a

r:c,s:b——-—c—, t=d, t‘:T'

*) To jest minéno algebraicky: pri |r | << 1 nastdvd zmenseni, které
povaZujeme algebraicky téi za zvétSeni.
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Geometricky obsah rovnice (7), jez se s (9) stotoZiiuje, piSeme-li
zde 7/ misto z'7, jest tedy tplné uréen.

Linedrni transformace prevadi kruhy v kruhy a jest tso-
gondlni, ponévads ji lze nahraditi postupnym provadénim trans-
lact, rotaci, inversi a zvétSovdanim wvSech rozméri v dtvarech
privodnich.

Totéz plati pro pfechod od 2" k z (rovnice (8)). Kdyby
¢ =0, mdme

, a b
2z :—d—z+7,

tedy pouze rotaci, zvétSeni rozmeérd a translaci.

O dvou rovinnych ttvarech pravime, Ze jsou v kruhové
pribuznosti, je-li pro libovolny pdr ptisluinych bodi # 2 splnéna
rovnice (7).

Dilezitou vlastnosti linedrni transformace jest zachovéni
dvojpoméru.

Dvojpomér Ctyt bodd z,, z,, 23, 2z jest vyraz

3 — 2 . 8 —2
23—52- z—22.

Symbolicky se znali (z,2,232). Frovedeme-li linedrni trans-
formaci (7), obdrzime z pivodnich boddé nové body 2/, 2,, 2’5, 7/,
které maji tentyz dvojpomér, tedy

(¢/17'02'38") = (2,2,252).

Dikaz spolivd v dosazeni transformovanych hodnot 2/,
2y, 75, & do pfedlozeného dvojpoméru dle rovnice (8). Po jed-
noduché tpravé obdrzime skutetné

iy —2dy F—4d __n—2 z2—2
dy—2dy, F—2y T 23—  z—z

(10)

Tato rovnice li§i se od rovnice (7) pouze oznatenim konstant.
Vidime z ni, Ze k stanoveni linedrni transformace stati vytknouti
thi pary 2,7y, 242'5, 237’5 sdruZenych bodid; ke kaZdému dal-
&imu bodu 2 jest pFislu$ny bod 2’ jednozna¢né urlen rovnici (10).

Dvajpomér étyr bodu jest komplexni Cislo, které mesdvisi
“na volbé soustavy souradnic (xy).
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O sprdvnosti této véty se presvédéime dle piedeslého, do-
kdzeme-li, Ze zménu soustavy soufadnic lze uvésti na linedrni
transformaci.

Za tim utelem sestrojime k dané piavodni soustavé (Ozy)
a nové (Pz'y’) pomocnou soustavu (0z”y”), jez md s predeslou
08y rovnobézné (obr. 8.). TentyZ bod Z roviny jest v téchto
tfech soustavich vyjadien tfemi réznymi komplexnimi ¢isly z,

9

Z, 2", bod P podobné Cisly p, o, p”. Pii piechodu z prvni

Obr. 8.

soustavy do tfeti se zméni toliko amplituda kaZdldého bodu z
o jistou stélou veli¢inu, tedy

’

' =r.zp

"

=r.p jrl=1

Prechod z tfeti soustavy do druhé jest translace

’ 2 ’

= —p" =z — rp.
Z toho plyne : = —i— 724 p

Zména soustavy soufadnic neni dle toho nic jiného nez
linedrni transformace. '

To vde by neplatilo, kdyby novd soustava (Pz’y’) byla tak
volena, Ze by nebylo mozno ji obdrzeti z pivodni (Ozy) pouhym
otdtenim a posunovinim. Ten pfipad by nastal, kdybychom na
pf. jen v jedné ose zaménili smér kladny se zdpornym; nd-
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sledkem toho by se obrdtil smér toteni, v kterém se &itaji kladné
amplitudy (dle definice). Véta o nezdvislosti dvojpoméru na sou-
stavé soufadnic plati tedy jen tenkrdte, stanovime-li jeden z obou
sméri toteni za kladny; soustavy soufadnic, jeZ se s nim ne-
shodujf, jsou vylouceny.

Ze se uvedend definice dvojpoméru kryje s obyéejnou de-
finici *), jsou-li v8ecky ¢tyfi body v jedné piimce, sezndme ihned,
volime-li tuto piimku za osu Oz.

Cisla

r=xtay, =z + iy
mizeme zndzorniti také pdrem sdruZenych bodd (z,y) a (z', ¥’}
ve dvou riiznych rovindch, libovolné v prostoru volenych. V tomto
pojeti lze vyloziti geometricky linedrni transformaci, volime-li
ji ve formé (10) povazujice z,, z,, 23, 2’1, 2’5, 2’3 za konstanty,
ndsledovné :

Rovnice (10) vyjadiujici zachovdni dvojpoméru pri linedrni
transformaci wréuje kruhovou pribugnost dvou rovim, t. j. vzd-
Jemné jednoznaény vztah mezi body z a z2' obou rovin té viast-
noste, Ze kruinicim v jedné z nich odpovidaji kruZnice v druhés
zobrazent jest isogondlni.

Kruhovd piibuznost jest Gplné stanovena tiemi piry sdru-
Zenych bodii; ke kazdému dalSfmu bodu jedné roviny jest pii-
sluny bod druhé roviny uréen zminénou rovnici (10). Soustavy
soufadnic, kterych uvZivime k pofetnimu vyjddieni bodd, jsou
omezeny jediné podminkou, Ze se shoduji s témi smysly toleni,
jeZ chceme povazovati v obou rovindch za souhlasné, jak plyne
z diive uéinéné pozndmky.

Priklad :
Vysettiti kruhovou pfibuznost dvou rovin, jsou-li, ddny
v jedné z nich body
7 =0, 56=1 ===
a v druhé body k témto p¥islu$né

=1 dy=—1 /3 =1

*) Viz na pf.: Ed. Weyr: Projektivnd geometrie zdkl. dtvard prv-
nfho radu str. 12. :
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Vyraz

Jjenz se vyskytuje v rovnici (10), rovnﬁ se v tomto pFipadé jedné,
vzdaluje-li se z; do nekone¢na jakymkoliv zpdisobem; zminénd
rovnice prechdzi v

2 —z4id +i=0.
Zavedeme-li do pottu pravotihlé soufadnice rovnicemi

e=gx oy, ¥ = + 4y,
ohdrzime

' —yy —z—y +iyd +2y —y+2 + 1)=0.
K splnéni této podminky jest nutno, aby

2’ —yy —x—y =0,
yr' +xy —y 42 +1=0.

Pfipojime-li k témto dvéma rovnicim rovnici néjaké kiivky
v roving 2 (¢/), obdrzime eliminaci soufadnic z, y (+/, y’) rov-
nici piislu§né k¥ivky v roviné 2’ (¢). Tak shleddme, Ze na pf.
primkdm
y=ax

vedenym bodem z =0, y =0 odpovidaji v druhé roviné
kruznice
¥t —2ay + 2*—1=0,

které vesmés prochdzeji dvéma body 2’ = +1, ¥’ = 0. Vy-
sledek ten plyne ostatné pfimo ze zdkladni vlastnosti kruhové
piibuznosti; feleny svazek piimek v prvni roviné povaZujeme
piirozené za svazek kruZnic vedenych body 2z, = 0 a 23 =
a odpovidd mu tedy v druhé roviné svazek kruZnic vedenych
body 2/, =—1 az;=1.

* *
*

Inversi a vieobeenéjsi t. zv. transformaci kvadratickou, jez
ptevadi pfimky v kuZelosetky, znal jiz JJ. V. Poncelet (1788—1867),
zakladatel moderni projektivni geometrie, a L. J. Magnus (1790
az 1861).
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Z téch, kte¥ se prvni zabyvali studiem inverse, uvddim
nédsledujici :

G. Bellavitis (1803—1880), piivodce zvldstni potetni me-
thody k feSeni geometrickych problémi, kterd vyplyvd z poji-
mdni dsetek v roving jakozto Cisel imagindrnich. Jeho spis
»Methoda equipollenci® vySel téZz v eském piekladé.

A. F. Mobius (1790—1868) byl veden k theorii kruhové
ptibuznosti nejprve geometrickfm poétem s délkami a dhly,
ktery se“shoduje v podstaté s Bellavitisovou methodou equipol-
lenci; pak odvodil celou theorii tvahami ryze geometrickymi.

J. Liouville (1809 —1882) upozornil na velmi zajimavy
rozdil mezi rovinnou a prostorovou inversi, ktery jest v jejich
vztahu ku véem moZnym isogondlnim transformacim roviny, resp.
prostoru. Roviny jest moZno isogondlné zobrazovati rozmanitym
zpisobem; mohou si odpovidati uzaviené kfivky nejriznéjsich
tvari. Naproti tomu dokdzal Liouville, 76 mimo inversi — ne-
hledime-li k pfipadim, kdy transformované dtvary jsou pivod-
nim podobny — Zzddné jiné isogondlni zobrazeni celého prostoru
neexistuje.

W. Thomson (Lord Kelvin, nar. 1824) uzil inverse k ie-
Seni elektrostatickych problémd (methoda elektrickych obrazed).
Viz na pf. v knize prof. Koldicka: Elektfina a magnetismus
str. 158.

Mosaika.

Zaklidém novou rubriku této ,Piilohy“ naSeho Casopisu,
vénované uplné Vim, mladi pidtelé, ktefi jesté studujete na
stfednich §koldch. 7Z Vagich fad piichdzeji kaZdoroéng velmi
Cetni posluchati na universitu nali, aby zde poslouchali také
predndsky o fysice budsi jako medikové, ktefi fysiku maji za
pfedmét pomocny, nebo jako filosofové, kteif ji maji za svij
pfedmét odborny. Ale nejen témto studujicim, nybrz Vdm viem
pidi, jsa pfesvédten, Ze mdte sympathie pro fysiku, zejména
experimentdlni. Co vém budu vypravéti, md byti mosaikou ve
smyslu fysikdlnim. Budou to drobné skizzy, o nichZ si pieji, aby
byly, jako ty kaménky nebo ta sklitka rdznych péknych barev,
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