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Ctyii prednasky
o riznych problémech teoretické fysiky.
Bohuslav Hostinskyj. '
(Dolo 15. z4¥i 1931.)

Uveftejiiuje tyto prednisky, které jsem konal ve dnech 4. aZ
7. kvétna 1931 na piirodovédecké fakulté Karlovy university
na pozvani jejiho profesorského sboru, dékuji panu dé&kanovi
fakulty, prof. B. BydZovskému a svym praZskym kolegim za to,
Z¢ mne vyznamenali timto pozvanim, kterého si velice vézim.

I. Nové sméry ve statistické mechanice.

Rozdil mezi metodami, které nazyvam novymi ve statistické
mechanice, a metodami star8imi naznaéil bych strudné takto:
Abychom pochopili vyvoj néjakého sloZitého systému (na pf.
plynu, ktery se sklidd z velikého mnoZstvi molekul), vezmeme
v Gvahu nejprve pohyb molekul, jenz je stanoven jednak zédkony
mechaniky, jednak podateéni konfiguraci molekul a jejich poda-
te¢nimi rychlostmi. Pak si pfedstavime pohyby jiné, odpovidajici
po fadé riznym jingm poéatednim podminkdm. A z fady tako-
vychto ,,modeli‘!, z nichZz kazdy odpovidd presné uréenému a do
nekonedna prodlouZenému pohybu molekul, hledi klasickd me-
chanika &initi zavéry o tom, jaky je skuteény vyvoj plynu. Naproti
tomu nové sméry, které, jak myslim, odvozuji se hlavné z Bore-
lovych pracf,!) opoustéji v urditém smyslu pojem trajektorie presné
definované potateénimi podminkami; vyuZivaji dtsledn& poétu
pravdépodobnosti a zakliddaji teorii na vypoétu pravd&podobnosti

1) E. Borel: Introduction géométrique & quelques théories physiques
(Paris '1914), viz hlavn¥ dodatky, kde jest otiiténa préace o kinetické teorii
plyntt (Annales de 1'Ecole Normale Supérieure 1906).

E. Borel: Mécanique statistique (Encyclopédie des Sciences mathé-

" matiques, IV, 2; 1915).

E. Borel: Mécanique statistique classique (Traité du Calcul des

probabilités t. II, fasc. III; rédigé par F. Perrin, Paris 1925).’
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pro ur01te konflgurace nebo pro prechody z jedné konfigurace
do druhé.

Prvni nasi Glohou bude zabyvati se otazkou, jaky je rozdil
mezi pohybem bodu a mezi pohybem nekoneéné malého elementu
hmoty spojité rozloZzené. Kdykoli se jednd o pohyb hmotné &astice,
jejiz tvar ani velikost' se béhem ¢&asu neméni, nedini obtiZi pred-
stavovati si &dstici, pokud je dosti mald, jako pohyblivy bod.
Ale jsou jiné piipady, kdy musime pozorné rozeznavati hmotny
bod od elementu hmoty. Pfedstavme si, %e uvnit¥ nadoby naplnéné
nestlagitelnou tekutinou (nebo v nekoneéném ‘prostoru) jest
ustédleny pohyb. Predpokladdme, Ze tekutina vypliiuje prostor
spojité a Ze tedy slozky rychlosti, kterou mé néktery hmotny bod
(=, y, 2) tekutiny, jsou danymi funkcemi soufadnic:

dx dz :
—d—t = f(x: Y, z)> '&‘t‘ —'g(z, Y, 2), ‘Jt‘ = k(x Y, z). o (1)

Podminka nestlamtelnosti vyjadi"uje se rovnici
0
Tt =0 2

na sténdch nidoby je normalm slozka rychlosti rovna nule, tedy,
jsou-li A, u, v smérové kosiny normily ke sténg,
o Af + ug + vh = 0.

Rovnicemi (1) je v kaidém bod& (z, y,2) definovdn smér
trajektorie; pohyb hmotného bodu, ktery se v poéateénim okamziku
nalézd v dané poloze, je jimi jednoznaéné stanoven. Tak jsou
uréeny trajektorie bodii, nikoli v8ak drahy nekoneéné malych
elementt tekutiny; to je tieba -blize objasniti. Budiz dt4 ne-
koneéné maly element prostoru v poloze 4; vytknéme v ném libo-
. volné body -A4,, 45, A;, ... a sledujme drahy opsané hmotnymi

- body, které na poéitku (v okamiiku ¢ = £, se nachazely v po-
lohéch resp. 4y, Ay, Ag, . .. Draha kazdého z téch bodl je stano-
vena rovnicemi (1) a pova,zujeme proto v libovolng zvoleném
okamziku ¢ (¢ > ;) polohy B, B;, B;,"... viech téch hmotnych
‘bodii za piesm® definované. Kazdému geometrickému bodu. zvole-
nému uvnitt¥ dry v okamiiku {, za potateéni polohu odpovida
takto v okamziku ¢ urdity jiny bod. Soubor bodi, odpovidajicich

. véem boddm obsafenym v dr. napliuje uritou &ist prostoru.

Miu¥eme ji oznaditi dvp, znatice pismenem B polohu toho hmotného
-bodu v okamiiku ¢, jenZ byl v okamiiku ¢, v poloze 4? Odpovéd
-z, e je to moino, pokud doba ¢ — ¢, nen{ pifli¥ dlouhd. Z pod-
. minky nestladitelnosti (2) plyne, Ze celkovy objem naseho souboru
.. .bodd, ktery v okamZiku ¢ vypliioval element. dz4, se b¥hem &asu
fnemenf Netrvé, 11 pohyb prﬂls dlouho ne]enom obJem zﬁstava
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beze zmény, nybrz i tvar pohybujictho se elementu mnoho se
neméni; nekonetné maly element dr4 prechazi ve stejné veliky
element dzp. Ale po uplynuti velmi dlouhé doby ztrdci oznaéeni dzp
smysl, nebot’ vzajemné vzdalenosti jednotlivych bodi uvaZzovaného
souboru stile rostou, takZe soubor, a¢ neméni svého objemu,
nabyva bizarniho ,houbovitého* tvaru. Tato ,houba‘“ se rozsiii
po uplynuti dosti dlouhé doby .obecné tak, Ze kaidy krychlovy
milimetr, zvoleny kdekoli uvnitf nadoby, ji kus obsahuje, necht
byl ptivodni element dz4 jakkoli maly. Lze-li tedy mluviti o uréi-
tych drahdch jednotlivych -bodii, nelze mluviti- o tom, Ze by se
elementy takové jako dv4 pohybovaly podél uréitych trajektorii.
Volime-li pfedem dobu ¢ — ¢, jakkoli dlouhou, d4 se oviem element
dt4 voliti tak maly, Ze mu odpovidd zase element drp, ale pii
dal§im pohybu proméni se element koneén& v ,houbu‘.
Vzpomeiime, jak se méni kapitka éerveného inkoustu, kapnuta
do litru vody; jednotlivé jeji éasteéky postupuji difusi na v8echny
strany aZ se cely litr razové zbarvi. Kdyby tekutina byla konti-
nuum, sklddal by se kazdy jeji element z bodu, jejichz drahy by
~ byly dény rovnicemi (1). Ale tekutina je sloZena z molekul, kapitka
derveného inkoustu déli se difusi aZz na molekuly; pohyb molekul
je pak néco docela jiného neZ pohyb onéch idealnich bodu.2)
UvaZzujme nyni o pojmu hustoty néjaké tuhé latky. Kdyby
latka byla pfesné homogenni, rovnala by se hustota Gthrnné hmoté
délené objemem. V piipadé, Ze latka neni homogenni, zavadime
pojem hustoty proménné od mista k mistu; definujeme ji jako
pomér hmoty obsaZené v nekoneéné malé ¢éasti prostoru k jejimu
objemu Ale vezmeme-li ohled na molekulovou strukturu hmoty,
musime ¥ici, e takovy ,nekoneéné maly‘ element, ktery mé
slouziti ke stanoveni lokalni hustoty, nesmi byti ani pnhé velky
ani prili§ maly. Kdyby byl piili§ velky, takZe lokalni hustota
by byla v nékterych jeho mistech vétsi nez v jinych, nedefinovala
by se hustota sprdvné pomérem jeho hmoty k jeho objemu. Kdy-
bychom naopak rozdélili- prostor zau]aty danou latkou na velmi
malé krychhcky, mohlo by se stiti, Ze by nékteré z nich padly
do mezer mezi molekulami, takZe by daly hustotu rovnou nule.

Po téchto pFipravnych tivahich viimnéme si definice entropie.
Je-li mozno prevéstl néjakou soustavu z dané poéa,teém konfigu-
race I-do jiné konflgurace 2 zvratn)’rmx pochody, m4i integral

140

22 Zajimavé uvahy o mlcha.m kapalin uvadi J. Gibbs v dile:

Elementare Grundlagen der statistischen Mechanik (pf'el Zermelo, Leipzig. .

1905, kap. XII). Viz téi H. Pmncaré ‘Calcul des proba.blhtés 2¢ édition
(Pans 1912, p. 320).. _

3%,
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kde d@ znadi element dodaného tepla, 7' absolutni teplotu a kde
integrace se vztahuje k n&jakému zvratnému pochodu z I do 2,
hodnotu stejnou pro vSechny moiné zvratné pochody vedouei
z 1 do 2. Z toho plyne, Ze dQ/T jest Gplny diferenciél jakési funkce;
a ta funkce je pravé entropie. K této definici pfipojime dvé po-
znamky.

Pfedné vzpomeiime, Ze ve viech splsech o thermodynamme
se uvauje vlastng jen o soustavdch homogennich, t. j. takovych,
Ze jejich stav jest urden nékolika veli¢éinami, na pf. teplotou a tla-
kem; pfedpoklada se, Ze teplota je ve viech ¢astech soustavy stejna
a podobné o tlaku. Vubec se nepfihliz{ k piipadim, kdy je teplota
od mista k mistu proménliva. Ale zd4 se, Ze néktefi autori, Clausiem
podinaje, jsou naklonéni piisuzovati vétam thermodynamickym
platnost naprosto vieobecnou. Jen milo kde dodteme se o tom,
jak obtiZno je rozdffiti Clausiovu definici entropie na systémy
nehomogenni. Poincaré o tom uvaZoval®) a z jeho vykladu plyne,
Ze nutno opatrné uZivati pojmu entropie. Teoretikové, kteri podle
Boltzmanna definuji entropii, jakoZto logarithmus pravdépodob-
nosti, majf oporu v této nové definici k rozsifeni pojmu entropie
na systémy nehomogenni. Definice entropie pravdépodobnosti ma
své obtiZe, kterych prozatim nebudu rozebirati. Nas nyni zajims
otdzka, je-li moZno rozsffiti definici Clausiovu na systémy ne-
homogenni. M&me na mysli na pi. plyn uzavieny v nadobs,
v némz teploty nejsou vyrovniny. Sledujme, jak se méni ne]aka.
jeho &ast, kterd pivodnd zaujima element prostoru d74. Molekuly
se pohybuji "ptichézeji do Thznych poloh; muiZeme defmovatl
v kaZzdém okamiiku d@Q a 7T pro souhrn molekul, které v poda-
te¢nim okamziku ¢, vypliiovaly element d74? A miZeme vypoditati
hodnotu hofejsfho integralu (entropii) pro tento sbuhrn molekul?
Stran dQ neni obtiZe; piijaté teplo neni nic jiného ne piirtstek
kinetické energie molekul. Ale definice teploty -stivd se bé&hem
dasu. pro-nad souhrn molekul nemo#nou. Nebot molekula, kters
svou kinetickou energii, &ili své teplo nese 8 sebou, nenese s sebou
své teploty. Vzdyt teplota 7' jest Gmérna stiedni kinetické energii
~ jedné molekuly a je v okamiiku ¢, vypoditina podle t&ch molekul,
které napliiovaly element dz,4. Pokud vyvoj plynu netrvé dlouho,
mifeme 7' poditati, nebot molekuly jsou je§té pohromads.” Ale
jakmile se'béhem Easu dostanou do vétsich vzdélenosti, stane se,
¥e jedna molekula -bude v misté, kde je teplota T, druh4 pak
v mists, kde je jiné feplota T, atd. Onen souhrn molekul, ktery
» 'pﬁvodné byl uvniti elementu dr4, nemé pak vibec Zddné teploty
- Vysledek je, %e #4dny element plynu nenese sebou své entropie
ve smyslu (Clausiovy) definice integrilem; nenf mo#no definovati
‘entropii . nehomogenniho plynu soultem entropif jeho &asti.

o8y HL Rplnoaré Thermodynazmque, Paris 1892, No. 174 a nsl. .
. . 2 L
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Druha poznamka tyks se Gasoveho prib&hu celého dé&je, kdyz
plyn je sim sobd ponechin. Carnot, zakladatel thermodynamiky,
projevil -nejvice dimyslu privé v tom, jak obratné uZil nejobtiz-
néjstho fy31kalniho pojmu zvratnosti prechodu atkoli nen{ zvrat-
nych dé&ju, piece lze podle Carnota realisovati je piiblizné procesy
pomalu probihajicimi, takie soustava ma v kaZdém okamiZiku
vyrovnanou teplotu, jen velmi pomalu se ménicf. Thermodynamika
je vlastné statika, ve které se srovndvaji statické vlastnosti homo-
genmch systémi; toto stanovisko zduraziiuje zvlas§té Kohnstamm
v novém zpracovani thermodynamiky van der  Waalsovy, kterou
nazyvs ,,thermostatikou*.4) Cas se nevyskytuje nikde v thermo-
dynamickych rovnicich. Chceme-li sledovati skutedny pritbéh
thermickych a vibec fysikalnich zmén, musime vidy pfibrati
na pomoc principy docela jiné, nez jsou obé zakladnf véty thermo-
dynamiky ¢i spravnéji feéeno thermostatiky. Za téchto okolnosti,
kdy% definice entropie pro nehomogenni systémy ztraci smysl,
je ku podivu, %e Clausius nerozpakoval se zavésti pojem entropie
viehomira a usuzovati o ,,tepelné smrti*, ke které svét svym vy-
vojem se bliZi. Jest otédzka, 1ze-li cely svét povaZovati za isolovany
systém v nekoneénu poloZeny, a jiz z toho diévodu jsou vSechny
Gvahy zaloZené na pojmu ,.entropie viehomira® pochybené.®)

"To, co jsme dfive uvedli o postupné deformaci tekutinovych
dastic, da, se bez podstatnych zmén pienésti do prostord o libovol-
ném poétu rozméri; vysledky lze pak a,phkovatl na problémy
statistické -mechaniky.

Predpokladejme, Ze Je dén' n&jaky sloZity konservatlvni me-
chanicky systém (na pf. soustava molekul plynu), jehoZ konfigurace
se urduje n parametry ¢, ¢ . . ., ¢». Pohybové rovnice ve tvaru
Langrangeové nebo Hamiltonové urduji jednoznaéné pohyb systé-
mu, jsou-li v poéateémm okamiiku #, ddny hodnoty soufadnic ¢:
i ]e]lch derivaci{ podle &asu. Obydejnd se uZfvd Hamlltonovych
rovnic 1. ¥édu, neznamyml veli¢inami jsou ¢; a ,,momenty “p,
uréene rovnicemi :

LR X EEEIRR S
T je kineticks, energie sousta.vy "Pohyb soustavy zobrazfme po-
hybem bodu M v 2n_rozmérném |, fizovém prostoru®; jeho. sou-
radmce jsou q. & Pi. Vehcmy Pi Jsou hneami funkce derivacf g;.

- 4J.D.v.d. Waals - Ph, Kohnstamm Lehtbuch der Therniostatik
das heisst des thermischen . Glexchgewwhtes materieller Systéms, zugleich
dritte Auflage des Lehrbuches der Thermodyna,mxk derselben Verfasser.
Leipzig 1927, 1, II.

8) Strv. téx Dr. J Baﬁta 0 energehckém hospodéi‘stvi pi‘irodnim
a prﬁmyslovém (Masarykova Akaderme prées,: 1926)
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Pohyb bodu M jest uréen Hamiltonovymi rovnicemi, je-li v oka-
miziku ¢, zndéma jeho poloha ve fizovém prostoru, docela podobné,
jako byl stanoven pohyb bodu v tekuting rovnicemi (1). Kazdym
bodem fazového prostoru jde obecné jedna. tra)ektone Obdoba,
jde jesté dale. Sestm]me viechny trajektorie, jez v okamiiku ¢,
prochdzeji body lezicimi uvniti daného elementu dz4 ve fazovém
prostoru. Po uplynuti libovolné dlouhé doby vyplnl pohybhve
body uréitou &ast prostoru, kterd mdi objem

ff....quldqz. ..dgndp dp, . . . dpy,

pfesné rovny objemu elementu dtv4 (Liouvilleova véta). Pohyby
bodt M ve fdzovém prostoru jsou tudiZ obdobny pohybim bodu
v nestladitelné tekutiné. Plati zde totéz, co jsme fekli o postupné
deformaci elementti tekutiny v obydejném prostoru. Po uplynuti
dosti dlouhé doby budou body, které pivodné lezely uvnitt drA,
Vyplnovatl ,,houbov1té rozvétvenou‘’ ¢ast prostoru, ktera nemuze
byti povaZovéna za element dvp. Body maji zase zcela urdité
drahy, elementy fizového prostoru vSak nikoli. Aé tato véc byla
jiz Vylozena 6) prece nenf zndma vSeobecns. Néktei autofi se
domnivaji, e element dz4 vytvo¥i svym pohybem jgkousi ,kani-
lovou plochu® (podobné& jako pohybliva koule v obydejném pro-
storu) a Ze tato kandlova plocha se nerozvétvuje a Ze tedy kazdy
element dt4 postupuje podél uréité drahy. Kdyby tomu tak bylo,
nékteré tvahy ve statistické mechanice by se zjednodusily; ve
skuteénosti tomu vSak tak neni. Body obsaZzené pivodné uvniti
elementu.dry4 rozptyluﬁ se tak Ze po uplynuti dosti dlouhé doby
napliiuji rozvétveny atvar, jeni vnikd do viech &asti fazového
prostoru.

Je zajimavo sledovatl jak si badatelé v kmetlcke teorii plynt
a ve statistické mechanice pomahali, tvofice matematicke hypotesy,
které se pozdéji ukézaly nespravnymi a kterym nékdy i sami
jejich pavodeci plné nevéii. Zdkladni problém kinetické teorie plynu
zni takto: v poéa,teénim okamZiku je plyn nehomogenm, ma
v riznych mistech rizné teploty; jak si mdme pfedstaviti
spontanni .vyrovnani teplot, které, jak zkuSenost uéi, se dostavi
po urdité dobe&? Pripoustime, Ze molekuly plynu chova]i se jako
dokonale pruzné koule a Ze stény nadoby jsou rovnéz dokonale
pruzné: Jaky bude pohyb bodu M, jenz zobrazuje systém molekul
plynu? Uloha je velmi sloZita. Boltzmann &nf tuto ,sergodickou‘*
hypotesu:?) Bod M prob&hne postupné véeml témi body fazového

¢) Viz pékny vyklwd v knize Borelové: Méca.mque statxsthue classique
citované v pozn.!

7) L. Boltzmann: Vorlesungen tiber . Ga.stheorie I, IT (Leipzig
- 1896—99), Srv. té% francouzsky prehled Legons sur la théone des gaz,
Paris 1902—05 ] poznamkarm M. Brlllonma .
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prostoru, které odpovidaji konfiguracim o kinetické energii E;
soustava mé na podatku pohybu tGhrnnou kinetickou energii Z,
ktera se béhem éasu neméni. Z toho se pak usoudi: ponévadZz velmi
velika ¢ast té drahy probihd konfiguracemi, pro néz plati (pfiblizné)
Maxwelltv zakon o rozdéleni rychlosti molekul, je velmi pravdé-
podobno, Ze po uplynuti velmi dlouhé doby dostavi se v plynu
pravé toto rozdéleni rychlosti. Ale ukdzalo se, Ze ergodicks hypo-
tesa je nespravna.8) Proto Sinény byly pokusy nahraditi ji hypo-
tesami jinymi. Nazev ,ergodicky‘ a , kvasiergodicky‘‘ z nékterych
novéjsich spisi jiz vymizel. Ale v podstaté objevuji se takové
hypotesy dale, v jinych podobach. Tak v dile Jeansové®) o kine-
tické teorii plynti a ve Fowlerové statistické mechanice. Fowler
zavadi hypotesu podobnou ergodické, vyvozuje z ni dusledky,
ale pfes to nazyva ji jen ,,pious hope‘ (zbozna nadéje).1?) Skuteéné
nezbyva teoretikim, ktefi se snazi pochopiti vyvoj plynu na zakladé
do nekonedna prodlouZenych idealnich trajektorif, nez uchylovati
se k novym, logicky neodivodnénym matematickym hypotesam,
jako byla hypotesa ergodickd. Domnivam se, Ze tato cesta je na-
prosto neschidna.

ObtiZe, které se vyskytuji pifi konstrukei takovych hypotes
a jejich aplikaci, daji se odstraniti, pfijmeme-li stanovisko, které
zaujali Poincaré, Borel a Smoluchowski. Podle Poincaréa muzeme
prirovnati problémy o postupné difusi k wloze o michani karet;!)
kdyZ se postupné michani opétuje, ptame se jen na pravdépodob-
nosti, se kterymi se rtzné sestavy karet vyskytuji. Tak také
v teorii plyni bézi vlastné jen o pravdépodobnosti, nikoli o zjisténi
drah, které molekuly skuteéné opisuji. Borel vyslovil v praci
o kinetické teorii plynt (uveiejnéné v roce 1906; viz pozn.')) nazor,
Ze samo¢inné vyrovnavani teploty v plynu ma svou pii¢inu v tom,
%¢ plyn nikdy nenf aplné isolovan od vngjsich vlivi. I kdybychom
nddobu s plynem isolovali tepelné naprosto dokonale, nemohli
bychom nikdy odstraniti vné&j§f vlivy, na pf. gravitadni sily.
Kdy% néjakd hmota, feknéme 1 kg, velmi vzdélend od nadoby
s plynem, se trochu pohne, zméni se gravitaéni pole uvnitt nadoby
a molekuly plynu se uchyli, tfebas velmi malo, od svych pivodnich
drah. Ale protoze kaidd molekula prodéld za vtefinu Dbiliony
srazek s ostatnimi, hromadi se béhem dasu tchylky od idealnich

%) Viz na pf. A. Rosental a M. Plancherel v Annalen der Physik 42,
1913, p. 796 a 1061.

%) J. H. Jeans: The dynamical Theory of Gases, 3rd.edition, Cam-
bridge 1921.

10) R. H. Fowler: Statistical Mechanics, Cambridge 1929, p. 12.

1) H. Poincaré: Calcul des probabilités 2¢ édition, 1912, p. 301.
Pojednal jsem obfrné o této uloze v souvislosti s obecndj¥imi teoriemi
Markovovymi v préci o pravddpodobnosti zjevi, jeZ jsou spojeny v Marko-
vovy Yetézy (Sbornik Prirodovédecky, VI, p. 289—340; Praha 1929).
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trajektorif, jez by platily pro molekuly plynu absolutné isolovaného
od v8ech vnéjsich vlivi, a po uplynutl delsi doby probihaji mole-
kuly po naprosto jinych drahach nez jaké predvidame podle zakoni
mechaniky a podle poéiteénich podminek.!?)

Ptejme se nyni: Jak zni problém poétu pravdépodobnosti
o spontannim vyvoji plynu, puvodné nehomogenniho, do stavu
homogenniho; kde teplota je ve viech mistech stejni? '

Piedstavme si vSechny moZné piipady, jak vibec mohou
byti rychlosti mezi molekuly rozdéleny. Uhrnné kinetickd energie
je, nepisobi-li na plyn vnéjif vlivy, konstantni. MiiZe tedy nastati
na pf. ten piipad, Ze jenom né&kolik malo molekul ma velmi velikou
rychlost, kdeZto .statni maji rychlost jen zcela nepatrnou. Ale
takovychto extrémnich pifipadi je celkem maélo; prevazna &éast
viech moznych piipadii. odpovidd stavim, ve kterjrch mnoho
molekul m4d rychlost nelidicf se mnoho od ]akes1 stfedni hodnoty,
takze téch molekul, které maji rychlosti bud extrémné velké nebo
extrémné malé, je pomérné malo. Reservujme slovo , konfigurace
pro to, demu se nékdy ¥{ké také , mikroskopicky stav‘‘; konfigu-
race je definovdna, kdyZ je dina okamziti poloha i okamzita
rychlost kazdé jednotlivé molekuly. Kdybychom mohli povazovatl
-viechny konfigurace za stejné pravdépodobne, méli bychom jiz
podklad k diukazu, Ze rychlostl jsou v plynu rozigleny podle
Maxwellova zdkona. Je tedy tfeba zjistiti, vyvinuje-li se plyn
vskutku tak, %e viechny konfigurace se stivaji stejné pravdé-
podobnymi. K tomu sméfovala bez Gspéchu. ergodicka hypotesa;
nové teorie davaji ndm za ni vysledek mnohem piesndjii. Pocatkem
roku 1928 uveiejnil jsem v Comptes Rendus dva &lanky, ve kte-
rych jsem ukazal; jak se daji poéitati pravdépodobnosti pro opé-
tované pfechody bodu z jedné polohy do jiné; hned po nvefejnéni
mé prace psal o véci Hadamard, ]enz kratce na to v ¢lanku o ergo-
‘dickém prineipu ukézal, jak nova metoda nahrad{ to, co se difve
"odvozovalo z ergodlcke hypotesy.13) Pozd&ji jsem shledal, Ze jiZ
Markov v letech 1908—1922 zabyval se, se stanoviska alge-
braického, obecnymi tvahami o téchto problemech a Ze' dosel
ke skvélym vysledkim.!) V- teorii Brownova pohybu pracoval
asi v téZe dobé Smoluchowski, jenZ ukézal, jak se pravd€podob-
nosti poéita,]i uzitim dlferenclalnich rovnic parcidlnfch a rovnic

- : 12) Kré.snf' vyklad Borelovych nézordi a kritickou diskusi z4kladi kine-
tické teorie plyna 2&Idé.vafl. G. Castelnuovo (Calcolo delle probsbmth
Milano 1919, Cap. I; 2a edizione, Bologna 1928; II, Cap. XIV.

13) B.. Hostinsky: Comptes Rendus t. 186, p. 59—61 487—489.
J.. Hadamard tamté%, p.-189—192, 275—276. -

- .. 4)Viz podrobny %ehled zékladnich M@rkovovjch pra,ci a- jejich
zobeanéni v tlanku B. Hostinsky: O pravddpodobnosti zjevi, jéZ jsou
spojeny v- Markovovy i‘etézy (Sbomik Pﬁrodovédecky VI, Praha 1929, ,
P. 289--340). -
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funkénich. Smoluchowského préce, zaloZené hlavné na uziti ana-
lyse, jsou vlastné blizké pracem Markovovym. Markovovy formule,
preneseny z algebry do analyse zpuisobem, ktery je dobie znim
z praci Volterrovych a Fredholmovych, vedou piffmo k n&kterym
vysledktim Smoluchowského. Tak jsem nasel ve spojeni obecnych
a dalekosdhlych teorii Markovovych se hluboce promyslenou
Smoluchowského teorii Brownova pohybu zékladnu k obecné
formulaci nejdileZitéjsich otézek statistické mechaniky. Zdé se,
Ze v tomto sméru lze olekdvati velmi mnoho. Moje nadéje byly
neddvno potvrzeny, kdy# jsem &etl praci Kolmogorovovu o analy-
tickych metoddch podtu pravdépodobnosti zaloZenych na funkénich
rovnicich a s nimi souvisejicich rovnicich diferencidlnich.

Zasluhou Markovovou je, Ze ukdzal, jak se poditd disperse
v piipadé t. zv. Yetézii. Povaha tlohy vysvitne z nasledujiciho
problému, kde b&Zi o fllologlckou statistiku. Markov studoval sta-
tistiku samohldsek, jeZ se vyskytuji ve 20.000 po sob& ndsleduji-
cich hlaskach ve vynatku z textu Puskinova Onégina.'’) Rozdélil
je, v pofadi jak po sobé v textu nésleduji, na 200 skupin po 100
hlaskach a &ital, kolik je v kaZdé skuping samohlidsek. Nejvice
bylo skupin (celkem 43), kde byl stfedni podet samohlisek 43;
v jinych skupindch nelisil se nikde podet samohlések o vice neZ
0 & 6 od 43. Kdyz viak tvofil skupiny po 100 hliskdch smérem
sloupcti textu napsaného do Tiadek, takZe posloupnost. hlasek
v tomto pofadi neddvala viibec Zddného smyslu, dostal nejvice
skupin (celkem 17) se stiednim podtem samohldsek 42. Byly vSak
skupiny, kde bylo samohlasek o 25 mén& nebo o 31 vice, nez 42.
Teoreticky vyklad je podle Markova takovy: V prvnim piipads
tvoi{ posloupnost hlések dand textem basné ,Fetéz“; povaha
Glohy vyZaduje zavésti do podtu pravdépodobnost py;, Ze po
samohldsce nasleduje samohlidska a pravd&podobnost p,, Ze Ppo
souhldsce néasleduje samohldska. Markovova teorie ddvé pak tento
vysledek (s. h.. = stfedni hodnota)

lim s. h. (m——np) - 1—p +P11"‘P21
Aeco n =P )1—p11+p21

Zde znadi n poéet pismen ve skuping, p pravdépodobnost Ze né-

jaké hléska je samohliskou, m potet samohlisek ve skupiné.
Velitiny. p, py, pn urdf se statisticky, takie pravou stranu rovnice
moZno, povaZzovati za zndmou. Hodnota levé strany urdf se ftinfm
samohldsek *v jednotlivych skupindch. Numencky vypodet dal

&sla 0051, 0°06 pro. levou résp. pravou stranu. Naproti tomu
ve druhém pfipadé (skupmy hlések. tvoif se v pora,di jak za sebou

;’) A, Al Markov Izéisléme véro;atnostej, 4, vyd Moskva 1924,
p. 566. - { , R
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nasleduji ve sloupcich) nasleduji samohlisky a souhlasky asi
v takovém pofadi, jak bychom je dostavali, kdybychom je vyta-
hovali postupné z osudi, kde by byly smifeny v p¥isludné proporei.
Nyni muZeme uZiti klasického Bernoulliova vzorce, ktery jest
obsaZen v piedeslém, jakoZto specidlni pfipad pro p;; = p,. Vychézi

sh_(ﬁ‘_:ﬂ_p(l P).

n
Ciselné hodnoty levé resp. pravé strany jsou zde 0°289, 0°245.
Tim jest' objasnén rozdil v ,,dispersi‘ v jednom a ve druhem pri-
padé. Jiny pifklad k uZiti pojmu Markovova fetézu vyskytuje
se v tloze, o které se doviddm od kol. Posejpala. Nékteré vlastnosti
X-paprski zdaji se nasvédéovati tomu, Ze emise kvant nedéje
se rovnomérné; dopadne-li v uréity okamzZik jedno kvantum,
je velikd pravdépodobnost, Ze po velmi kritké dob& dopadne
druhé. Kvanta jsou tedy snad spojena v jakési ,fetézy‘‘.

V zitiejsi pfednaSce pojedndm o pravdépodobnosti piechodu
a o vypodtu stfednich hodnot v teorii Brownova pohybu. Dnes
naznaéim, jak si predstavuji zdklady kinetické teorie plyni s nového
hlediska podle té véty, kterou jsem dokazal r. 1928 a kterd ma
byti podle Hadamarda ndhradou za ergodickou hypotesu.

Pozorujme v okamizicich ¢ = 4, 28, 34, .. ., kde & je kratky
¢asovy interval, konfiguraci plynu isolovaného od vnéjsich vlivi.
Budtez A4,, A,, ..., 4, vSechny mozné konfigurace, ve kterych se
plyn vitbec miZe nachéazeti (pro jednoduchost upoustim od tvahy
o_konfiguracich spojits proménnych) a budiZz pg pravdépodobnost,
ze, kdyz plyn v okamziku md je v konflguracl A;, bude v okamziku
(m+4 1)dv konflguracl Aj. Dokazal jsem, Ze, kdyz vSechna py > 0
a kdyz

Pri = Piks - (3)

pla,tl tato véta: Pravdépodobnost pfechodu z konflgurace A;
do 4y za nd vtetin, kde n je eelé &islo, bliZzi se konstantn{ limité 1:7,

kdyZ n roste do nekoneéna limita ta nezavisi ani na konfiguraci 4,

kterou mél plyn na poéatku ani na konfiguraci koneéné. Tak
stivajf se po uplynut{ velmi dlouhé doby vSechny konfigurace
stejné pravdépodobnymi; a o ten dikaz pravé béii, kdyZ se ma

‘odtivodniti Maxwelliv zikon o rozdélenf rychlost{ a kdyZ se mé
_ “podle Boltzmanna definovati entropie plynu jakoZto logarithmus

pravdépodobnosti. Nenf jasno, pro¢ by mély miti béhem &asu,

. jak Boltzmann predpokldda; viechny konfigurace stejnou pravdeé-

podobmost, kdyZ jedna se vyvijf ze druhé podle zdkont mechaniky.

~ Statisticky se nedajf zjiStovati pravdépodobnosti jednotlivych
stavi (podatedni stav je ddn libovolng, daldf plynou z néj zdkonitym

vyvojem); naproti tomu daly by se zjiStovati pravdépodobnosti
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prechodu, ktere mohou nastatl za urditou dobu z jednoho stavu
do. druhého.

M3m za to, %e v nové koncepci statistické mechaniky je pravé
ne]vyznamné131 to, Ze za zékladni pojem se béie pravdépodobnost
prechodu z jedné dané konfigurace do jiné dané za urditou dobu.
A4 nekterych piipadech — ]ak ndsleduje podle toho, co bylo shora
fedeno, z podminky (3) — m4 smysl mluviti i o pravdépodobnostech
konflguracl nebo stavi; tyto posledni jsou vSak odvozeny z pravdé-

"podobnosti prechodu.

Pripomindm jesté, Ze podle amerického chemika G. N. Lewise®)
vyskytuji se docela podobné vypoéty v problémech o chemickych
rovnovéahich. Je-li na pf. voda s vodni pirou v rovnovize, ne-
znamend to, Ze soustava je v naprostém klidu. Ustaviéné pte-
chézeji dastice vody v paru a naopak. Jsou zase uréité konfigurace
Ay, Ay, ... a systém, kdyZ je v rovnovaze, piechdzi z jedné konfi-
gurace do druhé. Podle Lewise je zde rovnice (3) zakladni vétou
chemické mechaniky. Lewis pak dokazuje z této rovnice, Ze viechny
kon‘figurace- jsou stejné pravdépodobné. Toto vi3ak plyne piimo
z oné véty, kterou jsem shora uvedl (o pfechodech v teorii plyni)
a kterd dava to, co se diive Zidalo od ergodické hypotesy. Po
uplynuti dlouhé doby stavaji se viechny konfigurace, nezavisle
na tom, jaka byla konfigurace po¢ateéni, stejné pravdepodobnyml
coz pravé je zaklad k dalsim vypodéttm.

Citovand Lewisova priace je vénovédna odvozeni Planckova
zékona o zdfeni Cerného télesa; tam také je tieba definovati
urdité pravdépodobnosti a zakladnou vypoétu jsou opét konﬁgu—
race ,,stejné pravdépodobné‘‘,

Ke konci dovolim si pfednasku. struéné resumovati a pripojiti
nékolik slov o uZiti podtu pravdépodobnostl se stanovnska filo-
sofického. :

Vidéli jsme, Ze je t¥eba vénovati zvlidtni pozornost otazkam
o pohybu malych &astic tekutiny. Dnes je nade v&i pochybnost.
zji§téno, Ye hmota revypliiuje prostor spojité, nybri Ze sestavé
z molekul. Ale pies to nebylo by vhodno opustiti staré teorie,
které piedpoklddaji spojité rozloZenf hmoty; tyto teorie prmesly
v hydrodynamice a v akustice dobré vysledky. Ve fizovém pro-
storu statistické mechaniky setkdvime se s podobnym - tvofenim
pojmi. Podle nového pojeti statistické mechamky opoustime vy-
podet ideslnich trajektorii a poditdme jen s pravdépodobnostmi
prechodit z jedné konfigurace do druhé. V disledku toho upoustime
. také od pokusu definovati né&jakou velidinu (entropii), ktera by.
se zvétSovala béhem celého skuteéného pohybu. .

18) G, N. Lewis: Quantum kinetics and the Planck equatlon (Physwal
Rewiev 34, p. 1633—37, June 15, 1930) :



Ponévadz vyznam statistiky a poétu pravdépodobnosti v apli-
kacich fysikdlnich i jinde stale roste, projevil se v posledni dobé
zejména mezi fysiky zdjem o filosoficky zaklad statistickych metod.
Neéktef{ fysikové jsou presvédéeni, Ze pozorovaci chyby nedaji
se Zadnymi prostfedky stladiti pod uréité meze a usuzuji z toho,
Ze v onéch mezich jest ,,indeterminismus‘‘ (nebo: indeterminace).
Ponévadz v téch mezich ned4 se nic pfesné pozorovati, nemizeme
ovéfovati vztah mezi pii¢inou a Géinkem. Podle nich znamend to,
Ze princip kausality neplati. Domnivam se, Ze toto stanovisko se
zakladd na omylu; z toho, Ze pfesnost pozorovini jest omezena,
neplyne, %e by princip kausality mél byti nahrazen principem
indeterminace. Naopak, kazd4 aplikace poétu pravdépodobnosti
pledpoklddd zakonitost piirodniho déni, princip kausality. Toto
hledisko, naznadené u Poincaréa, bylo znamenité vylozeno ve
élanku K. Vorovky!?) a myslim, Ze pravé dnes, kdy tolik (a podle
mého nizoru neopravnéné) se mluvi o indeterminismu, zaslouii
si Vorovkovy nizory o podétu pravdépodobnosti, aby byly stu-
dovany. :

II. Teorie Brownova pohybu.

Brownovym pohybem nazyvame pohyb malych éastic suspen-
dovanych v klidné tekutiné; je to pohyb, jenz se jev{ jako naprosto -
nepravidelny, jenZ ustaviéné méni smér a jenZz pochazi od nirazi
" molekul tekutiny na &astice. Pohyby molekul samych jsou jemn&jsi
nez pohyby viditelnych &astic, které maji mnohem vétsi rozmeéry
nez ony. Ale povaha molekulovych pohybt je docela podobna
povaze pohybiu, které pozorujeme na d&asticich; takovou pied-
stavu si ¢infme o Brownové pohybu. B&hem dosti dlouhé doby
miiZe se molekula nebo Géstice dostati daleko od svého pivodniho
mista; Brownliv pohyb neni nic jiného neZ spontdnni difuse,
michani tekutiny.!) Abychom mohli sledovati difusi béhem &asu,
predstavime si, %Ze né&které molekuly jsou zvladtnim zpisobem
oznadeny, aby se lifily od ostatnfeh, feknéme zkratka, Ze jsou
,,dervené*. Uloha zni: sledovati, jak se v riznych mistech tekutiny
ménf koncentrace &ervenych molekul b&hem dasu. Zdkladni zdkon
o difust v homogenn{ tekutiné stanovi, Ze podet &ervenych molekul,
. které projdou za nekoneéné kritkou dobu d¢ infinitesimalni plos-
kou g, jest Gtmérny spidu koncentrace ve sméru k plosce kolmém
a soudinu gdf. Zakon ten je docela obdobny Fourierovu zikonu
o vedeni tepla v tuhycH vodidich; koncentraci molekul odpovida

17) K. Vorovka: Filosoficky - dosah podtu pravddpodobnosti (Cesksé
Mysl, 1913). . )
. 1) O zékladnich vlastnostech Brownova pohybu viz Haas-Lorentz: .
Die Brown’sche Bewegung, Braunschweig, 1913; J. Perrin: Les atomes,

Paris.
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zde teplota. Omezime se na Gvahy o Brownové pohybu linedrnim;
je to difuse v pifmce (v trubici), kterou volime za osu Oz; kon-
centrace u (potet Servenych molekul pripadajicich na 1 cm délky)
budi# funkef tsetky z a dasu ¢. Diferencidlnf rovnice problému pro
piipad, Ze nepusobf vnéjsf sily, zni

ou = 0%
==z (1)

kde konstanta D je t. zv. koeficient difuse. V dne&ni prednésce
nechdvdm stranou otdzku, na Sem D zivisf a jak se uréuje jeho
hodnota; nadim tkolem . bude udiniti si pFedstavu o prubéhu
difuse na zakladé rovnice (1). Poznamenejme, Zze, kdyby plsobila
vnéjsf sila, bylo by nutno pfipojiti na pravé strané rovnice (1)
dal&f é&len.

K uréeni funkce %, kterd vyhovuje rovnici (1), je tfeba jesté
piedepsati a) podminky na sténich nidoby a b) podminky po-
¢atedni. Budeme pfedpokliddati, Ze molekuly (nebo &astice) se na
sténé nadoby nezachytnou, kdyZ se ji dotknou, nybrz Ze se od nf
odrazeji, jak skutedné bylo pozorovino v nékterych piripadech.
Pak bude normélni slozka koncentraéniho proudu (t. j. derivace
koncentrace ve smgru normily) u stény rovna nule. Pokud se
tyte pottednich.podminek, budeme je vidy voliti takto: V oka-
mZiku ¢=0 jsou vSechny &ervené molekuly koncentrovény
v hodé « = z,, kde jest oviem koncentrace nekonein& velika.
Uvedenymi podminkami bude koncentrace stanovena; koncentraci
délenou celkovym poStem Servenych molekul oznadfme u(xy, , t).
Velitina u(x,, z, t) dx uddvé pravddpodobnost, e molekula, kters
v okamZiku ¢ = 0 byla v poloze'x = x,, bude po ¢ vtefinich obsa-
Zena v intervalu (z, z + dz). » (éxh hustota pravdépodobnosti)
vyhovuje podminkim .

u > 0, fudx_l

pro hbovolné hodnoty zo a t. Smoluchowsklz) rozfesil a diskutoval
nékteré specidlni piipady, jez davaji dobrouv piedstavu o povaze
problému. Kdyz jsem srovnéval jeho prace s Markovovou teorif
Tetézl, shledal jsem, Ze je jen tieba zavésti do Markovovych Gvah
spopté prom&nné velidiny ‘a na misto soustd integraly, abychom
dostali z nich obecnou teorii Brownova pohybu. Tak jsem odvodil
z Markovovych praci dv® zdkladni véty, kterych Smoluchowski
nikde v obecné formé& ani nevyslovu]e ani nedokazu;e, ale ]eho

%) Viz hlavng ]eho préce o Brownovs pohybu (Bulletm international
de I'Académie de sciences de Cracovie, A, 1913, p. 418; Annalen der Physik
(4) 48, 1915, p. 1103) oti%téné v jeho sebmn&ch splsech av Ostwalds Kla,smker
der exakten Wlssenschaften Nr 207. "
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vysledky, ke kterym dospél ve specidlnich problémech, souhlasi
uplné 8- onémi 0becnym1 vétami. Budu dnes postupovati tak, Ze
nejprve uvedu prvni zdkladnf vétu s dodatkem, ktery, jak se mné
zdd, m4 pro kinetické teorie zvlastni vyznam, pak uvedu piiklady
Smoluchowského a koneéné se zminim o dalsfch generalisacich.

Prvnt zdkladni véta zni takto: BudiZ 7 kladné é&islo a u(z, y, )
funkce, kterd je kladnd a spojité pokud z a y jsou v intervalu (a, b)
a pokud t > 7, a kterd vyhovu1e funkéni I'OVIllCl Smoluchowskeho

u(z, y,t+t)—fuxzt)u(z y,t')dz (2)

pro hodnoty z, Y, obsazené v (a,b) a pro I<t<r, 0<t'< 1,

jakoz i podmfnce
b

_ Julz g, dy =1 ' (3)
pro vSechny hodnoty z obsaZené v intervalu (a, b). Pak plati, Ze
}LH: :l'(x’ yt)= ‘P(?/),

kde funkce @(y) nezavisi na z.

Princip dtkazu, ktery je vlastné ,,pfekladem z algebry do
analyse‘‘ Markovova dikazu,?) naznaéme takto: Zvolme ¢ tak,
aby 0 <3 <7 a poloime t=1, t' =mnrt, kde n je celé kladné
¢islo. Rovmce (2) zni pak

u(z, y, (n + 1)8) = [u(z, 2, 9) u(z, y, n9) d. (2a)

Piihlizejice k rovnicim (2a) a (3) a k podmince » > 0, odtvod-
nfme snadno, Ze pfi peviém u jest u (2, y, (n 4 1)&) jakasi stfedni
hodnota mezi &isly u(z, y, nd), pfi éemz ,,vahy*, jichz se uiiva
k vypodétu stiedni hodnoty, jsou wu(z,z,¥)dz. Z toho plyne
roste-li », maximum M,(z) funkce u(x, Yy, nd) proménné z pn
pevném y nemuZe se zvétSovati a jeji mmlmum ma(z) nemize
se zmenSovati. A dile se dokaze, Ze

lM,.(x)—m,.(x)l <ec. hn,
kde h je konstanta, 0 <k <1. Tim je véta dokdzina pro pripad,
%e t-roste do nekoneéna hodnotami 9, 29, 39, . . .; dikaz d& se
doplniti- vzhledem ke spoptostl funkce u pro’ pripad Ze t roste:
8pojité. -
‘K této vété uvadim nyni doda,tek Vyhovuje-li funkce u viem
uvedenym . podminké,m a splnu]e-h mimo to jesté relaci '

1907, ) A. A, Markov: Izvistija fys.-mat. obsdestva, Kazaii, (2) 15, p. 135;
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b .
Ju(z, y, t)ydz =1 (4)
: .
pro kazdé y obsaZené v intervalu (a, b), plati, Ze
' . 1
i LY, 1) = = .
fim w00 = 5=

Dikaz plyne z toho, Ze pro t = + oo jest podle (2)

ply) = f<p<z) u(z, y, V') dz,

kterdzto rovnice ma vzhledem k (4) feSeni qz(z) = const.

Podminka (4) je splnéna, kdyZ interpretujeme wu(z, y, 1),
jakoZto teplotu tyde, ktera v okamZiku ¢ = 0 byla zahidta na
jediném misté (o souvislosti funkénf rovnice (2) s rovnici (1) pro
vedeni tepla promluvim pozdé&ji). Piedstavte si, Ze tyé, ve které
v poditeénim okamziku je teplota nestejnomérné& rozdélena, . je
tepeln& isolovana a sledujte jeji teploty; jez se dostavi po uply-
nuti 1,2, 3, ... vtefin. Po prvni vtefiné bude teplota v kaZdém.
misté A rovna arithmetickému stiedu z teplot, které jednotliva
mista pivodné meéla; tyto teploty samy funguji jako ,,vahy‘‘ pii
vypoétu arithmetického stiedu. Na konci prvé vtefiny budou tedy
teploty jiz pon&kud vyrovniny, zmen${ se rozdil mezi maximem
a minimem teploty v tyéi. A tyto ponékud jiz vyrovnané teploty
funguji zase jako vahy pii vypoétu teplot na konci druhé vtefiny
jakoZto arithmetickych stfedu atd. Po uplynuti dlouhé doby vy-
rovnaji se tak teploty v celé tydi na konstantni hodnotu. A

Pristupme nyni k nékterym specwlnim prikladim linedrniho
Brownova pohybu; vychazime z rovnic (1) resp. (5), jejichZ souvislost
s rovnici (2) pozdéji ob]asmme

L. Rovnice’ (1) md kladne fefeni (@ = —o0, b = + oo)
1 __(4’ — )
u(Zy, X, 1) = — e 4Dt |
(%o, @, 1) 2VaDi

jez md tyto vlastnosti: vyhovuje podmince (3); pro z =z, je
u = oo, kdyZ ¢t = 0; pro z F z, je u = 0, kdyZz ¢ = 0. Formule
© uddvé pravdépodobnost (presnéji feteno: ‘hustotu pravdépodob-
nosti), Ze molekula, kterd s potatku byla v bodé z,, bude po ¢ vte-
Findch v poloze z. Je to difuse podél osy Oz na obé strany neome-.
zené. :

I1. . Déje- lnse difuse jen, po kladné strané osy Oz, t. ] v trubici
s ]ednfm koncem v bodé z=20 (=0, b = + o0), jest (%, > 0)

T _(e—m) - (z4m)
= —-:' 4Dt 4Dt
"u(:c‘,, xj’ t) '2VnDt M ? 1
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Tato formule odvodi se tak, Ze formuli z predeslého piikladu I
zrcadlime na roviné z = 0 (pieme v nf — 2, na misto + z,)
a takto proménénou formuli pfidteme k pivodni. Jinymi slovy:
pravdépodobnost, Ze bod, jenz byl pivodné v poloze x, dostane
se po uplynuti doby ¢ do polohy z, rovné se soudtu dvou élent;
prvni odpovidé piechodu piimému, druhy pak pfechodu po odraze
na sténé z = 0 (je to tak, jako by bod vychazel z virtuilniho

obrazu z = — , pivodni polohy). Na kraji trubice je splnéna
podminka

ou. o OU

%=0 ¢ili a_o, pro x = 0.

III. Necht se difuse dé&je v trubici koneéné délky sahajici
od z=a =0 do z=0>b. Reeni odvodime zase z formule I.,
zrcadlice bod z, (0 < x, < b) postupné na obou krajich trubice,
vzniklé obrazy zase zrcadlime atd. do nekone¢na (zrovna tak, jako
v elektrostatice pii metod& elektrickych obrazei); soufadnice
obrazl jsou 4+ (2nb 4+ x,), kde n je celé &islo a kde znameni 4
jsou libovolné kombinovina, takie prededld formule davi pro
kazdé n celkem Gtyfi obrazy. Vychazi :

( o 1 __[z£2nb £ 2,

u(xy, z, t) = -— 4Dt

v & 1) ,,;, 2)/nDt :

Podmince (3) je vyhovéno a d4 se dokdzati, Ze
: 1

lim w(z,, 'x', i) =35
t=om
Poznamenejme, Ze ve shodé s dodatkem k prvni zakladni vété,
je zde splnéna téZ podminka (4).
Na krajich trubice jsou splnény podminky
ou — . Lo
%—_—'0 ¢ili av—O pro z =0 i pro x—b.“

IV. Na rozdfl od piedeslych pfikladi, kdy molekuly ne-
podléhaly vné&jsim silam, piedpoklddéme nynf, Ze malé &asti
difunduji ve vertikdlni nekonednd dlouhé trubici pod vlivem tfZe.
Dolni konec trubice budiz pfi x = 0, osa Ox necht mfiif svisle
vzhiru. Zde neplatf rovnice (1); nutno pfidati na jeji pravé strané
dlen, jenz vystihuje vliv tiZe. Pfedpokldddme, Ze kazda &astetka
v tekutiné suspendovand dostane vlivem'#iZe konstantn{ rychlost ¢
smé&rem dold. Podet astic, jeZz pii koncentraci u vstoupi za jednu
vtefinu do jednoho délkového cm trubice, jest ¢ du/dx; to je pi-
ristek koncentrace pochézejfef od vliva tize. Méme tedy rovnici

‘ ou 02w, . ou .
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Na kraji z =0 pnstupu]e podminka, aby proud skléddajici
se z ryzfho difusniho proudu a z proudu. pochaze]iciho od tiZe
byl nulovy. To se vy;adri rovnicf

Da—i—cu:Opro x=-0.

Smoluchowski na,éel feSeni:

(z—z.)' _(z+z) —c(z—1z,) %

u (g, 2, t) = V__. [e” 4Dt 4Dt |.e 2D 4D+
> e— 4z

Vn z, +z—ct
2yDt
Diskuse tohoto FeSenf je zvlasté zajimava. Je-li ¢ velmi malé,
prevladd napravo prvni élen; pribéh koncentrace je asi takovy,
jako .v pripadé II. Roste-li ¢, zmen3uje se prvni élen a zvé&tSuje
se druhy; postupné uplatiiuje se vliv tiZe (koeficient c) a méme

cT

c =
» ‘hrgu(xo,xt)=—b—e D.
To znamena, Ze po uplynuti nekonedné dlouhé doby &tastedky
usazuji se nejvice u dna (x = 0), podle predeslé formule; koncen-
trace ubyvd s vyikou podle exponencidlni funkce. Formule je
totozna - se znamou formuli barometnckou, nebot’ jest

D = log + log u. ‘
Interpretujme zase u, ]akozto hustotu pravdépodobnosti pro.
prechod z z, do.x za dobu t. Po uplynuti nekone&né dlouhé doby
m4 nejnizéf poloha x = 0 nejvétdi pravdépodobnost (hustotu pr.),
Ze bude ¢&astici dosaZena. Stiedni vzdélenost Géstice -od x =0
jest v8ak -

® ¢ = D
b[ z5e D dx = =
Castlce, jer v potsteénim okamz1ku byly v x,, oscilujf po
uplynuti nekonetn® dlouhé doby kolem z = D/c..N&které vystupuji
doséhnuvie dna x = 0, zase do vyie a druhéd véta thermodynamiky,
Jak-se nékdy uvadf, zetotli entropie = logarithmu pra.vdépodobnostl
stale se zvétuje, zde neplati V nafem ptiklad® nastéva pro t-= oo
maximum entropie &ili maximum log % pro z =0 a je rovno log c/D :
Stoupé-li Sastetka, entrople se zmensuje. Poznamenejme k této
Gvaze Smoluchowského, Ze pojem entropie mé vlastnd vyznam
jen pro systémy sloZité, ne pro jediny pohybu]ici se bod.
Calopis pto péstovdn! matematlky a fysiky. Rolnik 61, 4
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Vratme se nyni k zdkladni vété, kterou ]sem shora uvedl
o Smoluchowského ravnici (2). Ulohy IasIV _byly fefeny uZitim
diferencialni rovnice (1) nebo (5); rovnice (2) jsme.vibec neuZili.
Jaky je vyznam téta rovnice a jak souvisi s teorii difuse? Smolu-
chowski odvodil rovnici (2) touto Gvahou: Je-li u(z, 2, t) dz pravds-
podobnost piechodu z polohy x do n&jaké polohy obsagené v inter-
valu (2, z + dz) za t vtefin, jest u(z, 2z, t) dz . u(z, y, t') dy pravds-
podobnost sloZeného pfechodu z x pfes bod intervalu (z, z + dz)
do bodu poloZeného v intervalu (y, ¥ + dy) za thrnnou dobu
t + t’ vtefin. Integrujeme-li nyni vzhledem ke vSem moZnym
piechodnim polohdam 2, dostaneme whrnnou pravdépodobnost
u(.x Yt + t') dy prechodu z x do bodu v intervalu (y, y + dy),
coZ pravé vede k rovnici (2).

V predeslych tlohdch méli jsme riizné parclalni rovnice (1) a (5)
a rizné podminky na krajich, po p¥{padé i problémy bez podminek.
Ale ve vSech pfipadech plati ona obecnd vlastnost pravdepodob-
nosti Vy]adrena vztahem (2). Ctyti funkce (o, T, 1), jez da,valy
fefen{ Gloh I aZ IV, vyhovuji v8echny rovnici (2), jak se maZeme
dosazenim presvédcltl Tyto pnklady sta¢i, aby ukézaly, ]ak
rovnice (2) plat{ pro funkece vyhovu]mi riznym parcmlmm rovnicim.
Za pfedpokladu, Ze plati rovnice (2) a (3) dd se u(x,, x,t) inter-
pretovati jakoZto teplota v isolované tyéi (koncové body x=a,
z =0b) v misté x a v Case ¢, kdyZ pro ¢ = 0 cely tepelny obsah
tycée byl koncentrovan v jediném bodé z,. V tomto pfipadé i v obec-
né&jsich tlohdch lze pak aplikovati Givahu o chladnuti tyte, jak
jsem ji shora uvedl; plati tu vidy také rovnice (4).

Druhd zdkladnt véta tyka se t. zv. stiedni kvadratické achylky
néjaké velidiny od stiedni hodnoty. Piedpokladame, Ze pohybujici
se bod (molekula, ¢4stedka), jenz v okamiiku ¢ = 0 je v poloze
x = &,, uddvd hodnotu né&jaké velidiny; hodnota ta, kterou ozna-

;ge a(x), zavisi na okamzité poloze bodu (je funkeci tselky z).
Strednf hodnota funkce a(z) po uplynut1 doby ¢ je ddna formuli

b .
s. h. [a(w)]g = a(xo, t) = fu(xo, z, t) a(x) dz, (6)
a

kde u(x,, z, t) je jako .dfive pravdépodobnost pfechodu z z, do =
za dobu ¢. PiibliZna hodnota oné stiedni hodnoty najde se takto:
Sledujme ¢&astici, ktera byla v okamZiku ¢ = 0 v bodé z, a za-
znamendme jeji-polohu & po ¢ vtefindch; pa.k sledujeme jinou
dastici, kterd zase vychézi z bodu z, a zaznamename jeji polohu &,
pot vtermach atd. Mame-li N takovych ziznamu, jest

s b [a(x)]—é(g’)+“(§’); +a(5")
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Roste-li N do nekoneéna, bliz{ se s. h. limitni hodnoté

lim s. h. [a(z)} = f o(x) a(x) dz = a, (6ay

t=o
kterd nezavisi na poéateéni poloze .

Pozorujme nyni polohy Jedne a téle Sistice v okamzicich
t=19,29,639,... NJ pmslusne jeji polohy budtez z,, x,, s, ... Zx-
Soudet a(é‘l) + a(éz) + . + a(&éx) mél pfibliZznou hodnotu N’
soudet a(xry) + a(xy) + ... + a(xN) li8i se od pfedeslého a klademe
si za Glohu vySetfiti -

s. h. [a(z,) + a(zy) + . . . + a(zy) — Na)]2.
Kdyby se hodnoty z,, «,, ..., zy volily ,,ndhodn&“ tak, jako

na pf. se tdhnou éisla v loterii, nebyl by vypoctet tézky Mame
poditati tyto stiedni hodnoty: _ .

s. h. [a(xr)]? a s. h. [a(zx) . a(x)].

V okamziku k& muZe miti x kteroukoli z hodnot mezi a a b; kazda.
mé svou pravdépodobnost u(zy, z, k9) a tedy

s. h. [a(xx)]2 = } u(wg, x, k) [a(x)]® dz.

a

A% potud jde vypodet tak, jako by se hodnoty i urdovaly na.
zptsob tahi z loterie. Ale v piipadé s. h. [a(xz) a(x;)] nemiZeme
takto postupovati. Nebot ma-li # v okamziku £ néjakou hodnotu %,
je ‘hustota pravdépodobnosti wu(xi, i, t), Ze po t vtefinich bude
miti hodnotu ;. Mdme zde ,,zavislé pravdépodobnosti‘ &ili Marko-
viv Fetéz a vypodet je slozxty Markov roziesil problém pro ne-
Spojité proménné a ukizal, Ze v tomto piipad® podil stiednf hod-
noty a ¢isla N mé uréitou limitu, kdyZ N roste do nekoneéna.
(stran podrobnosti o Markovové teorii viz mou prici eitovanou
v pozn. 1) k prvnf pfednédce). V nafem piipads spojité proménné 2
(linedrni’ Browntv pohyb) divd Markoviiv vzorec, nahradime-li
. soudty integraly, druhou zdkladni vétu

lim s p. 2@ +a(@) + ...+ a(xy)—NEP__
.N=m N

—1) f./ f{z[“(xo)—ka}zuk(xl, NN SLEN N ...>dxk4
Z(If:—_ll)l)‘lf f f wr(Zy, Zgy - - ., x,,) dz, dz: ) (7)’

kde )est polozeno

ST
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w(zy, 2y, ) u(xy, 25, ) ... u(zy, 28, ?) |
uk(xl, Ty ... xl-,) e
‘ w(zk, 2, ) u(xr, 2, 9) ... u(xk, Tk, 19)

V ¢ditateli i ve jmenovateli formule (7) jsou nekonedné fady
podobné znémym faddm Fredholmovym, Poznamenejme, Ze na-
lezend limita stfedni hodnoty zévisi na veli¢iné 9, t. j. na dasovém
“intervalu, jenZz oddéluje dvé po sobé nasledu]wl pozorovéni po-
hybujici se &astice.

Ptejme se nyni, co da formule (7), kdyZ & roste do nekoneéna.
Podle prvni zakla,dni véty jest

hm u(z, ¥, 9) = ¢(y).

V determinantu u; budou tedy pro # = co v libovolng zvoleném
sloupci vesmés stejné elementy. Determinanty w; (k = 2,3,4,...)
se proto vSechny anuluji; tohko determinant prvniho stupné U,
bude ruzny  od nuly:

U = u(xv Zy, '9)19=°° = (P(xl)’
a pravé strana vzorce (7) prechizf, pon&vadz
. . :
Jo(z) dz =1,
Ve vyraz -
f [a(z) — a]* p(z) dz, (7a)

<coZ je podle (6) stfedni hodnota veli¢iny [a(z) — &) po uplynuti
nekoneéné dlouhé doby Formule (7a) odpovid4 pravé pripadu,
kdy by hodnoty w,, x,, . . . byly voleny tak, jako se t4hnou &isla
v loterii. KdyZz chceme vypoéet naif sttedni hodnoty numericky
provésti, nahradime 'nejprve integril: (7a) souStem; rozdélime
interval (a, b) d&licimi body &,, 8, . . . na m ste]nych dfla o délee 4s
a misto (7a) piieme pnbhznou hodnotu

2 Lals:) — al* g(s:) ds.

t=1

Predsta.vme 8i nyn{ Browndv pohyb po useéce (a, b). Po uply-
nut{ nekonetns dlouhé doby ¢ (feknéme: velmi dlouhé doby),

. urdime polohu z,; bude to jedna z hodnot s&. Pak po uplynuti

dalif' stejné'dlouhé doby bude bod v polbze 2, (z Tovna se opét

ndjaké z hodnot ;) atd.- Cfslo ¢(s;) 4s je rovno pravdspodobnosti,

_ %e po velmi dlouhé dobd 4 bude tastice v.intervalu (s;, & + 4s),

a hofejs{ soudet da skuteéné stfednf hodnotu &ili matematickou

‘.nadéjl vehémy [a(x) ——cz]2 ve shodé 8 elementém;(m pravndlem
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0 vypoctu matematickych nadé&ji. Tim, Ze jsme zavedli & nekonend
veliké, Ze jsme tedy nekoneéné oddalili dva po sob& nésledujici
okamzxky, ve kterych polohu &astice pozorujeme, odstranili jsme
vliv aktudlni polohy na pravdépodobnost, se kterou se né&jakd
jind poloha oéekava po uplynuti nekoneéné dlouhé doby . Pravdé-
podobnosti jednotlivych poloh jsou nezivislé jedna na druhé.

Ale v obecném piipadé koneéné dlouhé doby ¥ nemaji vliastné
jednotlivé polohy =, z,, ... urditych pravdépodobnosti. Jsou
jenom pravdépodobnosti piechodt za uréitou dobu, éim?% stiva se
vypolet stiedni hodnoty (7) slozitym.

Vliv. doby, po kterou trva piechod, na ¢tverec urazené driahy,
sledujme v piipadé tdlohy IIL. Stiedni hodnota &tverce posinuti
z polohy z, do polohy z.za dobu.t ]e stanovena podle obecného
vzorce (6) takto:

(z;l:2nbiz,)'

b .
s. h. (a: — xy)t = ] 2]/:th2 e ‘_w‘ . (x— zp) d. (8)

Zav1slost tohoto vyrazu na ¢ ned4 se vySetfiti bez podrobnéjéiho
vypodtu. Viimneme si zde jen krajnich pifpadd: lim¢ = 0at = co
\% prvnim piipadé pievlada (r — z, jé nekonetn$ mals velidina
zaroveli s t) v soudtu élen

(x—2,)*

e Dt

ostatni konverguji k nule a mame pro malé ¢
@—)

f— 4Dt (x — a)? dx, a <z, <b.

h. —_ 2
8. (a: xo)” 2V 5

Kdy% zavedeme mtegraéni proménnou wu rovnicf
= 2]/ft L%+ X,

vychézi -
+ o0 v
lim s. h. (x—xo) ‘ ;42 e udu = 2D
) t=0 Vyt . .
aneb : _ ‘ ,
8. h. (x — x)* = 2Dt, - , © (8a)
'V druhém pf'ipa,dé Ppo uplynuti nekoneéné dlouhe doby mame
hmu(:co, z,t) = -1
t=o00 ° b
a _ . S ‘
(‘l"‘—%)2 (b — #o)® + (xo'— a) )

b

a - '.

8. h (x"—xo)t—uozz‘ d "“, 3b (Sb)
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Vzorec (8a) platl vidy pfilinearnim Brownové pohybu pokud t
je velmi malé; aplikoval by se tedy na p¥. v Glohach I, IL a IV.
Vliv stén a sil pusobicich na gasteGky neuplatni se na podatku
pohybu. Vzorec (8a) odvozeny té% Einsteinem, byl kontrolovéin
experimentdlné. S rostoucim ¢ prestava viak platltl (8a) a v nasi
aloze III, piejde (8a) pro ¢ nekonedné veliké ve vzorec (8b).

A% prednaska,ch jez jsem mél r. 1930 na Institut Poincaré,.
zavedl jsem pojem ,,vlny pravdépodobnosti*‘. Pravdépodobnost
prechodu se ,,odraz1 na sténd, nebot jakmile doba pfechodu je
deldi, takie &dstecka miiZze dOJltl ke sténé a vratiti se pak zpét,
pravdepodobnost pfechodu se pozméiuje, neplati jiz vzorec (8a),
nybrz vzorec sloZit&jsi. Pozdé]1 pak, kdy% t je jesté v&tdi, piijdou
v tvahu opétované odrazy, vyraz pro pravdépodobnost prechodu
se dale komplikuje, aZ zase po uplynuti nekoneéné dlouhé doby
méme jednoduchy vysledek (8b). V piikladé I (difuse po neome-
zené piimce) plati vzorec (8a) neomezené pro libovolné 2.

V nékterych problémech (také z jinych oboru fysiky) zalezi
na teoretickém stanoveni fluktuaci, t. j. odchylek, kterych doznava
néjakd proménnéd veliéina bshem 6Gasu od své stiedni hodnoty.
V nékterych pracich Smoluchowského a Firthovych?) jsou po-
¢itany rizné stfedni hodnoty a pravdépodobnosti s ohledem na
,,zavislost pravdépodobnosti“ (dédi¢nost, persistence). Obecna
teorie fluktuaci s ohledem na ,,dédiénost* zalozZila by se na
rovnici (7). -

_ Obé¢ zakladni véty predpokliddaji, Ze interval (a, b) ma koned-
‘nou délku, takZe jich nelze bezprostiedné aplikovati na Browniv
pohyb po neomezené piimce.

Rovnice Smoluchowského zobecni se bezprostiedné pro pohyb
dastice v tekuting trojrozmérné. BudiZ V vnitfek uzaviené nadoby
vyplnéné tekutinou a 4, B dva body uvniti V. Pravdépodobnbst
u (A4, B, t)dtp, kde drp znaéi element objemu v poloze B, Ze
dastice pre]de z A do vnittku dvp za ¢ vtefin, vyhovuje funkéni
rovnici

“u(d4, B, t+t) =f;ffu(A, M,t) w(M,B,t) dar.

Ve fazovém prostoru statistické mechaniky d4d se uZiti ob-
dobné rovnice. Ob& zikladn{ véty a vSechny jejich dﬁsledky
plati i v téchto piipadech bez podstatné modifikace..Jen je tieba
nahraditi- integrace od a do b _integracemi v oboru V.

Ve viech fivahich jsme predpokladah Ze -pravdépodobnost
prechodu za urditou dobu nezévisf na okamZiku, kdy prechod

~zadina. Tak tomu je v klidné tekuting; kdyz ted vidim stici nebo

4) Viz 8moluchowského préce . citované v pozn. ’) R. Fiirth: Zeit-
schrift fiir Physik 2 (1920), p. 244, 40 (1927), p. 351, 364; Schwankungser-
schemungen in der Physik (Bra.unschwelg 1920).
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molekulu v poloze A a kdyz jest urditd hustota pra.vdépodobnostx
pro piechod z 4 do B za hodinu, budu povaZovati nékdy pozdg&ji
pravdépodobnost tohoto pfechodu za stejnou jako dnes. Ale kdyby
v nadobé& s tekutinou byly proudy proménlivé béhem casu, byla
by pravdépodobnost pfechodu ve sméru proudu vétsi nez ve sméru
kolmém k proudu a bylo by nutno zavésti funkei (4, B, ¢, 1),
kters zavisi nejen na poloze podateéni 4, na poloze koneténé B
a na dobé prechodu ¢, nybrz také na okamziku 7, kdy se bod
naléza v poloze 4. Tato funkce vyhovuje funkéni rovnici, kterou
udal Chapman®) ve svych studiich o difusi. Rovnice ta zni:

WA, B, t + t',9) = [[fu(4, M, t,9) w(M, B, t', 9 +t) drar. (9)
’ vV

Smysl jeji je tento: hustota pravdépodobnosti, Ze &astice, jez se
v okamziku & nalézd v A4, piejde za ¢t + ¢’ vtefin do B, rovna se
hustoté totalni pravdépodobnosti pro vSechny moiné prechody
z A do M za t vtefin, odtud pak do B za dalSich ¢’ vtefin; M miZe
byti llbovolny bod v oboru V vyplnéném tekutinou.

V praci, kterou jsem uvefejnil 2. biezna t. r.,%)- vyslovil jsem
vétu, Ze za uréitych predpokladu (kdyZ funkce u je v jistém oboru
argumentfl kladné a spojitd a pod.) plati

lim u(4, B,t + 1, 9) = ¢(B), (10)
L .

coZ je zobecnéni prvni zdkladni véty. Jsou-li tedy v tekutiné
proudy, které se béhem ¢asu méni, po uplynuti nekoneéné dlouhé
doby muZe se 8astice dostati do kterékoli polohy B uvnitf nddoby
a to s hustotou pravdépodobnosti, ktera zavisi toliko na B.

Poznamenejme, %e Chapmanova rovnice dda se upraviti na
soumérny tvar takto: Je-li okamz1k kdy'je v B (t, < t, < t),
jest . :

=0, =t =Dt + 1

u (4, B, t+t 19) D(A4, B, 4, 1),
nabyva (9) tvaru
D4, B, ) = [[[ P(A, M, 6, t) DM, B, o, 1) drar.

piSeme-li

Soudasné s” mou praci vysel 2 brezna sesu; Math. Annalen,
kde Kolmogorov?) dokazuje (pod nézvem ,ergodicky princip*)
vétu (10) jakoZto zobecnéni véty, kterou Hadamard se mnou

%) 8. Chapman: Proceedings of the Royal Society, London; A. 119 )
1928, p. 39.
8) B. Hostinsky: Comptes Rendus,t 192, p. 546. '
. ") A. Kolmogoroff: Uber die analytlschen Methoden in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung (Math. Annalen 104, 1931, Heft 3 (vydéno 2. biezna,
p. 415—458). :
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uvefejnil r. 1928. Dikaz Kolmogoroviuv je vlastné zaloZen na téze
my8&lence jako Markoviv dikaz prvni zékladni véty. Veliky vyznam
Kolmogorovovy priace je v tom, Ze objasiiuje souvislost mezi
funkénimi rovnicemi tvaru (2) a (9) na jedné strané a diferencial-
nimi rovnicemi parcidlnimi i obyéejnymi riznych typd na druhé
strané. Kolmogorov zobeciiuje tak vysledky Smoluchowského
a ukazuje, jak lze pro nejriznéjsi zcela nespojité d&je zavésti
pravdépodobnosti, jez jsou spojitymi funkcemi soufadnic a ¢asu
a jez vyhovuji oby¢ejnym nebo parcidlnim diferencidlnim rovnicim.

Ukézal jsem v dnesni pfednasce, jak se aplikuji obecné mySlen-
ky Markovovy v teorii Brownova pohybu. Hlavni vysledky jsou
obsaZeny ve dvou zdkladnich vétach a v zobecnéné vété, tykajici
se rovnice Chapmanovy.

Ke konci dodal bych poznimky o souvislosti s teoriemi
algebraickymi: Smoluchowského rovnice (2) je vlastné analy-
tickym prekladem této véty o sklidani linearnich substituci.
Je ddna linedrni homogenni substituce S™ o r proménnych

,
= E a(l)ﬂ, Xk, 1= 1, 2, N )
k=1

koeficienty necht vyhovuji podminkim

r

Z oWy =1, ay > 0.
=1

Provedme tuto substituci nkriate po sob&é. Dostaneme sloZenou
substituci S8® o koeficientech a) a plati pro libovolné celistvé
indexy m, n

, .
amtmy = D' am;, ay,

. Tato rovnice vyjadfuje vztah, Ze substituce S™ (m =1, 2, 3....)
tvoi{ grupu; symbolicky soudin 8™ . 8™ rovns se Stm+m),

Kdy% prejdeme od nespojitych indext ke spojité prom&nnym
veli¢indm =z, y a od iteradnfho indexu n ke spojité proménnému
dasu ¢, dostaneme z predeslé grupy grupu funkdnich transformaci
lmearnich kterou uvedl Hadamard®) ve svych prednadkich, ko-
nanych v Praze a v Brnd 1928, jakoZto piiklad problému blfzkého
‘Huygensovu principu. Rovmce (2) a (9) davaji totiz zdklad k for-
mulaci problémi takovéhoto druhu:- pochopiti koneény stav
néjakého systému, jakoZto vysledek bud daného stavu zaéateéniho
‘aneb stavil pfechodnich, ke kterym by systém dospdl ve svém
vyvoji mezi okamZikem poéitednfm a okamZikem konetnym.

Co %) J. Hadamard: Huyghensav princip (Casopis pro tovani mat.
-a fys. 58, 1929, p. 346—366). P pro pés
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Cely ten dasovy vyvoj pravdépodobnosti podle (2) nebo podle (9)
je vlastn® opétovani linedrnich funkénich transformaci typu

b . .
F(z) = [u(=, y,t) {(y) dy,

‘kde % je dand funkce a f funkce prom&nn4, na kterou se transfor-
mace aplikuje. Algebraické pravidlo o koeficientech a;(™ shora
podané definuje symbolické nasobeni matic (je to vlastné pravidlo
o nésobeni determinantt); rovnice (2) a (9) vyjadiuji symbolické
ndsobeni linedrnich ' funkénich transformaci. A  tasovy - vyvoj
pravdépodobnosti, jenZz je témi rovnicemi definovan, odpovidi,
jak se domnivim, docela tém ,,vindm pravdépodobnosti‘,?)
o kterych jednd L. de Broglie ve své vinové mechanice. Tyto aZ
dosud ponékud neurdité tvahy, mély by se zpracovati pravé
z tohoto hlediska: Jsou diny dvé viny, dvé rizné konfigurace
fotont, svételnych kvant; jaka je pravdépodobnost, Ze vina piejde
z jedné konfigurace do druhé za uréitou dobu? Odpovéd na tuto
otazku vedla by, jak se domnivam, k piesnéjsi formulaci nejasnych
dosud otdzek o pravdépodobnostech ve vinové mechanice.

* Vidite, Ze pojmy zavedené Markovem a Smoluchowskim maji
vyznam pro aplikace v rozmanitych smérech a myslim, Ze pravé
u nas by bylo na misté vénovati zvlastni pozornost pracem téchto
dvou velkych slovanskych badateld, studovati je a’ pokradovati
smérem jimi naznadeném v fefeni nad miru zajimavych problemech
o pravdépodobnostech. :

IIL. Planckiayv zdkon o zéfeni.

" Podle. Kirchhoffa pislu§f ka?dé litce urditd mohutnost .
absorpéni @ a urditdi mohutnost emisni e.” Dopadne-li' na latku
svétlo nebo vibec elektromagnetickd vlna, &ast zafivé. energie
se odraZf na povrchu télesa, &4st télesem projde a &iff se dile,
d4st pak se t8lesem pohlcuje a mén{se v ném v teplo, po pripadé
v jiny druh energie. Cislo a udavé pomdr této absorbované energie
k celé energii dopadajici; pfesna definice béfe ohled na délku viny
dopadajictho svétla, na thel, pod kterym vina dopadé na povrch
télesa a j. Emisni mohutnost e zévisi pak na tom, jak mnoho energie
vyza¥i element na povrchu télesa za urditou dobu; pii tom zase se
béfe ohled na tihel, ktery svird smér vysilanych pa,prsktr s normélou .
k povrchu télesa, na délku vlny. a j..Kirchhoff ukizal, Ze pomér
efa je pro viechny. litky stejny a Ze zavisi toliko na teplotd 7'
a na frekvenci » viny. Pro dokonale &erné téleso, t. j. t&leso, je
pohlcu]e viechno zareni naii dopada;ici, jest @ = 1, tak¥e onen

" %) L.de Broglie Introductlon 4 l’étude de la Méca.mque ondulatmre,
Paris '1930.. - . . - .
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pomér se redukuje na e; plati e = f(v, T'). Podle vykladu, ktery
se dnes vSegbecné pfijima, neni f(v,7") nic jiného, nez hustota
elektromagnetické (zafivé) energie éili energie elektromagnetickych
kmitt obsaZend v 1 cm? dutiny v rozzhavené peci; pec ma teplotu 7'
a ]est isolovéna tak, Ze teplo ani neuchdzi ani nep¥ichdzi. Kirchhoff
sam neur¢il tvar funkee f(»,T). Po ném fada badateld (Wien,
Stefan) prlspéla k jejimu urdeni, jednak teoretlckyml tvahami,
jednak piimym méfenim zareni; energie zafeni piipadajici na
tazky obor spektra mezi frekvencemi » a » + dv mé&¥{ se bolometricky
a pod.. Tyto vyzkumy dovolily redukovati f(», T') na funkeci jediné
proménné a Planckovi podafilo se v. roce 1900 odvoditi Gplnou
formuli, kterd se vyteéng osvédéila v teoretickych avahich a kters
také piesnymi méfenfmi byla potvrzena.

Dovolim si uvésti v dnesni prednasce nékteré zakladni myslen-
ky; které vedly k jejimu odvozeni a nékteré pozndmky k nému.

Znizornime-li pfi uréité teploté zavislost f na », dostaneme
diagram, ktery na prvni pohled upomina na ,,frekvenéni kiivky*,
jakych se uziva ve statistice. Tak kdyz sledujeme u velkého podtu
jedincii vyskyt néjakého znaku kvantitativné méfitelného, udava
pofadnice frekvenéni kiivky podet jedinch, pro které: prlslusna
uset¢ka méfi velikost onoho znaku. Plancktv dukaz a vSechny
jeho obmeény, které pozdéji od riznych autort byly vypracovény,
vychazeji z avah statistickych. PonévadZ zde b&zi o tlohu souvi-
sejici s problémem o rozdéleni rychlosti, které majf molekuly plynu
uvedu nejprve nékteré vzorce z kinetické teorie plyni.

_ Molekuly plynu, jenz je tepeln& isolovan p#i uréité teplote T
v uzaviené nidobé, pohybuji se rovnomérné a piimodare; srazeji
se a narazeji na stény nadoby, pii éemZ nastivaji odrazy podle
zakonli o razu dokonale pruznych téles. Molekuly maji jakousi
stfedni rychlost, kterd souvisi s teplotou 7', a nds zajima hlavné
odpovéd na tuto otdzku: Kolik je molekul, jejichZz rychlost leii
~ vmezich cac + dc? Podle Maxwella je pravdépodobnost, Ze néjaka
molekula ndhodné vybrana mé v libovolném pevném sméru slozku
rychlosti obsaZenou v mezich » a u + du, rovna vyrazu

31 3w :

=V2NEB 25 du i (1)
kde %2 je ,,stfedni kvadraticks rychlost‘ (stfedni hodnota kvadritu
rychlosti). Slozky rychlosti jsou rozdéleny podle Gaussova zdkona
chyb; to je smysl rovnice (1).:Je-li N, podet molekul v 1 cm?d,
- jest mezi nimi pN, takovych, Ze slozka rychlostl v predepsaném
- sméru le?{ v mezich » a v 4 du. Oznadme nym pismeny wu;, v, wi,
_slozky rychlostl ve smérech Oz, Oy, Oz i-té6 molekuly a budiz N
ﬁhrnny poéet véech molekul v nidobs. Kinetickd energie 4-té
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molekuly, je-li m jeji hmota, jest
3 m (u? + v + w?).

Uhrnné kinetickéd  energie viech molekul dohromady neméni se
béhem &asu a tedy plati

wy? + 0?4 wy® 4w L 4 wy? = Nk . (2)

Podle Borela') miizeme interpretovati vzorec (1) geometricky
takto: Rovnice (2) definuje kulovou plochu v prostoru o 3N roz-
mérech, opsanou kolem podatku soufadnic polomérem kVN .
Protnéme tuto plochu dvéma rovnobéZnymi rovinami kolmymi
k ose Ou,:

U = u, U = u—+ du,

kde du je nekoneéné mald velidina. Vzorec (1) uddva pak, pro
pripad, Ze &islo NV je veliké, pomér p plochy pasu kulového obsa-
zeného mezi onémi' dvéma rovinami k celému povrchu koule (2).
Podle toho pravdépodobnost p, Ze x-ova slozka rychlosti prvni
molekuly (nebo kterdkoli slozka rychlosti jiné molekuly) lezi
v mezich v a 4 4+ du, rovna se pravdépodobnosti, Ze bod zvoleny
na povrchu koule (2) lezi uvnitf onoho pasu. Poznamenejme, ze p
je maximalni pro w = 0 a Ze rapidné klesa, kdyZ se u zvétiuje.

Riznymi zptsoby byva odivodiiovano, Ze pravdépodobnosti p-
pro rizné slozky jsou navzajem nezavislé; prijméme tento pied-
poklad. Pak bude pravdépodobnost, Ze slozky rychlosti molekuly
ve smérech Oz, Oy, Oz maji hodnoty obsaZené resp. v mezich
(w, w + du), (v, v + dv), (w, w 4+ dw), rovna p*® éili

3 1)\® 3wttt
(]/% —k—) e 28 du dv dw.

Zavedme do poétu prostou hodnotu c¢ rychlosti, kterd souvisi
se slozkami u, v, w podle rovnice c¢? = u? + v2 + w? a uZijme
polarnich soufadnic v prostoru (u, v, w). Je-li df2 télesny thel,
ve kterém vidime element kulové plochy opsané kolem poéitku
polomérem ¢, bude element objemu c? dc dQ2, takze naSe posledni

formule pfejde v
31\ -2
2= T o2
(l/ T k) e c2dcd?
a integraci podle £ dostaneme vzorec
' 3 1\ ¥
il 28 2
R 4n(l/2n Ic) e 2Fcic (3)

1) E. Borel: Introduction géométrique & quelques théories physiques,.
Note I (Paris 1914).
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pro pra.vdépodobnost, e rychlost molekuly leZi v mezich ¢ a ¢ 4 dc.
Koeficient; jimZ se ve formuli (3) ndsobi dc, je soudinem dvou
dinitelu; exponenc1a]ni dinitel klesd z maximalni hodnoty =1
(které na,byvé, pro ¢ = 0)'s rostoucfm ¢, druhy &initel c? pak sou-
"dasn& roste. Z toho ]Ii je patrno, Ze koeflclent 8 rostoucim c¢ roste
“a% do urditého mamma, nadez klesa. 2)

. Predpoklddéme, Ze molekula nem4 jiné energie mimo energii £
translaéniho pohybu, kterd je

B = {m (u? + v* + w?).
Uved’me jesté zndmy vzorec
Imk? = —Jlé T,
zde je N Avogadrovo ¢éislo (pro jednoduchost si predstavime, Ze
v. nadobé je pravé jedna grammolekula plynu, takie N znadi

dhrnny podet molekul), R plynové konstanta. Pak lze na misto (3)
“pséti

"'ﬂE = —— . [
Ke—#E, RT' (3a)

- Podle Gibbse pfisuzuje se formuli (3a) platnost zcela obecns.
Vytkneme-li v jakékoli fysikilni soustavé né&jaky jeji element,
je (3a) pra.vdépodobnost Ze element, jenZz miZe miti riznd mnoZstvi
energie, ma pravé energii K. Poznamene]me ze do konstanty K
jsme vzali také soudin du, dv, dw; pfedpokliaddme tedy v ,,prostoru
rychlost{“ u, v, w urtité déleni na malé elementy. -

Pnstupme nyn{ k odvozent Planckovy formule. Podle Plancka
vyménu,]i si jednotlivé elementy derného télesa energii a to tak,
Ze v kaZdém misté viechny barvy spektra udriuji se ve stdlé
intensité. OvSem .intensita je stdld jen statisticky; Jen stfedni
hodnoty intensit- poditané pro p¥iméfend dlouhou dobu jsou stalé.

‘Povaha elektromagnetického zafeni v duting &erného télesa
je takovs,.jakd by byla v dutin® dokonalého vodide, kde jsou
ustaleny elektromagnetické kmity ve vakuu. B8z o to, jaké frek-
" vence mohou miti kmity v takové duting. Kazdé slozka elektrickeé
nebo magnetické sily vyhovuje v té dutiné rovnici

102X
2 atﬁ
-kde c je rychlost svétla. Predstavme si dutinu v podobé krychle
o hrané a. Jeden vrchol je v podatku, hrany jsou rovhob&iny

s osami Ozyz. Jsou-li stény krychle dokonale vodivé, jsou elektro-
magnetické kmity ve vakuu uvnitf krychle diny rovnicemi tako-

©5009) Stran podrobnosti viz pélany vod do Kinetické teorie plym‘: v knf¥ce
o E. Bloch Théone cméthue des 8oz, Paris (Collectxon Arma,nd Colin).

=.AX,‘
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| véhoto tvaru:
X = A cos y—z—z—a—: cos y—t%zsingﬂ’—z- cos (2mvt + 7).

Zde znat{ «, B, y libovolna celd é&isla. Frekvence kmiti je pak

uréena vztahem
P o il i
4 a?
Kazdé skupiné celych &isel e, g, y odpovidd jeden kmit.?) Ruznych
kmith, jejichz frekvence jest < », je tolik, kolik miiZovych bodi,
t. j. bodt s celistvymi soufadnicemi, lez{ uvniti koule o poloméru

4a2y? _ 2av
2 ¢’

Vezmeme-li ohled je§té na to, Ze ne viem zménam znamének
u veli¢in «, §, y odpovidaji nove kmity, musime d8liti objem koule
¢tyimi. Vychdzi pak. :

3,3
8%
3

c3’

jakoZto potet elektromagnetickych kmitd o frekvenci < ». V mezi-
kouli o stfedu O a o krajnich polomérech 2av/c a 2a (v + dv)/c
je miiZovych bodua piiblizné tolik, kohk Jednotek mé objem mezi-
kouli, tedy

8mady?

——dy,

ca
takZe na 1 cm?® jich tam pfipada

87v?
c?

dv. ' , (4)

To je formule Rayleigh-Jeansova pro potet vibraci na 1 cm3,
o frekvencich obsaZenych v mezich » a v + dv. Této formule
uzivaji viechny teorie zafeni. Poznamenejme, Ze vypodet. pravé
uvedeny je pfiblizny a Ze d» neni nekonedn& malé &islo, nybrz jen
¢islo malé proti »; dv mus{ byti dosti veliké, aby v oné kulové
- vrstvd ; (jejiz tlouétka, jest Gmérnd dy) opra,vdu né]aké mifZové
body byly. .

Planck predpokladd nyni, Ze energle, kterou m4é elektro-
magneticky kmit o frekvenci », méni se jen po kvantech o veli-
kosti Ay, kde % je konstanta. Podrobn&ji feteno: v tizkém pruhu
spektra, které dostaneme rozkladem éerného zafeni, mé frekvence »
(po pi{padd frekvence velmi mélo od ni se liéioi) energii, kterd

3) Viz na pf. M. Planck: Vorlesungen iiber die Theome der War-
mestta.hlung, 2. Aufl.,, Leipzig, §169.
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se rovna bud nule nebo Av, nebo 2kv, ... Zmény v energii, rovné
vidy celistvému nasobku kvanta A», déji se velmi rychle, ale tak,
_Ze stiedn{ energie vypodtend pro dobu nekoneéné dloubou, je stile
stejna. Hledejme stiedn{ energii takového kmitu. Vypodet je zndm g
také L. Brillouin3) ve svych prednaskach které nedavno u nas
mél, jej podal, takZe naznadim jen vysledek. Stiedni energie bude
podle Gibbsova pravidla

Z ke—Fmtv g by
m=0 }W

- @ = eblv 1 © : (D)
k e—Bmhy -
m=.0
Hledand energie zafenf, obsaZend v pruhu spektra mezi frek-
vencemi » a » 4 dp, je rovna poétu vibraci ndasobenému stiedni
energif jedné vibrace, tedy

8mv? hy 8mhy3 . dv
dW: ) dv. 6‘5’“’—-1 == ca(eﬁ’“’—- l),
~a hustota zdfeni je ddna Planckovou formuli:
: Smhv?
U = cs(gﬁh"-——— 1) . : (6)

Zase mame zde soudin dvou &initelt: Jeden &initel »® roste s »,
druhy pak (¢ — 1)~ ubyva s ». Soudin m4 pro urditou frek-
vencl » maximum. Vytknéme struéné predpoklady, 0 né% se opird
odvozeni formule (6):

1. Podet vSech jednoduchych elektromagnetlckych kmltu,
jejichz frekvence jsou v mezich » a » 4 dv, rovna se poétu takovych
kmita v duting vodide.

2. Energie takového kmitu jest imérna celistvému nasobku
kvanta hy.

3. Stiedni hodnota energle kmitu se vypoéte uzitim Gibbsovy
:formule (3a).

4. Energie zifeni pro frekvence mezi v a v 4 dv se rovné
poétu viech kmitt ndsobenému st¥edni energii jednoho z nich.

Planckova formule (6) byla tolikrate aphkovana a potvrzena,
Ze je na misté otdzka, zda a do jaké miry jsou jejim potvrzenim
také nepfimo potvrzeny pfedpoklady, na kterych se zaklads ]e]l
odvozeni. Klademe si pfedevdim tyto dvé otdzky: Existuje zaiiva

~ energie opra.vdu jen v kvantech? Jsou kvanta urdité frekvence

. %) Viz A, Sehafer: El.nfuhrung in die theoretische Physik, II. Bd. I.
Teil. Theorie der Wérme, § 113; Berlin 1921. L. Brillouin: Les statistiques
‘quantiques (Conf4rences d’actuahtés sclentlflques et mdustnelles XV,
Paris- 1930).
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sama o sobé ve statistické rovnovéze & mohou se méniti ve kvanta
jiné frekvence?

Prvni otdzkw zodpovédél uz sam Planck, kdyZz pied lety pti-
pustil, Ze absorpce energie muZe se diti také po dastech kvant
nebo spojité; emisi piipousti vyhradné nespojitou.

Pokud se tyde druhé otdzky, viimnéme si prvni éasti dikazu,
totiz odvozeni formule (4). Vlastné se . predpoklada - statisticka
rovnovaha pro kvanta kazdé frekvence zvladté. Hled4 se rozdéleni
kvant o frekvenci » mezi jednotlivé m¥iiZové body obsaZené v mezi-

“kouli o tlou$tce Gtmérné veliding dv. Vzpometime, Ze ta tloustka
neni infinitesimalni; obsahuje mnoho miiZovych bodu. Avsak
kazdy z téch boda odpovida obecné jiné frekvenci, tfebas rozdily,
mensi nez dv, jsou malé proti ». Z toho nasleduje, Ze dukaz pfi-
pousti pfeménu kvant z jedné frekvence na jinou, p¥i ¢emz se
oviem vyskytnou jakési zbytky, které se po -piipadé zase spoji
v jind kvanta atd. Kdybychom totiz trvali dusledné na tom, Ze
kazdé frekvenci v ndlezi vidy piesné kvantum Ay nebo jeho
celistvy ndsobek, nepochopili bychom, jak se d&je vyména energie
mezi Jednothvyml Gastmi systemu kterd se vieobecné pripousti.
Systém neni v klidu, v8ude v ném se odehrivi ustaviéné emise
a absorpce. A tu je na snad® myslénka: kdy% je mozno, aby kvan-
tum hv pieslo v kvantum A»" uvnitf onoho mezikouli s néjakym
malym zbytkem nebo deficitem | & (v — v) | < h dv, je také mozno,
Zze po fadé takovych premeén plispé€je kvantum kv k vytvofeni
kvant o frekvencich docela jinych nez ». Pfipomindm, %e v teorii
t. zv. Comptonova efektu se pripousti, Ze kvanta (odpovidajici'
paprskum X). mohou méniti svou- frekvenci, oviem zaroven se
méni i jejich energie, kterou pfijimaji od molekul, po prlpade

- jim odevzdivaji.

Uéitime predpoklad, Ze okamzzte rozdéleni energie mezi rizné
frekvence (pii dané teplot®) md vliv na pravdépodobnost, se kterou
cekdme prechody kvant z jedné frekvence do druhé. Matematicky
vyjadiime véc takto: Pozorujme stav celého erného télesa v oka-
mizicich ¢ = 3, 28, 39, . . ., kde ¢ je velmi kratky Sasovy interval.
V okamiiku ¢ budiz déno rozdglen energie ve spektru o hustoté
rovné funkei f,(u) frekvence u. Rozdéleni energie platné v oka-
m%iku 284 bude ddno funkei f,(v) frekvence v, ktera se odvodi takto:

1) = kDu, ) fy(w) .
Zde kM (u, v) udévé vliv jednotkové hustoty energie o frekvenci 4,
vyskytujici se v okam¥iku &, na hustotu energie o frekvenci »,
vyskytujici se v okamiZiku 29. Budiz

| O, 9) > 0, [k, 9) dv =
Predeslé integrace podle 4 a podle », jako# i integrace v nisledu-
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jicich vzoreich, vztahuji se k celému spektrilnimu oboru. Definu-
jeme-li

E™(u, v) =f k= (u, o) kW(a, v) do,
. bude rozdéleni energie v okamziku 3% dano formuli

fs(o) =[ kO, 0) f,(») dv = [ k®(u, o) fi(p) dps
- a v okamZiku (n 4 1) ¥ obecnd

fnta(0) = [ k™, 0) . fi(u) dp.
Podle zdkladni véty Markovovy (viz pfedndsku o Brownové
pohybu) jest
- lim k‘”’(,u, o) = ¢(o)

s lim fu(0) = ¢(0) [ () dpe = B . g(c),

kde Z je totalni energie spektra, neproménnd béhem &asu. Posledni
formule uddvéd hustotu energie jakoito funkci frekvence & po
nekone¢né dlouho trvajici vyméné energii. Vysledné rozdéleni
energie zavisi podle toho jen na. totdlni energii £ a na zakonu
prechodtt daném funkei #£®W(u,»), nikoli vSak na poditeénim
rozdéleni f,(u) energie ve spektru. Funkce () musi byti oviem
totoind s funkei (6). Takto se ndm jevi Planckova formule jako
formule limitni; ona definuje stav, ke kterému se bliZi éerné téleso,
v ném# pivodnd je din stav neustileny, neodpovidajici formuli (6).
Docela podobné odpovidd Maxwellova formule o rozdéieni rychlosti
ustélenému stavu, ktery otekivame jakozto vysledek (nekoneéné
dlouho trvajiciho) vyvoje z poéiteéniho neustileného stavu.

: Tento nidrtek, jenz ma ukézati, jak by se dala odvoditi
Planckova formule s obecnéjitho hlediska, potreboval by podrob-
né;éiho zpracovanf.

- Ke konci jest& nékolik slov o pojmu kvanta energie. Einstein)
a jini teoretikové sledovali ddle nédzor, Ze zdfivd energie se sdili
jen-po kvantech hy,kde v znaé{ frekvenci, se kterou kvantum
bylo vyzifeno. Je t&ko predstaviti si mechanismus vysiléni
energie a mnoho badateli pfemyslelo o tom, pro¢ mé byti energie
vysilana jenom’ po kvantech a prod ta kvanta majf byti amérna
frekvenci. Jednoduché Gvaha z akustiky, kterou si dovolim nyni
uvésti, divé mozZnost pochopiti, jaky .je snad smysl umérnostz
mezi energit a mezi /rekvencl

. Piedstavme si ne]prve zdr01 akustmkych vln nekqneéné
~ vzdéleny. Viny, jez _pozorujeme, jsou- rovinné a za pfedpokladu
nevifivého pohybu je hydrodynamicky potencidl ¢ ve vzduchu

7 % A. Einstein: Annalen delyPhysnk (4) XVII, 1905, P- 132 Physlka
~ lische Zeltschrift 18, 1917, p 121. -
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(pro nekoneénd malé pohyby) dén rovnict
@ = A cos 2av (x — at);

vlna se élri rychlosti @ v kladném sméru osy Oz, » je frekvence
a A amplituda kmitd. Rychlost, se kterou se éastlce vzduchové
pohybuje v misté x, jest

e op
dat — ox

Tlak py, jenZz by panoval, kdyby se vlna nesifila, zvétsuje se
pti kmitani o dp a plati®) (je-li g, hustota vzduchu klidného)

= 2nvA sin 2zv (x — at).

0p = g, Z—;P = 2nvpgad sin 27y (x — at).

Je-li dW préce, jez spotiva v tom, Ze za tlaku p, + dp poSinuji
se Castice vzduchu ploskou 1 c¢m? kolmou k Ox o délku d§&, jest

a tedy aWw = (po + ap) dtf,
, %Vtz = pp 2nvA4 sin 2ny (x — dt) 1 4n%2paA? sin? 2nv (x — at) =
= 2(7ZVA)2 Qoa + P:

kde P jsou periodické &leny, Gtmérné vyrazu sin 2zv (x — at).
Za dobu ¢, kterd se rovnd velkému poétu period, jest energie,
prodld ploskou ‘1 ¢m? kolmou k Oz, rovna :

= 2 (nvAd)3guat,

takie na ]ednu periodu pmpadne za tuto dlouhou dobu t pramérng
energie

W,. = -2;— = 27242 Qo?V.

Ploékou 1 cm? kolmou ke sméru $fienf projde za dobu jedné
periody mnozstvi energie Gmérné frekvenci.

MiZeme aplikovati tento vysledek také na viny elektro-
magnetické? Z Maxwellovych rovnic nen{ bezprostiedn& patrno,
Ze by to bylo moZno. Ale myslim, Ze bychom bez djmy pfedpo-
kladim Planckovy teorie o zéfeni derného t&lesa mohli pfFibrati
dalsf, Ze totiZ energie vyzaiend atomem béhem jedné periody jest
umérnd frekvenci. Tento posledni pfedpoklad nijak nestanovi’
zpusob kterym se emise svétla dé&je. Atom muzZe vyzafovati
energii o frekvenci » tfeba spojit¢ nebo po &istech, které jsou
rovny hy nebo mensf neZz hv; ale za kazdou penodu emituje se .

8 Viz Lord Rayleigh: The Theory of Sound second edition, IL
No 245 (London, 1896). .

Casopls pro p&stovani matematiky a fysiky. Rotnfk 61. . 8
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(snad jen prumé&rné) energie imérnd frekvenci. Kdyz si v8imneme
blize Planckova myslenkového postupu, shleddivame, Ze vlastné
cely diikkaz zabyva se, abych tak fekl, distribucf kvant do danych
piihrddek a %e pfi tom nepfichdzi v Gvahu, déje-li se emise
a absorpce spojité &i nespojité a muZe-li energie existovati jen
v kvantech kv &i také v mensich &astech. Nenf snadno usuzovati
z Gspéchu Planckova zdkona zpét o tom, co z jeho platnosti plyne
pro mechanismus emise a absorpce. '

“Jsem si védom toho, Ze tvahy, které jsem dnes piednesl
o moznosti pojimati Planckovu formuli jako zakon limitn{ a o inter-
pretaci imérnosti mezi energii a frekvenci, zajisté by musily byti
difve srovniny jesté s jinymi fakty, nez bychom na nich mohli
dale stavéti. Ale v téchto obtiZnych kapitolach o teorii zafeni
nutno pokusiti se objasniti zakladni vztahy z raznych hledisek,
.chceme-li ziskati presnéjdi nizor. V zitfej§i posledni pi‘ednééce
dovolim si Vam referovati jesté o jinych teoretickych tvahdich,
- jez sméfuji k vykladu t. zv. kvantovych vztahd.

IV. Elektrony a 8ffeni svétla.

Studium otézek o Sifeni svétla a elektromagnetickych vin
vibec vedlo v dusledku znimych teorii o atomistické strukture
elektrmy k jakémusi dualismu. Klasickd unduladni teorie svétla
zistava stile zdkladem k vysvétleni optickych zjevi; interference
a ohyb svétla nedaji se vyloZiti bez pojmu viny. Ale nékteré jiné
zjevy zdaji se nasvédéovati tomu, Ze svétlo je povahy korpusku-
larni. Paprsky svétla uréuji drahu malych svételnych impulsi;
je-li svétlo ve velké vzdalenosti od sviticiho zdroje slabé, nezna-
mené to, Ze by impulsy seslably, nybrZ jen to, Ze jich tam ptipadd
na 1 ¢m® méné nez v blizkosti zdroje.!) V nejnovéjsf dobé pokouseji
se péstitelé vinové mechaniky vypracovati teorii svétla tak, aby
obé hlediska, undulaén{ i korpuskuldrni, byla uvedena v souvislost.
V dnesni pfednéfce promluvim o nékterych problémech vlnové
‘mechaniky, které se tykaji &ifeni svétla a pohybu elektrond.
~ Jednfm z hlaynich podn&td k novym vykladdm optickych
zjeviL byly vvahy o emisnich spektrech.?) R. 1860 objevili. Kirch-
hoff a Bunsen spektralnf analysu. Tu byl na snadé a skute¢né také
se vytvoiil nézor, Ze 8ary ve spektrech rozihavenjch plynt vznikaji
obdobné jako harmomcke tény, které vydé.va na pi. struna. Struna
m4 své akustické spektrum, t. j. miZe vyd4vati harmonické tény

. 1) J. J. Thomson: Elektrizitdét und Materie, 2. Aufl.,, Braunschwig

- . 1909. (Anglicky originél vySel r. 1904.)

-3) Z mnohych knih, které ddvaji pfehled o modernich teoriich spekter,
‘uvé.dim dilo: E. Bloch L’ancienne et la nouvelle Théorie des  Quanta
(Paris 1930). : . i
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urditych frekvenci. Podobn& by tedy podle onoho nézoru kmital
i atom rozzhaver$ho plynu; kaZ@td ¢ara ve spektru plynu od-
povidala by jednomu zpiisobu kmitani jeho atomt. Ale &m po-
drobnéji byly sledovany zékonitosti spekter, tfm vice klonili se
fysikové k néazoru, Ze mechanismus svételné emise je jiny a sloi-
té€j8i nez chvénf struny. Snahy teoretikii sméfovaly mimo jiné
k tomu, aby byly vyloZeny t. zv. serie spektralnich dar. Je znamo,
Ze ve spektrech vyskytuji se éary, které odpovidaji frekvenclm v
podle formule
R R

V= m: nt

kde R je konstanta a m, n jsou celd éisla. Mé&nice n pii konstant-
nim m dostidvame &iry jedné serie; kazdé m divé tak jednu serii.
Bohrova teorie spekter i vlnova mechanika sméru Schrodingerova
shoduji se v tom, Ze pfifadujf kaZdy z obou &leni stojicich na pravé
strané hofej8i formule periodicky se opakujicim zjevu, jakémusi
kmitén{; optickd frekvence v je pak uréena ob&ma t&mi kmitavymi
dé&ji, jez odpovidajf prvnimu resp. druhému &lenu. Podle Bohra
odpovidé kazdy &len ob&hu elektronu kolem kladného jadra atomu.
- Frekvence obé&ht, stanovené &isly m resp. 7, nejsou frekvence
optické; svétlo o optické frekvenci », uréené vzorcem, vznikne,
kdyZ elektron pieskoéi z drédhy (r) do dréhy (m). Podle Schro-
dingera®) odehrava se vné vibrujiciho atomu jakysi d&j vystiZeny
matematicky funkei y; tato funkce vyhovuje parcidlni{ rovnici
druhého ¥4du a je obdobnd funkeim, jez vyjadiuji ustdlené kmitavé
zjevy v akustice a v optice. Jednoduchymi podminkami vybira
se pak ze vSech moinych funkei y zcela uréits fada funkei vy, s, . . .
podobné jako méme uréitou radu funkei definujicich ustilené
jednoduché kmity struny nebo vzduchu uzavieného ve skifiice.
A teprve kombinace dvou funkei ym & s, jejichZ fysikdlnf vyznam:
vibec neni pfesné definovdn, vede k optické frekvenci, k uréité
spektralni tafe, kterou vibrujfci atom vysila.

Dovoluji si zde upozormtl na jednu Sommerfeldovu pra.(n
z r. 19124) ve které se mlmo jiné jednd o Fefeni klasxcke rovmce

pro kmity
1 U )
= aU ' (1)

v oborech saha,j(oich:do nekoneéna. Interpretujemerli ¢ jakéito,_
rychlost zvuku a U (z, y, 2, t) jakoZto sloZzku rychlosti, platf rovnice.
(1) pro nekonedn& male kmlty vzduchu. Je-li ¢ rychlost svétla,

3 E. Schrodmger Abhandlungen zur Wellenmechamk 2. Aufl.,
Lelpzlg 1928 (otisk praci z let 1926—27). -

4 A. Sommerfeld: Die Green’sche Funktion der Schwmgungs
gleichung (Jahresber. d. d. Mathem Veremlgung XXI, 1912, p. 309—353).

b*
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platf t4Z rovnice pro slozku sily elektrické nebo magnetické v isola-
toru. Zastafime prozatim u problému akustického. Je veliky rozdil
mezi teorit kmité v oboru v nekoneénu poloZeném a mezi teorit kmaiti
v oboru sahajicim do nekoneéna. Méjme na p¥. vzduch uzavieny ve
skiince. PFipojime-li k rovnici (1) podminku, Ze normélni slozka
rychlosti ma byti na sténich rovna nule, jsou uz tim stanoveny
frekvence . »;, v,, . . . jednoduchych kmitt, kterych je vzduch ve
skifiice schopen (akustické spektrum); rovnéz jest uréeno ke kaz-
dému »; p¥isludné rozdéleni amplitud a nej obecne]él nekoneéné maly
pohyb vzduchu ve skfince vznik4 superposici onéch jednoduchych
kmitta. Jednoduché kmity vyjadiené vzorcem U = A sin 2zt jsou
nemozny, nenf-li » rovno nékteré z frekvenci ». V prostoru ne-
omezeném jsou v8ak mozny kmity o libovolné frekvenci, jak ukazu]e
piiklad

sin 27y (f — 7r/c) sin 27y (¢ -I— r/c)

r r

U=

b

" kde 7 znadf vzdélenost bodu od podatku O. Vyrai U je rozdil dvou
¢lent; kazdy z nich vzat sdm o sobé stava se nekoneéné velikym v O
(pro r = 0), ale jejich rozdil, ktery moZno psati také takto

’ sin 2zvr/c . cos 2nvi

r b

U=2

je koneény i pro r = 0 a pfedstavuje stojaté kmitdni o zcela libo-
volné frekvenci » s amplitudou koneénou v kazdém bodé& prostoru.
Oba &leny v hofejsf formuli pro U li8f se svym fysikdlnim vyzna-
mem: Prvni &len odpovidé, vlndm, které by se utvorily, kdyby
bodovy zdroj umistény v O vysilal viny o frekvenci » po nekoneéné
dlouhou dobu. Druhy ¢&len odpovid4 vindm odraZenym na sférickém
zrcadle o stfedu O a nekonedné velikém poloméru. Takového
zrcadla nenf, tudfZ druhy &len (aspon s platnosti pro libovolné
veliké r) nemé fysikéhxiho' vyznamu. Sommerfeld ukazuje, jak
i v jinych tlohéch (na pf. v piipadé kmitd vné koule) se maji vy-
louditi takovéto Cleny a jak po jejich vylou¢enf dochdzime k ne-
spojitému akustickému spektru i pro obory sahajici do nekoneéna.
Dalsf zpracovini a aplikace Sommerfeldovych tvah mély by vy-
znam pravé tak pro akustiku a pro teorii radiotelegraffckych anten
jako pro Schrédingerovu vlnovou mechaniku, jejiz problémy j jsou
po strénce matematické velmi blizké problémum citované prace
zr, 1912,

Ptipomifidm nyn{ ]ednu vlastnost rovnice (1), z;ednoduéene
pro pifpad rovmnjrch .vin (U je funkef proménnych z a t) na tvar

1 02U oU

F_a?fm =0...pro rovinné vlny.~ < (1)
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Je-li v okamZiku £ = 0

z\ oU ,( =
o2} o)

kde ¢ je libovolnd funkce a ¢’ jeji dérivace, plat{ v kazdém oka-

miiku ¢ |
x
U= @ (t—?) .

To znameni, %e vina, kterd m4 v poSitetnim okamziku libovolny
tvar, Sifi se beze zmény tvaru. Kdyi na pf. pro t = 0 jest U =
— A cos (— 2mrz/c) jen v omezené &astiosy Oz a v8ude jinde U = 0,
pak periodické rozdéleni hodnot U v kterémkoli pozdé]éim oka-

mziku ¢ podle formule
U = A cos 2nr (t——:—)

plati zase v omezené Sasti osy Oz, ostatné je vSude U = 0. VIna
se pofinuje jako celek beze zmény tvaru s rychlost{ ¢ s diskonti-
nuitou v &ele viny. Posléze uvedend formule béfe se dasto také
s neomezenou platnosti pro viechny hodnoty z a ¢; pak vyjadfuje
vInéni rozsffené ve sméru osy Ox do nekone¢na.

Zakladatel vinové mechaniky Louis de Broglie' vytkl si ve své
doktorské disertaci z r. 19248) za tkol pfifaditi kaZzdému pohybuji-
cimu se hmotnému bodu vinu o urdité frekvenci. Hlavni vysledek
jeho Gvah vyslovime takto : Pohybuje-li se hmotny bod o hmoté m,
rychlosti v, je jeho pohyb doprovézen (ve vakuu) elektromagne-
tickou vlnou o délce A — h/mgv, kde b = 6°55, 10—27 je Planckova
konstanta. Zavedeme-li do po&tu frekvenci » "rovnicf »A = ¢, kde
¢ = 3. 10 je rychlost svétla ve vakuu, mizeme psiti de Brogheuv
vztah téz takto

14
m01)=7' (2) .

Tato rovnice, odyqzend r. 1984 vedla k nejvétsimu uspéchu
vinové mechamky, kdyi T. 1927 nékohk badateli dokédzalo experi-
mehtdlng, %e katodové paprsky, t. j. elektrony v pohybu, jsou skutetné
doprovdzeny krdtkym: vinam: prdvé podle rovnice (2).7) MySlenkovy
postup de Broglieovych ivah nastinim. struéné takto: V pohybhvém
systému soufadnic, jenZ se pohybuje ve vakuu vic¢i pevnému

¢) L. de Bro glle Recherches sur la théorie des quanta (Annales de
Physique (10) III. 1925, p. 22—128). Viz té% jeho spis Ondes et'mouvements
(Collection de Phys1que mathém. fasc. I, Paris 1926) jakoZ i jeho nov&;jsf
zpracové.ni vlnové mechaniky v pracich cltova.nych v pozn. 9.

‘%) Viz_p8kny piehled hlavnich ‘vysledkt v knize G. P. Thomson
The Wave Mechanics of {Ftée Electrons, London 1930.' - -
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systému pifmodafe a rovnomérné rychlosti v, je stojaté vinéni
o frekvenci », rozsifené do celého prostoru. Pozorovateli, jenZ se
nepohybuje vuéi pevnému systému, jevi se ono vInéni nikoli
stojatym, nybrz postupnym a jeho frekvence » li8f se od frek-
.vence ¥, De Broglie uvazuje o piipadu, Ze je dano soudasné ne-
kone&né mnoho vin o frekvencich mélo se lisicich od »,. V pevném
systému bude tedy skupina postupnych vin o riznych frekvencich »
a ka?dé frekvenci » patif jind rychlost Sffeni. UZije-li se pojmu
gkupinové rychlosti (viz déle), ktery zavedli angliéti fysikové,
dojde se k tomuto vysledku: A¢koli kazdy rozruch 8ifi se ve vakuu
rychlosti c, energle skupiny vln postupuje mensi rychlosti, ,,skupi-
novou rychlosti‘, kterd se pravé rovna rychlosti v pohyblivého
systému. Vypodty de Broglieovy opirajf se o vzorce znimé z teorie
relativnosti. V nejstarSich pracich predpoklada ze vinéni ¥di se
rovnicf (1); v pojednani z r. 1926 pravi, ze

1 02U
¢ ok

jest obecnd rovnice pro Sifeni vSech vin ve skuping, kters je pr1—
fadéna pohybujicimu .se bodu o hmoté m,.8) Rovnice (la) uzivi
pak i ve svych dalsich spisech.?) Nepfekvapuje, Ze Givahy mohou
byti zaloZeny bud na rovnici (1) nebo na rovnici (la); nebot ve
vinové mechanice uvazuje se zdsadné o jednoduchych vinich defi-
novanych vzorcem sin (at + bx) (pro rovinné vlny), kteryzto
vzorec pfi vhodné volbé konstant a a b vyhovuje rovnici (1) i rov-
nici (1a). Zbyvé nynf uifti kvantové relace, kterd stanovi, Ze
energle bodu spojeného s pohyblivym systémem rovnad se hv,
“a dostdvdme vzorec (2). Zvlisté zajimavym zpisobem odvozuje
‘de Broglie tento vztah v praci z r. 1930, kde klade t. zv. Jacobiovu
funkeci pro pohyb hmotného bodu Gmérnou fazi, t. j. argumentu
funkce sinus ve formuli pro vinu.1®) De Broglie netaji se 8 tim, Ze
vinova mechanika setkava se dosud se znadnymi obtiZemi a v krdsné
psané piedmluvé ke spisu Introduction & P’étude de la Mécanique
ondulatoire®) jakoZz i v fadé za]imavych popularnich &lanka!!) vy-
klidé bez vypodth zaklady své teorie. Shriime je§td ]ednou hlavni
vysledek: Kazdy hmotny zod je spojen se soustavog sto;atjtch vin,

‘8) L. de Broglle Equation générale de propagation pour le point
matériel libre (Journal de Physique (8), VIL. 1926, p. 321—337).
.. % L.de Broglie: La Mécanique ondulatoire (Mémorial des Sciences
"phys. fasc. 1., Paris 1928), Introduction & I'étude de la Mécanique ondula-
 toire, Paris . 1030.
... )L, de Broghe Sur_les équations et les conceptions générales de
1a ll[écgmque ondulatoire (Bulletin de la Société math. de France. 48, 1930

. 1—28)

P 11 Nékteré z nich byly otiStény v broZufe L. dé Broglie: Recuell
“d’exposés sur les ondes et corpuscules (Paris 1930). .

— AU + '71,2—’”1/020217 =0 (la)
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kterd se s nfm pohybuje jako jeden celek. Klidnému pozorovateli
jevi se viny jako postupné o frekvenci v, kterd souvisi s hmotou m,
bodu a s jeho rychlost{ v podle rovnice (2).

Poznamendvim jesté toto: Teorie de Broglieova neodivodiiuje
,kvantového vztahu‘ mezi energii a frekvenci; prosté jej prejima. -
Podle Einsteinovy price z r. 1917%%) je tato kvantovd relace
v Gzkém vztahu s jinou podobnou: kaZzdému svételnému kvantu o
frekvenci » ndlezi hybnost 4v/c; to jsou ty impulsy, narazy, o kterych
psal Thomson r. 1904. Pfijmeme-li, jak se to ¢inf bez zvlistniho
oduvodnéni ve vlnové mechanice, Ze hybnost mg hmoty m,, kterd
mé rychlost v, rovnd se hybnosti svételného kvanta kv, které od-
povidd kmitim o frekvenci » doprovazejicim pohyb hmoty, dosta-
neme pravé vztah (2). : .

Srovndm nyni de Broglieovy vlny vyhovujfci rovnici (la)
s elektromagnetickyms vinami v kabelu. Piedpokladam, Ze kabel je
neomezeny, rovny, homogenni a Ze lez{ v ose Ox; na 1cm délky
necht pfipadd kapacita K (viéi Zemi), samoindukce L a odpor K.
Pak vyhovuji intensita proudu i napétf, jakoito funkce veli¢in x
a t, jedné a téZe rovnici (viz na pf. knihu Breisigovu citovanou
v pozn.13)) ‘ . : .

ozvV. ov . oV
KL g + KR — g =
PiSme V ve tvaru | 7
V= U‘.e—g%‘;

funkce U vyhovuje, jak se presvédéime dosazenim do predeslé
rovnice, pozménéné rovnici
’ . 0tU 0:U R:K v
Klsg—am—a V=% (16)
Napéti V je tedy rovno soudinu z U a z exponencidlnfho
faktoru, jenZ vyjadfuje atlum zavisly toliko na dase a nikoli na z.
Sifen{ vin kabelem je vystiZeno v podstatd rovnief (15).
Z teorie plyne piedeviim tento.dusledek: Je-li podatedni roz-
ruch v kabelu omezen jen na urditou tsetku konedné délky, Sff{
se rozruch tak, Ze &elo viny postupuje kabelem.rovnomérné rych-

losti 1/J/KL. Vedle funkef, které urduji- pribéh takovychto po-

13) A, Einstein: Zur Quantentheorie der Strahlung (Physikalische
Zeitschrift 18, 1917, p. 121—128). :

13) Viz F. Breisig: Theoretische Telegraphie 2. Aufl. Braunschweig,
1924, p. 307, 331—333. J. B. Pomey: Cours d’Electricité théorique II,
Paris 1928, p. 57—58. Stran FeSeni telegrafické rovnice viz té% J. Hada-
mard: Huyghensiv princip (pfedné$ky konané v Praze a v Brnd 1928;

asopis pro péstovéni matematiky a fysiky 48; 1929, p. 346—366, hlavnd-
odst. 5 &'7). o . .
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stupné se §ificich rozruchi, ma rovnice (1b) také feSeni tvaru
A cos 2nv(t——f—); B

dosadime i (3) na misto U do (1b), vychdzi vztah mezi konstan-
tamivav ; , :
: 47:21»2 - 1 -
vt = <7 @
, 2 oL .
ki 3 K K

Jaky je vyznam vzorce (3)? Jakému dé&ji odpovids ? Kdy—
bychom méli v omezené gasti kabelu v okamZiku ¢ = 0 sinusové
rozd&leni napéti, ménilo by se napéti (neliledé k ttlumu) béhem
dasu tak, Ze by vibec pfestavalo byti sinusovym; tvar viny se
méni pii Sifeni kabelem. Je-li tedy dovoleno povaZovati formuli

U = A cos 27y (t—%)

za definici postupné viny o frekvenci » a rychlostl ¢ ve shodé se
zdkonem (1) o Sifenf rovinnych VvIn, nenf mozno miti (3) za formuli
pro §ffen{ postupnych vin v kabelu, kde plati rovnice (1b). Perio-
dicky proménni elektromotorickd sfla o frekvenci » vynuti sice
v kabelu vinu (3), jeZ ma méfitelnou délku A = v/», ale rychlost
v = Jv je jen 2ddnlivd, neni to rychlost, se kterou né&jaka vina
opravdu postupuje. Vylouéime-li » ze vzorce (4), dosta.va,me vztah
mez1 vaal

' o e i 4'.
L v T T TentL® +KL Lo W)

Klasmke Kundtovy obrazce v trubicich, kde stojatd vina vznikd
superposici viny postupné s vlnou odrazenou, dOVOIUJl piimo
zméfiti délku viny A v plynu a poéitati pak ze znamé frekvence »
‘rychlost zvuku podle relace ¢ = Av. Ale v pfipadé kabelu to tak
nejde, ponévadz rychlost v, odvozeni 'z direktnfho pozorov 4ni
ustdlenych vin, je jen zdénlivé. To j je dobfe znidmo elektrotechnikim
(viz Breisig, Pomey)“) pfipomnél jsem tuto véc proto, Ze v piipadé
elektronovych vin jsou poméry docela podobné.
' Piedstavme si‘nyni, Ze v kabelu neni jen jedini vilna o frek-
venci », ‘nybrz Ze je tam soudasné celd skupma vin (3) s frekvencemi,
kterd se malo lisf od v; predpokladdme, Ze v je funkef frekvence »
(v ptipadé kabelu je zawslost v na ¥ ddna vzorcem (4); nésledujici
tvaha plat{ obecns, nezivisle na tomto vzorei).-

. 'V okam#iku ¢ = 0 necht' se véechny viny shoduji{ v bodé O
(pro « == 0) co do fize; jsou v maximu: Riznost frekvenc{ zptisobuje,
e b&hemi dasu na.stavaji interference. Polo¥me si otdzku: jakou
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rychlostf{ 4 musi se pozorovatel pohybovati podél osy Oz, aby ve '
véech mistech své drahy zastihl viny ve stejné fazi?

Uvaqume nejprve o piipads, Ze jsou diny toliko dvé vlny;
jedna m4 délku A a rychlost (t. j. konstantu ve formuli (3)) v, druhd
pak délku A’ a rychlost v’. Ma-li pozorovatel zastihnouti obs viny
ve stejné fazi, je tfeba, aby

’

v x v X

A N Ul U
¢ili aby L
i:'v—l.?_’:_’l—}.
t =7

Timto vzorcem jest uréena hledand rychlost”u = it, kters
se nazyva ,,skupinovou rychlosti‘‘.

Predpoklidejme nyni, Ze vedle vlny urdené veliéinami 1 a v
]e nekoneéné mnoho jinych, jejichz délky se mélo od A lis{ a pro
néz plati vztah v = f(4); hore]s1 vzorec pro skupmovou rychlost

prechazi v -

u = l—@—] 14)

Vratme se nyni k formuh (4') platné pro viny v kabelu; do-

sadime-li do wzorce pro skupinovou rychlost, vychazi -
. ] ,
KL. .

PonévadZ v je men&i nez rychlost (KL)%, kterou se &if{ &elo
viny v kabelu, jest w v&tSf neZ tato rychlost. Veli¢ina v jest oviem
jen zdéanlivé rychlost postupné viny a tedy « ]e také vlastné rych-
lost zdédnliva v tomto smyslu za predpokladu, Ze viny odpowda]ici
formuli (3) jsou roziifeny po celém kabelu, pozorovatel, jenZ se
pohybuje rychlostf u, sleduje (pfibliZné) maximum energie. V tom
smyslu jest u rychlosti energie.

Méme nyni srovnati viny v kabelu s elektronovymi vinama.
G. P. Thomson vykonal v letech 1927—28 pokusy,'®) kterymi
potvrdil existénci e‘lektronovy(':h vin de Broglieovych (pohybujic

wy =

1) Touto podminkou zaruéuje se udrZeni stejné faze jen po pfiméfend
krétkou dobu ¢; po uplynuti dlouhé doby pfestane shoda vin co do féze
a pojem skupinové rychlosti ztréci smysl. gqumku éinf p¥ipad, kdy v je
linearn{ funkef A. O skupinové rychlosti viz knihu T. H. Havelock: The
pro%agatlgsrlx of disturbances in dispersive media, Cambridge 1914, hlavn&
P an

.. 1) G. P..Thomson: “Diffraction of Cathode Rays by a thin Film
(Nature ‘119, 19217, p. 890); Experiments on'the Diffraction of Cathode

ys (Proc. of the Ro Soc. London, Ser, A. 117, 1927 p 600—609 119,

1928 p- 651—663). Vlz téZ pozn. 7. '
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se hmotny bod je zde nahrazen elektronem). Jeho otec J. J. Thom-
son podal teorii té&chto pokust na zékladé¢ Maxwellovych rovnic.1¢)

.‘Uvedu tuto teorii v Gpravé Thomsona mladsiho.1?)

: J. J. Thomson vychézi z hypotésy, Ze elektron se sklida
z velkého podtu &astic. o ndboji € a hmoté u a ze stejného podtu
ddstic o ndboji — &’ a 0 hmoté u’. Maxwellovy rovnice pro vakuum,
kde je N takovych ndboju jednoho i druhého druhu v 1 ¢m? (supra-
dispersivni prosti'edi), znéji

dx, _oy OB
02 at + Z T oy oz

X aY _ oy

Oy oz ot
d Xy — dyr er :
wagw =X +( s dt) :

-Zde znadi X, Y, Z slozky elektrické sily; a, §, y slozky magne-
tické sily; x, yr, 2, jsou soufadnice elektrického bodu (4stice);
sumace se vztahuje ke viem &asticim obsazenym v 1 cm3. Ke tiem
vypsanym rovnicim je pFipojiti 8est dalsich, které se z nich obdrii
cyklickou zdménou pismen X, Y,Z; «,f,y; % Yr, 2,. Eliminaci

poslednich Sesti veli¢in obdriime — vynechajice ¢&leny (7 tfgr -
_ ‘3‘;__’:’) ¢ vedle X, — pro slozku 'Y elektrické sily rovnici
1 02Y P’ _
¢ orr _ AY+8y(8x+ +6z)+ Y=o,
kde
2
Po? 47z (Ns + Ne, )
a z toho (za predpokladu, Ze Y zévisf jen na z a na t)
10Y oY »p A .y
e ° Y = 0 pro rovinné viny. (1c)

Tato rovnice ma ste]ny tvar s rovnici (la) za obdobné suposlce
L 4n2m0”02 o

c? dt’ T oxr T RT
‘Rovnice (lc) lis{ se od rovnice (16) pro kmity v kabelu.jen
'znamenfm posledniho ¢lenu. Tato okolnost nemén{ viak hlavnich

- 1¢) J, J.'Thomson : Beyond the Electron (Cambndge 1928)
17) Vlz jeho spis (pozn.- 7), kap. VIII

= 0 pro rovinné v]ny. (1a).

1
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dusledkti teorie, které jsem di{ve uvedl pro rovnici (16). V piipads
rovnice (1lc) plati 2830, Ze telo viny &fff se vidy rychlostf ¢; rovnici
(1¢) vyhovuje opét vyraz (3), aviak relace mezi ,,rychlosti v a dél-
kou viny A znf zde

272 YO
v = Dot + ¢z > ¢?, Z=g;]/v5——cz, ,
0

47?2

jak sezname dosazenfm pré,vé strany (3) do (1lc¢) na misto Y.
K rychlosti v patii skupinovéd rychlost » podle vztahu

U=v—24 dv_ c-z <c

o ar— ’
Vyjadfeme nyni frekvenci » vln ]akozto funkcl skupinové
ryclilosti . Vychazi
. v c? Po

VY= == o T ———ge——————
A du o Y1—utfe? .

Pokusy G. P. Thomsona zleZely v tom, Ze nechal prochizeti
katodové paprsky nadmiru tenkym listkem kovu, jehoZ molekuly
vytvorily na fotografické desce za listkem postavené ohybovy zjev
(soustiedné kruhy st¥{davé temné a svétlé, jejichZz polomér zavisf
na frekvenci »). J. J. Thomson interpretuje skupinovou rychlost u
jakoZto rychlost katodovych paprski (kterd se uréuje z napéti v tru-
bici vysilajici paprsky); posledni rovnice ddvd vztah

2y . ]/1 — u?/c? = p,, .
ktery pravé byl potvrzen Thomsonem mladiim. Mezi hmotou m,

klidného elektronu a hmotou m, kterou mé, kdyZ se pohybuje
rychlosti %, je relace!®)

T —u?jc?
takze . S
hy = mc?, (5)
kde konstahta. h ]esb uréena, vzorcem '
: 2
h— 2mc . (6)
.- Do

Rovnice (5) j Je zndmy kvantovy vztah mezi energif mc? elektronu
a frekvenc{ zdfen{ », které j ]e] doprovézi. Dosadfme-li do rovnice (1¢)

18) Vztah ten se odvozuje obyéejné z principu relativnosti. Poznamend- -
vam, %e jej odvodil J. J, Thomson v pondkud jiné forms ve svych starSich -
pracich: Philosoph. Magazine (5) XI. 1881, p. 229—249; Recent researches
in Electricity and Magnemsm (Oxford 1893, p- 21). Viz té% konec této
prednéfky. |
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pro rovinné viny na misto p, hodnotu plynouci ze vzorce (6), stava
se (1c) identickou s de Broglieovou rovnici (la).

Z rovnic pro » plyne dale, Ze

— my . 2mc? Vl — uz/c% _ h
Vl — u?/c? Apy A
&ili '
.y
mu = - v (7

coz je druhy kvantovy vztah; zavedeme-li zde oznadéeni v pro rychlost
(na misto u) a piSeme-li m, na misto m, pfechazi (7) v rovnici (2).

Vysledek.je ten: Z Maxwellovych rovnic a z hypotesy o konsti-
tuci elektronu vyplyvé de Broglieova rovnice pro $ifeni vin do-
provazejicich katodové paprsky. Z toho pak obé kvantové relace (5)
a (7), z nichz druha je v podstaté totozna s de Broglieovou for-
mulf (2). Kdybychom znali konstituci elektronu (t. j. hodnoty &isel
N, e, &, u,u'), dovedli bychom vypoéisti konstantu p,, kterd se
vyskytu]e v rovnici vyjadiujici vysledky pokustt G. P. Thomsona,
a podle vzorce (6) také Planckovu konstantu A.

J. J. Thomson jde jesté dale a uvazuje takto: &astice, ze kte-
rych se skldds elektron (elektrické body, subelektrony), jsou roz-
déleny kolem stiedu elektronu soumérné, pokud na né nepusobi
elektrostatické pole; budiz N, podet subelektronii kladnych (nebo
zapornych) obsaZenych v 1 cm?. KdyZ v8ak jest elektron v elektro-
statickém poli o potencidlu F, a e jeho naboj, porusi se symetrie
v rozdélen{ subelektrond a na 1 cm3 piipada jich pak

2el’ )

- Do predesiych vzorcii ]év iﬁak treba zavésti modifikovanou
hodnotu

et (l+2eF) .

myc?
na misto p,2. Formule pro stojatou vinu rovinnou
» Y = A sin 2t . Y(2)
- dosazena do (1¢) dévs ‘ ’
p — P’

c? W + dz?

klademe-h p = 2mv; tuto rovmc1 povaiu]eme ve smyslu de Broghe-
ov® za ,,rovnici pro Sffenf v .

i

=0, .
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Dosadme sem na misto p, hofej$i- hodnotu modlflkovanou

Vychézi
a*r p? 2eF
[ ()| =
-Je-li « rychlost elektronu a E' ]eho kineticka energie, jest
r_ mouz '
£ = 2

a ponévadz étverce frekvenci majf se k sob& jako &tverce hmot
elektronu, je dile

pr_ 1 P2 —p? _ ulp?  4datmu?  8atm, &
o opd 1—u?fe? ez ¢t R T R
a tedy '
vy ,
e+ T F)¥ = o,

Tato rovnice, pokud béii o rovinné vlny, je totoZna s rovnicf
de Broglieovou - .
: 8:tzzmo

AY + (E'~F)¥ =0

platnou pro pohyb éasteéky v gilovém poli definovaném funkei F.

Toto odvozeni podal J. J. Thomson;'%) v knize Thomsona
mladsfho'?) je taktéZ uvedeno.

Ke konci zminim se jeit& o nékterych vysledcich ongmalm
a rozsdhlé badatelské éinnosti J. J. Thomsona pokud maji, vztah
k nafemu tématu.1®).

V dubnu 1881 vysla v Philosophical Magazine prace, ve které
uvazuje o pohybu zelektrovanych vodi¢d, zejména o pohybu koule.
Podnétem k této teoretické studii, kters je dodnes zékladni praci
v nauce o elektronech, byly experimenty Crookesovy a Gold-
steinovy o katodovych paprscich. Tyto paprsky byly jiz tehdy
pojimény jako pohybujfci se elektrické &astetky a tu Thomson,
vychizeje z Maxwellovych rovnic a z predstav, které si udinil
o vlastnostech elektrosta.twkjch silovyeh- trubic -spojenych 8 na-
bitou koulf, ukazuje, Ze elektromagnetickd energie v prostoru
kolem pohybu;fci se koule zvétSuje jeji setrvaénost. Hmota zelek-
trovane koule pohybujici se malou rychlosti zvétiuje se o velidinu

4 e?
15 ac?
kde a je polomér koule, e jeji ndboj (v ]ednotkach elektromagne-

tickych) a ¢ rychlost svétla. V pozdéjsich pracfch, zejména v knize
o novych vyzkumech o elektfiné a 0 magnetismu (1893) propracoval
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teorii dale. ato pro libovolné veliké rychlosti koule; na str. 21 uve-
dené knihy uvddi Gplnou formuli pro zdanlivé zvétSeni hmoty
pohybem. Uvadim zde t¥i dasledky z této formule:

a) Pokud pomér g rychlosti koule k rychlosti ¢ svétla je maly,
je zdanlivé zvétieni hmoty déano vyrazem

1
=% B .
( £42 —pt )
Prvni élen této formule lisi se od formule z r. 1881, kde byl
- koeficient 4 misto nynéjstho §.

b) Blizi-li se rychlost koule rychlosti svétla, roste zdanlivé
hmota do nekoneéna a Thomson pravi: ,Neni moZno zvétsiti
rychlost nabitého télesa, jeZ se pohybuje dielektrikem, na hodnotu
vétsf, neZ je rychlost svétla.*

¢) V piipadé elektronu, jenZ ma hmotu jen elektromagne-
tickou, je pomér hmoty elektronu v pohybu m ke hmoté ]eho
v klidu m, roven (pro nepiili§ veliké rychlosti)

m 2 e 4 g2 2 e?\ 2 .'
a=%7+Ma)(?ﬂ—‘+€ﬁ+

kde#to teorie relativnosti ddva
A—p)t=1+1p+

A Teorie kvantovych vztahti, kterou jsem dfive uvedl podle

Thomsonovy knizky o elektronu ,18) je podrobné]1 vypracovana
spolu s jingmi problémy v ¥ad® jeho praci, jex vyily v letech
1928—1930 v Philosophical Magazine. Uvidim z nich je§té jeden
prekvapujici vysledek: elektrické &astice (subelektrony v elektronu)
mohou vibrovati tak, Ze v jejich okoli se méni elektrickd sila
b¢hem dasu pemodl(,ky, kdeZto magnetlcka sila je pii tom trvale
rovna nule. Ze to je mo¥no, sezndme, dosadice do nahote napsanych
Mazxwellovych rovnic (f je funkce soufadnic z, y, z)

. O 0 F .
—é—t-.coﬁpt Y_'ng CO8 Piy- Z=—% cosynt a—ﬂ_y—~0

. xf—"—-l/—‘——‘X y’=_V_~Y’Z’=—V_—Z

.- Elekfron jakoZto soustava subelektront byl by tedy schopen
- ryze elektrickych kmitd, p¥i kterych magneticks sila se viibec ne-
ménf. Zistdvé tu viak matematické obt{s: V soudtu, jenZz se
vyskytuje v prvni Maxwellové rovnici, neddvaji véechny Sastice
. stejné hodnoty pro dz,/dt; je moZno nahraditj viechny tyto hodnoty
‘jakousi stfednf hodnotou, kteri se vyjme pied znamenf soudtu?

A}
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J. J. Thomson a jeho syn byli opravnéni napsati, %e vinova
mechanika de Broglieova je ryze matematickd a Z& avahy J. J.
Thomsona vedou od urditych fysikdlnich pfedpokladti k stejnym
vysledkim; je to vlastné zvlaitni teorie disperse. Potvrzuje se zde
nazor, Ze ve staré teorii Maxwellové a v teorii elektroni, kterd se
k ni pfipojuje, je mnoho probléma zajimavych se stanoviska nej-
novéjsich vyzkumu a Ze k vykladu nékterych zjevi muZe se uZiti
onéch starych teorif pravé tak jako vinové mechaniky.

Quatre conférences
sur dlfferents problémes de la physique mathémathue

(Résumé.)
I. Nouveaux principes de la mécanique statistique.

Pour suivre ’évolution d’un systéme physique il faut tenir
compte, suivant E. Borel, de ce que des perturbation trés petites,
dues aux influences extérieures, se produisent & chaque moment
et que leurs effets s’accumulent au cours du temps.

La distance de deux molécules d’un gaz, méme trés petite
3 l'instant initial, devient grande plus tard; il est impossible de
définir (en employant la définition classique de Clausius) I’entropie
d’un systéme non homogéne comme la somme d’entropies de ses
parties. Les difficultés que.l’'on rencontre en introduisant 1’hy-
pothése ergodique peuvent étre évitées par I'emploi convenable
des chaines de Markoff et des équations fonctionnelles introduites
~dans le Calcul des probabilités par Smoluchowski, Chapman et
Kolmogoroff. : ,

II. Théorie du mouvement Brownien.

La théorie peut étre basée soit sur les équations aux dérivées
partielles’ soit sur les équations fonctionnelles, cémmé 1'a montré
Smoluchowski. L’ avantage de 1emp101 de I’équation fonctionnelle
de. Smoluchowski consiste & ce qu’on obtient des résultats généraux
en partant de la théorie des chaines de Markoff. Il suffit de rempla-’
cer, dans les forntules algébriques dues & Markoff, certaines soninies -
par des intégrales pour obtenir des formules relatives au mouvement
Brownien. La premiére formule fondamentale (principe ergodlque) ’
montre que la densité de probabilité pour le passage du point
mobile d’une position & une autre ne dépend que de la position
finale, si la durée du passage. est infiniment longue. La seconde
formule fonda,mentale donné la d1spers10n :
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IIL. Loide Planck sur le rayonnement.

Toutes les démonstrations de la formule de Planck sont basées
sur des considérations statistiques, sur certaines hypothéses rela-
tives &.la distribution des quanta. Etant donnée que la formule
de Planck a été vérifiée par des mesures directes et qu’elle a été
employée dans beaucoup de recherches théoriques avec succes,
il y a lieu de se demander si ces succés peuvent étre regardés comme
une démonstration indirecte des principes qui ont servi 4 1’établis-
sement théorique de la formule.

11 faut admettre que les quanta relatifs & une fréquence peuvent
se transformer & des quanta relatifs 4 des autres fréquences. Etant
donné, dans une enceinte isolée, un état initial du rayonnement
non conforme & la formule de Planck on peut concevoir-que le
systéme 'évolue spontanément vers un état ou la formule est va-
lable; la formule apparait ainsi comme-une loi asymptotique. Quel
sens-faut- attribuer & la proportionnalité entre 1’énergie et entre
la fréquence? D’aprés certaines analogies acoustiques on peut
penser qu’un quantum d’énergie rayonnante d’une fréquence déter-
minée correspond & 1’énergie émise pendant une période.

IV. Les électrons et la propagation de la lumiére.

L’étude des vibrations (acoustiques, infiniment petites, ou
électromagnétiques) dans un domaine situé a distance finie donne
des résultats profondément différents de ceux qui se présentent
dans le cas' d’un domaine s’étendant & 'infini. Dans ce dernier cas,

~les vibrations propres d’une fréquence quelconque satisfont &
P’équation aux dérivées partielles (1). Mais pour obtenir le spectre
discontinu de celles qui sont intéressantes au point de vue physique,
il faut introduire certaines conditions supplémentaires (Sommer-
feld, 1912), comme on le fait dans la mécanique ondulatoire. Pour
interpréter correctement les formules de la mécanique ondulatoire
il faut distinguer celles qui se rapportent & une onde dont le front
se déplace réellement de celles qui conviennent & un état oscilla-
_toire établi dans tout I’espace. Rapprochement des ondes électro-
niques aux ondes électromagnétiques sinusoidales dans un céble;
dans le premier cas la vitesse de groupe est plus petite que la
vitesse de propagation, dans le second cas I'inverse a lieu. Exposé
de'la théorie donnée par J. J. Thomson des ondes éléctroniques et
:deés relations quantiques; .résumé d’autres recherches de J. J.
- Thomson sur les électrons.- :

-



		webmaster@dml.cz
	2012-05-16T01:28:43+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




