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Piiloha k Gasopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

0 imaginarnych bodech.
Pige dr. B. BydZovsky.
(Dokonéeni.)

§ 4. Kruinice uréené imaginarnymi body.

16. Na fadé pifkladd jsme poznali, jak lze sestrojiti imagi-
nérné *) body, jez tvofi feSeni tlohy. Ale dovedeme také naopak

Obr. 6.

sestrojovati titvary, jez danymi imagindrnymi body jsou wréeny.
Provedeme konstrukci krunice z imagindrnych bodi. KruZnice
je urtena tremi body. Dva z t8chto bodd necht jsou imagindrné
sdruzené (a ddny tedy jako prisetiky dané kruZmice s danou
pHmkou p), tfeti necht je redlny (v. obr. 6.). To znamend se-

**) 'V minulém &isle hedopatfenim bylo vytisknuio vsude slovo »ima-
gindrnf«.chybné s dvéma m. Prosim itendfe, aby si to opravili.
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strojiti kruznici, kterd prochdzi danym bodem M a protind danou
piimku p» v tychz dvou imagindrnjch bodech jako kruZnice
dand. Jinymi slovy: kruZnice hledand m4 s kruZnicf danou chor-
ddlu p (v. odst. 13.), &ili nédlezf do svazku kruZnic 3 ur&eného
kruznicf danou a p¥{mkou p. VSechny kruZnice tohoto svazku
maji své stfedy na kolmici spulténé se stfedu S dané kruZnice
na p. Sestrojme libovolnou kruZnici, jeZ md stied na p a pro-
tind kolmo kruZnici danou; ta protind kazdou kruZnici svazku
3 kolmo (v. odst. 13.). Body @, R, v nichZ tato kruznice sele
zminénou kolmiei, jsou zdkladni body druhého svazku kruZnic
', jeZ protinaji vSechny kruznice prvého svazku kolmo. Se-
strojme tu kruZnici svazku 3*, jeZ prochdzi bodem 2 ; je urena
body @,, R,, M. Ta sele kolmo také hledanou kruznici. Tim
je urtena tetna hledané kruznice v bodé M; jeji stied O je pak
ibned nalezen jako priseifk kolmice v M k této tetné a kol-
mice s bodu S na p spusténé. Tim je hledand kruZnice sestro-
jena, jezto je zndm jeji stted O a polomér OM.

Obr. 7.

17. Podobns sestrojme krusnici, je¥ je ddna tecmou @
dvéma imagindrngmi body sdrufenymi (urtenymi danou kruZ-
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nici o stiedu S a piimkou p). To znamend zase najiti kruZnici
svazku S, jez se dotykd a. Prodluime a, aZ protne p (v. obr. 7.)
v bodé 4 a z tohoto bodu vedme tetnu k dané kruZnici. Jezto
A lezf na chorddle svazku X, jsou délky tefen ke kruZnicim
tohoto svazku vedenych vesmés stejné, tedy také k hledané. I
pfeneseme tuto délku na ¢ od bodu 4 na obé strany, ¢imz na-
budeme dvou dotyénych bodd kruZnic na a; tim jsou tyto kruz-
nice nalezeny, jeZto jsou zndmy jejich sttedy O, O' i poloméry.

Ctendt necht si pripomene, jak se provddi tato konstrukce
v piipadé dvou bodd redlnych, a kolik je v tom pfipadu feeni!

18. Zcela podobné se fesf tuloha:

Jest sestrojiti kruznici dotykajici se dané kruZnice a pro-
chizejici dvéma body (bud redlnymi nebo imagindrnymi sdru-
zenymi).

Reseni prenechdvdm &tenafi.

§ b. Prﬁsek); pi‘imky s ellipsou.

19. Ukdzeme dilezitost zavedeni imagindrnych bodd jesté
na nékterych tlohdch tykajicich se ellipsy.

Primka ellipsu bud protind ve dvou bodech, nebo se ji do-
tykd, nebo nemd bodu s ni spoletného. Je-li tedy ptedlozena
uloha (zfejmé kvadratickd) ,uréiti priasetiky p¥imky s ellipsou*,
nastdvd zase otdzka, zdali je mozno v kaZdém piipadé prisouditi
témto dvéma fardm dva a prdvé dva priseciky.

K zodpovédéni této otdzky je tieba predeslati nékolik
pomocnych vét,

20. Za zndmou pokliddme vétu: Jestlife v roviné ellipsy
o délkdch poloos a, b praudlouzime vsechny délky rovnobéZné
s vedlej$i osou a méfené od hlavni osy (nad osu i pod;ni) v po-
méru a: b, prejde ellipsa v kruinici o poloméru a, ellipse
opsanow.™) Pravime, Ze ellipsa a tato kruZnice jsou “sdruZeny
V affinité; provésti tuto affinitu znamend prodlouziti délky
ve zminéném poméru; provésti obrdcenou affinitu znamend
tytéz délky v témze poméru zkrdtiti.

*) V. Strnad, Geometrie pro redlky dil 1Il., str. 104 (vyd. IIL)."
28*
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Z toho plyne velmi jednoduchd konstrukce redlnych pri-
setikd piimky p s ellipsou, jejiz jsou dény obé poloosy a stied
O (v. obr. 8.). Sestrojme opsanou kruznici a pifmku p’, jez s p
se protind na hlavni ose a na vedlej’i ose utind tusek, jenz se
md k pislu§nému tseku p¥{mkou p ufatému jako @ : b. Kolmice
spusténé z priseki A’, B” pfimky p’ s kruZnicf na hlavni ose
protnou p¥imku p v prisecich 4, B p¥imky s ellipsou.

Obr. 8.

Odiivodnénf této konstrukce pienechdvdm Ctendfi; plyne
ibned z affinity obou utvard.

21. Vytknéme v rovind (v. obr. 8.) uréity bod P’, leZfci
mimo kruZnici, a urleme jeho poldru p’ vzhledem ke kruZnmici.
Vedme bodem P’ libovolny paprsek, jenZ protne kruZnici v bo-
dech M, N’, poldru v bodu @'. Pak, jak zndmo, body P, @'
. jsou harmonicky sdruZeny vzhledem k bodim M’, N'. Pro-
vedeme-li obrdcenou affinitu, pfejde kruznice v ellipsu, poléra p'
ptejde v pHmku p a body P, M', N', @' v body P, M, N. @
lezfef také na pifmce. Je pak hned jasno, Ze sice vzddlenosti
bodit P, M. @, N jsou jiné nez vzddlenosti bodi F, m, @', N,
aviak jejich poméry jsou -stejné, takZe na pt. QM: PM =
QM': P'M' atd. Tvovi tedy body P, M, @, N také harmonickou
' tverinu. Pi{mka p' protne kruZnici v doty&nych bodech tefen
z P’ vedenych; protne tedy p ellipsu v dotyénych bodech teten
z P vedenych (jak snadno lze véziti). Je tedy p poldra bodu
P vzhledem .k ellipse a z ptredchoziho plyne véta: vedeme-li
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danym bodem wvné ellipsy libovolny paprsek, jens protne ellipsu
ve dvou redlnych bodech, pak tyto body oddéluji harmonicky
2ba priseky paprsku s ellipsow. Jinymi slovy: harmonickd vlast-
nost poldry u kruZnice piend’¥i se také na ellipsu.

(Je jasno, jak lze na zdkladd piedchozich dvah sestrojiti
tetné z bodu k ellipse, coz ptenechdvdm Etendii.)

22, Je-li, din bod P uvniti kruZnice, pak jeho polira p‘
neni jiZ spojnice dotyénych bodd teten z P’* vedenych avak
zistdvd v platnosti harmonickd vlastnost poldry. Je tedy patrno
(a dikaz je zcela totozny s pfredchozim), ze vytkneme-li bod
uvniti ellipsy, geometrické misto bodi @, jes s bodem P jsou
harmonicky sdruZeny vzhledem k prisekim paprska z P ve-
denyich s ellipsou, je pFimka p, kterou také nazveme poldrow
bodu I vzhledem k ellipse. '

Zdroveil je z piedchoziho patrno, jak lze uZitim pomocné
kruznice K k libovolnému bodu /’ sestrojiti poldru vzhledem
k ellipse. )

Zv145té jednoduchd je konstrukee poldry, je-li bed 7> na
nékteré ose. Je-li na pt. na ose hlavni, je jasno, Ze jeho polédra
je rovnobézna s osou vedlejif, a obdrzime ji, kdyz urtime bod,
jenZz je s P harmonicky sdruZen dle obou vrchold ellipsy. Zcela
stejné si polindme, je-li /> na ose vedlejsi.

23, Jestlize k libovolnému bhodu A pifmky p sestrojime
poliru vzhledem k ellipse, jeZ protne p v bodé B, nazveme zase
A, B dvojici bodit na » poldrné sdruienyich vzhledem k ellipse.
Provedeme-li affinitu, kterou piejde ellipsa v kruznici K, piejde
kazd4 dvojice 4, B ve dvojici bodi A’, B’ polérné sdruZenych
vzhledem ke kruzZnici K. Ale v8echny tyto dvojice na p” tvoif
koncové body priméri kruZnic svazku (toho totiZ, jehoZ kruZnice
protinaji K kolmo, v. odst. 15.), a plati tedy pro jich vzdile-
nosti a’, b' od pevného bodu P vztah «’d” = konst. Jestlize
opét ptrejdeme od kruznice k ellipse, prejde bod P’ v bod P;
ale pomér délek na p' a jim odpovidajicich na p je staly (viz
napfed), i je patrno, Ze také pro vzddlenosti a, b bodd 4, B od
P plati ab = konst. (konstanta jin4 nez nahofe). Tvori tedy také
dvojice A, B koncové body priméri kruznic svazku (dle odst.
10., véta druhd); ale pak vime, Ze existuje jedind dvojice bodd,
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jez viechny dvojice 4, B oddéluje harmonicky (v. odst. 12.).
Tato dvojice je redlnd nebo imagindrnd. Jestlize p protind ellipsu
v bodech redlnych, pak privé tyto body tvoii onu dvojici, jak
je ihned patrno z odst. 21. Jestlife vSak ellipsa neprotind
primku v bodech redlnych, memide existovati redlnd dvojice
Zddané vlastnosti, ale pak existuje (jak vime) jedind dvo-
Jice imagindrnych bodd sdruZenych, jeZ harmonicky oddéluji
véechny ony dvojice. Chceme-li tedy uloze: ,urtiti pruseéiky
piimky s ellipsou“ pkisouditi v kazdém piipadé feJeni, musime

Obr. 9.

prohlasiti tuto dvojici za préseky ellipsy s piimkou. I mdme
vétu: priseky (af redlné nebo imagindrné) ellipsy s primkou
jsou ty dva body, jeZ harmonicky oddéluji viechny dvojice po-
larné sdrusengjch bods ma primce.

24. Na zékladé toho lze sestrojiti priseky dané pifimky
s ellipsou, uvdzime-li, Ze sta¢i na dané pi¥imce uréiti dvé ony
dvojice, o nichz je fe¢ v pfedchozim odstavei.” Volime ovsem ta-
kové dvé dvojice, jez se snadno sestroji. Ellipsa je ddna stfedem
a délkami.obou poloos. '

I. Piipad redlnych prisekd (v.obr. 9.). Dand ptimka necht
protne obé& osy v bodech A,, 4,. Sestrojime (dle odst. 22.) po-
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liry obou téchto bodl; ty protnou danou p¥fmku v bodech P,,
P,. AP ; 4,P, jsou dvé dvojice poldrné sdruzené dle ellipsy;
sestrojime-li zndmym zpisobem (konstrukce je v obr. Y. na-
znacena) dvojici M, N harmonicky sdruzenou vzhledem k obéma
témto dvojicim, obdrzime tim dle pfedchozi véty priseky ellipsy
s piimkou. OvSem je tato konstrukce zbytené slozitd; uzijeme
vzdy radéji konstrukce uvedené v odst. 20. (nebo nékteré jiné, .
jez se pro tuto Glohu udévaji). Aviak vyhoda této konstrukce
je v tom, Z%e ji lze uziti i v piipadé, kdy p protini ellipsu
v bodech imagindrnych (v. obr. 10.).

Obr. 10.

1I. Sestrojime i v tom pifpads body 4,y 4,, k nim po-
liry, ¢mz nabudeme bodit P,, P,. Obs dvojice A,, P,; 4,, P,
se navzdjem oddéluji; existuje tedy jedind dvojice imagindrnych
bodl sdruZenych, jez harmonicky oddéluje ob& tyto dvojice. Aviak
tu dovedeme sestrojiti, t. j. dovedeme udati kruznici (uréitéji
cely svazek kruznic), jeZ protind danou piimku v obou imagi-
ndrnych bodech sdruzenych. Tim jsou oba imaginarné.prisetfky
piimky s ellipsou sestrojeny, nebof imagindrné body pokliddme
za sestrojeny, je-li ddna pifmka a kruznice, jez ji v té&chto bo-
dech protind (v obr. ptimka A,A, a kruznice o stfedu S).

Zaroven vychdzi z predchoziho na jevo, Ze ellipsa a po-
mocnd kruinice maji na primce dané tytéé dvojice poldrné
sdrugenyich bodi.
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§ 6. Ellipsa uréend imaginarnymi body.

25. Obritime se k tloze opaéné: ke Fkonmstrukci ellipsy
z dvou imagindrnych bodi sdrufemyjch (a jingch potrFebnijch
wréujicich édsti). Sestrojiti ellipsu znamend pro nés,
uréiti jeji stted a ob& poloosy; nebof v tom piipads do-
vedeme najiti jeji ohniska a sestrojiti pak libovolny poéet jejich
bodd.

26. Provedeme napied zase tutéz dlohu pro body reilné.
Dokézeme vétu:

Ellipsa je wuréena jednoznaéné, ddn-li jeji stfed, smér
Jedné (a tedy i druhé) osy a dva redlné body.

Obr. 11.

Diikaz provedeme tim, Ze ellipsu skutetnd sestrojime (ve
smyslu prévé vylozeném). Vyloutime p¥pad, Ze by jeden nebo
oba body lezely na jedné nebo druhé ose; v tom piipadé se
ovSem obecnd konstrukce, jak ji udéme znaéné zjednodusi, coZ
ponechavzim uvaze Ctendfove.

Budiz (obr. 11.) O stfed hledané ellipsy, jimZ prochdzeji
obé kolmé osy; M, N oba dané body, jimiZ m4 ellipsa prochd-
zeti. Spojnice MN protne hlavni osu v bodu C, vedlej§f v bodu
D. Urteme bod harmonicky sdruzeny s C dle M, N; kolmice
s nsho na osu spuiténd je polira bodu C vzhledem k hledané
ellipse (jak ihned vysvitd z odst. 22.). Necht protne hlavni osu
v bodu C’. Podobnd urfeme bod harmonicky sdruzeny s D dle



426

M, N; kolmice s ného spuiténd na osu vedlej$i je poldra bodu
D nechf protne vedlej§i osu v bodu D’. Pak je jasno, Ze oba
vrcholy ellipsy na hlavni ose lezicf, R, S, jsou harmonicky
sdruzeny vzhledem k ob&ma bodim (', C* (nebot toto je dvojice
poldrné sdruZzenych bodi na piimce, jejiz priiseky s ellipsou
jsou R, S). Mimo to vime, Ze tyto body jsou soumérné dle
sttedu O. I je jasno, Ze nabudeme bodi R, S konstrukei zng-
mou z odst. 13. I., jen zjednoduSenou. Sestrojime kruZnici majici
CC' za primér. Kazdd kruZnice sekouci kolmo tutp kruZnici
protne hlavni osu ve dvou bodech harmonicky sdruZenych vzhle-
dem k C, C“; jezto R, S maji byti soumérné dle O, musime
voliti kolmou kruZnici, jejiz stfed je na ose vedlej’i. Ta protne

Obr. 12.

hlavni osu v hledanych bodech R, S. Je jasno, ze kazdd kruz-
nice kolmd ke kruznici o priméru C'C* a majici stfed na ose
vedlej§i prochdzi t&mito dvéma body dle véty v odst. 11. I.
Zcela stejnd najdeme vrcholy ellipsy U, V na ose vedlejsi.

Tim je ellipsa ve smyslu nahofe udaném sestrojena, a z4-
roveli pfedloZend véta dokdzéna.
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27. Obratme se k uloze: sestrojiti ellipsu danou sttedem O,
smérem jedné (a tedy i druhé) osy a dvéma imagindrnymi body
sdruzenymi (obr. 12.).

Oba imagindrné body jsou ddny kruZnici o stiedu M a
piimkou, jez s ni nemd redlnych bodd spoleénych. Jezto tato
kruznice a hledand ellipsa maji protnouti danou pi¥fmku v tychz
dvou bodech, musi kazd4 dvojice bodd na ni poldrné sdiuzenych
dle této kruznice byti zdroven dvojici poldrné sdruzenych bodi
dle ellipsy. (dle odst. 24., na konci). Pifinka dand necht protne
osy v bodech C, D. Urleme body k nim polirné sdruZené
vzhledem ke kruZnici; ty jsou s nimi poldrné sdruZené také
vzhledem k ellipse a proto kolmice s nich spuiténé na osy jsou
poliry obou bodd vzhledem k ellipse. AvSak dvojicemi bodid
C, C"a D, D' jsou vrcholy ellipsy uréeny a lze je sestrojiti
jako v pifpadé piedchozim.

28. Doporutuji &ttendii, aby zpisobem, jenz v pfedchozim
byl vyloZen, fefil tlohy: «) urditi prisetiky p¥imky s parabolou
(redlné i imag.); b) sestrojiti parabolu urenou osou a dvéma
body (redlnymi nebo imaginirnymi); ¢) urciti priseéiky koule
s ptimkou; d) sestrojiti kouli ze tyF bodi: «) dva redlné, dva
imagindrné sdruzené; g) dva a dva imnagindrné sdruZené.

Kometa llalleyova.

Po priichodu pfislunim v noci ze dne 19. na 20. duben
jasnost komety znalné stoupla, nebof jiZ v poslednich dnech
dubnovych dofly z riznych mist zprdvy, Ze spatfena byla pouhym
okem. JeSté dne 18. dubna bylo moZno ji spattiti jen daleko-
bledem. Toho dne mezi ¢tvrtou a pitou hodinou ranni pozoroval
ji F. Quénisset na hvézddrné v Juvisy u PaifZe dalekohledem
svétlosti 0:24 m.. Velikost jeji byla 3. aZ 2., barva nazloutld,
jddro brillantni a velmi zfetelué; hlava z4iila intensivnéji na
_strané Slunei pFivrdcené a vysilala na opatnou stranu dva krdtké
véjitovité se rozvirajici ohony. AZ do 19. kvétna blizila se
kometa stdle k Zemi nabyvajic vét§fho lesku. Dle vypoitd M.
- Ebella (Astr. Nachr. 4400), provedenych na zdkladé pozorovani
z 1. 1835—1836, dosdhla nejvét§{ jasnosti v polovici kvétna,
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