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Referaty. Rapports.

Sur les progrés récents de la théorie des probabilités.
B. Hostinsky, Brno.

La théorie des probabilités a été, dans ces derniers ans, I'objet
d’un trés grand nombre de travaux de sorte qu’il est presque
impossible de se rendre compte de tous leurs résultats. Mais plus
le nombre de travaux sur les probabilités s’accroit chaque année,
plus leur problémes et méthodes sont variés, plus il est intéressant
de connaitre les vues générales et les principales directions de
recherche dans ce genre de calcul.

Je me propose aujourd’hui de donner une revue de certaines
recherches modernes qui se rattachent & une loi de Laplace et au
théoréeme de Bernoulli. Je ticherai de montrer d’abord quelles
étaient les généralisations immédiates de ces résultats classiques;
ensuite je voudrais attirer votre attention & la notion de limite en
probabilité et aux diverses notions qui en résultent, & 1'usage des
notions d’espérance mathématique et & celle de moment et enfin
a la théorie des probabilités en chaine et leurs applications en

physique.
1. Le probléme de Laplace et la loi des grands mombres.

Supposons qu’il y ait une probabilité constante @ pour qu’une
certaine expérience réussisse. Dans une série de n expériences
consécutives il y aura un certain nombre m (m < n) de celles qui
ont réussi. Désignons par z un nombre positif quelconque et par
P(4) la probabilité pour qu’une relation 4 ait lieu. Avec ces nota-
tions le théoréme de Laplace s’exprime par la formule

z

hmP(|m——nal<z]/2na(1—a))—V fe—“’du\ (1)
7

n=aw
et la loi de Bernoulli s’écrit
——a
n

nlmg) P( > s) —0, @)

¢ étant un nombre positif donné quelconque.

Plus généralement, supposons que, dans une série d’expé-
riences, les conditions varient d’une expérience a lautre; la kitme
expérience pourra donner différents résultats avec les probabilités
respectives p;V, pr® . . ., dont la somme = 1. Attachons & chacun
de ces résultats une valeur numérique ;™ de la quantité aléatoire a;.
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La valeur moyenne ou espérance mathématique de z; sera déter-
minée par la formule

B(x) = o 2D + p® mp® 4 ...

Nous aurons donc une suite de quantités aléatoires que nous
supposons indépendantes entr’elles

. Xy, Xoy o v vy Ty - - - (3)
Posons
E(z,) = an, by = E(x, — a,)?

et demandons-nous quelles conditions doivent étre satisfaites pour
que (2 étant un nombre positif)

n

Z — a;)

im (|3 A

i=1

hm P(

et .
> e) =0 (5),

¢ étant un nombre positif quelconque. Les formules (4) et (5)
comprennent (1) ou (2) comme des cas particuliers.

On dit, suivant un usage employé dans les travaux russes, que
la suite (3) obéit & la loi des grands nombres, si (5) a lieu. Cette loi
est donc une extension du théoréme de Bernoulli.

Le probléme de trouver la probabilité pour que la somme d’un
trés grand nombre de quantités aléatoires soit comprise dans des
limites données [formule (4)] a été proposé par Laplace et repris
ensuite par Tchébycheff et par son école. Liapounoff, Markoff,
Khintchine, S. Bernstein, Kolmogoroff et autres ont précisé et
étendu les résultats de Tchébycheff. Quant & la loi des grands
nombres (5), Markoff a démontré () qu’elle s’applique, si

1 & :
lim o Y7 ba = 0. (6)
=1 .

Dans les cas o1 cette formule ne s’applique pas, il faut employer
d’autres critéres. Pour cela Tchébycheff a introduit les moments.
Le moment du k1*™¢ degré de x; est défini par la formule

mi® = g(x; — a;)*. (7)

Le critére le plus général de validité de (4) a été trouvé par
Liapounoff (1); il emploie les moments d’ordre 2 (c’est & dire les
quantités b;) et les moments d’ordre 2 4 4, 4 étant une quantité
positive. Plus tard Lindeberg (%) établit une condition plus simple
qui ne fait intervenir que les moments du second degré m,® = b,,
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mg® = b,, ... mais qui leur impose une certaine propriété qui n’est
pas exigé dans ’énoncé de Liapounoff. Notons que Lindeberg
suppose que z; puisse varier d'une fagon continue; le moment du
kitme degré du z; est chez lui donné par l'intégrale de Stieltjes

m® = [ak(u) dF(u);

les valeurs possibles de x; sont ici exprimées en fonction du para-
métre u et dF(u) = P (u < i < u + du).

Un progreés essentiel a été réalisé ici par Kolmogoroff (3) qui,
au moyen d’'une méthode due & Petrovsky (%), raméne le calcul du
second membre de (4) & l'intégration de I’équation de la chaleur

0P 1 2@

‘ 0z 2 0a? (8)
Au moyen des fonctions qui satisfont & une équation peu
différente de (8) Kolmogoroff arrive & démontrer (4) sous les condi-
tions de Lindeberg. Un exposé de cette méthode se trouve dans un
ouvrage récent de Chin¢in (Khintchine) (°). Remarquons que des
intégrales telles que le second membre de (4) se présentaient
d’abord dans les formules donnant une expression approchée de
certaines probabilités, qu’elles se sont présentées dans la théorie
de la chaleur et de {a diffusion et qu’aujourd’hui elles donnent des
valeurs limites de probabilités telles que (4) et que I'on les obtient
en intégrant 1’équation de la chaleur ou équations analogues.
- Je rappelle encore que des inégalités plus générales que (4)
ont été étudiées par Kolmogoroff (°) et que Khintchine (?) a trouvé

des inégalités de nature assez différente de (4). :

‘II. Notion de convergence en probabilité.

Le théoréme de Bernoulli (2) peut étre résumé en disant que
le rapport m/n s’approche indéfiniment de ¢ quand n augmente
indéfiniment. Mais ce n’est pas une convergence vers une limite
au sens ordinaire. Cantelli (8) a donné au théoréme de Bernoulli une
forme nouvelle en introduisant la notion de convergence en proba-
bilité. Nous ferons usage de la notation introduite par Slutsky;
la formule (2) sera alors remplacée par la formule équivalente

limgm/n = a;

7 =0
lim B veut dire limite en probabilité (ou dans le sens du Calcul des
probabilités); B rappelle le nom de Bernoulli. Le rapport m/n tend
done vers a en probabilité. Fréchet (°) a montré que cette notion
de convergence en probabilité est tout & fait analogue de la conver-
gence en mesure sous la condition de remplacer la notion de mesure
par celle de probabilité. En effet soit f,(«), fy(%), . . . une suite de
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fonctions définies pour les valeurs de # appartenant & un certain
ensemble mesurable. Si la mesure de I’ensemble ou |f —1f,| > ¢
a pour limite (pour n = oo) zéro, on dit que la suite f, f,, ..
converge en mesure vers f.

La convergence en probabilité de m/n vers a a été étudiée en
détail dans une série de travaux par Cantelli (19), (11), Fréchet (®),
Slutsky ('2), Mezzanotte (%), Khintchine (14), Kolmogoroff (%) et
P. Lévy (). Désignons plus précisément par m, le nombre d’expé-
riences qui ont réussi, parmi les » premiéres. Voici quelques problé-
mes qui se posent. Remarquons d’abord qu’il faut distinguer deux
probabilités suivantes, ¢ étant donné:

P(Lnﬁ—a >e), et
n
P( = —a|l>c¢ ;ln:jll—a > &, ;nr;——-a >£.._.>-

Or le théoréme de Bernoulli consiste & ce que la premiére tend
vers zéro si n augmente indéfiniment. Il faut le démontrer encore
pour la seconde; cette démonstration a été faite par Cantelli (1?).

D’autres questions se posent sur les signes des quantités

my my My
T 5 a, ...

I1y a, avec une probabilité égale & I'unité, une infinité de termes
positifs dans cette suite et une infinité de négatifs. Cette probabilité,
égale a 'unité, doit étre considérée comme distincte de la certitude.
Considérons en effet le cas ol il y a un nombre fini de termes posi-
tifs, tous les autres étant négatifs. Au point de vue mathématique,
ce cas est possible, mais sa probabilité est égale a zéro et celle du cas
contraire est égale a I'unité. On peut se demander quel est le rapport
entre la probabilité pour que la différence m/n — a soit positive
et entre celle pour que m/n — a soit négative. Ce rapport dépend
du moment du troisiéme ordre. Des questions analogues se posent
sur les séries plus générales (3).

Une série infinie de quantités aléatoires est-elle convergente
ou non? Cette question dont 1’étude a été commencée par Borel (17)
en 1909 a été objet de travaux de Khintchine et de Kolmogoroff (18)
qui ont trouvé un critére de convergence c’est a dire la probabilité
pour que la série soit convergente. P. Lévy (*®) a continué ces
recherches; il introduit, au lieu de sommes de variables aléatoires,
des intégrales de Stieltjes z(¢) = f dz(t) ou la variable ¢ remplace
I'indice de sommation (ou le nombre n de termes) dans le cas précé-
dent. Nous avons déja rencontré une fois l'intégrale de Stieltjes;
pour comprendre, dans une seule formule, la valeur moyenne d’une
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variable aléatoire ; qui varie d’une fagon continue ou discontinue
on écrit f z;(») dF(»). Maintenant, en remplagantl’indice 4 par une
variable continue ¢ on aura, au lieu de la somme z;, + z, + z; + ..
I'intégrale [da(?).

Je vais maintenant vous dire quelques mots sur le point de vue
de E. Slutsky (2°) qui en prenant comme base la notion de ,,conver-
gence en probabilité’ (ou convergence stochastique) en déduit les
notions de continuité en probabilité, de dérivée et de I'intégrale en
probabilité. Slutsky suppose qu’une valeur aléatoire () correspond
a chaque point ¢ d’un intervalle donné (a, b) et qu’il résultera une
valeur définie z(¢!) pour chacune de ces variables en faisant sur
chacune une épreuve. Il admet que ¢ et ¢ + 2 étant deux points
dans (a, b), les quantités

Elz@®)],  Blx®)P,  E[=(). (@ + A)] (9)
soient des fonctions continues de ¢ et de A. Il en résulte que
%}il_ltp(l 2t +h)—2@) | <e)=1

ce qui exprime la condition que la fonction aléatoire () soit une
fonction continue en probabilité. Pour définir I'intégrale en proba-
bilité d’une fonction z(f) on commence par construire la somme
comme dans la définition ordinaire de l'intégrale. Cette somme
n’admet pas de limite si les intervalles formés par les points de
division tendent vers zéro; mais la probabilité pour qu’elle ne
différe plus de & en valeur absolue d’un certain nombre tend vers
I'unité sous les hypothéses (9). Il y a donc une intégrale en proba-
bilité. De méme en admettant certaines hypothéses sur les valeurs
moyennes du rapport dJz/4t on trouve qu’il y a une dérivée en
probabilité.

En somme, il s’agit dans toutes ces définitions et constructions,
d’envisager les propriétés des fonctions d’une variable réelle & un
point de vue particulier. On considére un ensemble de fonctions,
les valeurs que prend une telle fonction sont choisies arbitrai-
rement, mais on fait des suppositions telles que (9) sur la conti-
nuité des valeurs moyennes. La notion d’une fonction qui admet
Pintégrale en probabilité ou la dérivée en probabilité est plus
générale de celle d’'une fonction intégrable ou dérivable au sens
ordinaire; elle comprend ces derniéres comme des cas particuliers.

III. Valeurs moyennes et moments.

La démonstration la plus simple du théoréme de Bernoulli (2)
consiste & employer la formule de Bienaymé-Tchébycheff

P(|z]|zec) < E(2)/c (10)
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il suffit de poser x = m, ¢ = n/a pour obtenir (2). Elle est applicable
aussi dans d’autres recherches et elle est susceptible de différentes
généralisations comme P'ont exposé Cantelli (2) et Khintchine (22).
Revenons aux notations (3) et au probléme général (5).

Tchébycheff et ceux qui ont aprés lui continué les recherches
sur la loi des grands nombres ont essayé d’introduire les moments
supérieurs des quantités (3). Nous savons que Markoff a montré que
(6) suffit pour la validité de la loi. Done, dans ce cas ou (6) s’appli-
que il suffit de considérer les moments b; = E(2; — a;)* du second
degré. Mais si dans des cas plus généraux (6) ne s’applique pas et on
peut penser qu’il faut introduire des moments supérieurs. Markoff
qui s’occupait de cette question a exprimé ses doutes sur ce qu’il
fit possible de former, au moyen de moments seuls, les conditions
nécéssaires et suffisantes pour la validité de la loi des grands nom-
bres. Khintchine (2°) a montré ensuite qu’il est impossible d’obtenir
ces conditions sous une forme telle que les moments seuls (de degré
quelconque) y interviennent. En effet il a construit deux séries
de variables aléatoires telles que le moment de degré arbitraire
de la ki®me variable dans la premiére série est égal au moment
correspondant dans la seconde; pourtant, la loi des grands nombres
s’applique a la premiére et pas & la seconde.

Je voudrais faire encore une remarque sur le coefficient de
corrélation entre deux variables aléatoires x et . Supposons, pour
simplifier, que les valeurs moyennes soient égales & zéro et que les
valeurs moyennes de leurs carrés soient = 1. Alors le coefficient de
corrélation 7 ne sera autre chose que la valeur moyenne ou espérance
mathématique de leur produit

r = E(zy) = Z'f Pik s Yk
%

ou
pix = P (x = x;, y = yx).

Le coefficient r joue un role dans certaines recherches; beau-
coup de chercheurs sont disposés & introduire r dans les calculs sans
employer explicitement les probabilités piz.

1V. Chaines de Markoff et problémes voisins.

Dans une communication présentée au premier Congrés des
mathématiciens des Pays slaves en 1929 (24) j’ai exposé mes premiéres
recherches sur la théorie des chaines fondée par Markoff sous une
forme purement algébrique et employée plus tard (indépendamment
de Markoff) sous une autre forme par Smoluchowski dans ses
travaux sur la diffusion. J’ai commencé a étudier ces questions
en 1927 en m’appuyant surtout sur un travail de Hadamard (%),
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sans connaitre d’abord les mémoires de Markoff. Plus tard, dans mes
cours a I'Université de Brno, dans les legons que j’ai eu & la Faculté
des Sciences de 1'Université Charles a Prague (**) et a 1'Institut
Poincaré a Paris (*7) j’ai insisté sur l'importance des idées de
Markoff; j’ai tAché moi-méme de les compléter et j’ai proposé a mes
éléves de s’en occuper (28). D’une part mes éléves Kaucky (2?),
Koneény (3°) et Pototek (') ont travaillé sur ce sujet, d’autre part
Fréchet a développé dans une série de travaux importants la théorie
de chaines. Il suffit de rapprocher ma communication faite en 1929
au congres de Varsovie (2%) aux derniers travaux de Fréchet (°2)
(surtout & un travail qui a paru en 1934 dans le Bulletin de la
Société mathématique de France) pour voir le progrés réalisé
pendant les cinqg ans derniers. Je signale encore le livre de R. v.
Mises (33) sur la théorie des probabilités ou surtout les applications
aux problémes physiques sont développées.

Dans une conférence remarquable qui est imprimée dans le
1 volume de Comptes Rendus du Congrés international tenu
& Zurich en 1932, S. Bernstein a exposé différentes questions qui
se posent dans la théorie des variables aléatoires liées (3). Cette
conférence contient pour ainsi dire un programme de recherches.
En 1932-34 quelques points de ce programme ont été développés.
S. Bernstein lui méme qui dans ses travaux plus anciens a beaucoup
contribué a étendre et a préciser les résultats obtenus par Markoff,
montre, dans ses mémoires récents, comment il faut calculer les
quantités qui dépendent des variables aléatoires liées entre elles;
il considére les équations différentielles au point de vue des proba-
bilités (°%). D’autre part les chaines de Markoff, qui offrent un
exemple simple de liaison entre les variables aléatoires, les équa-
tions fonctionnelles qui leur se rattachent et leur rapport avec les
équations aux dérivées partielles de la Physique mathématique
ont été I'objet d’un certain nombre de travaux.

Je vais donner une revue rapide de quelques résultats de la
théorie des chaines obtenus dans ces derniers ans et d’autres
travaux sur des questions voisines.

Au point de vue purement analytique le probléme original,
énoncé par Markoff, peut étre réduit & la question suivante: étant
donnée une matrice py (¢, k =1, 2,...,7) dont les éléments sont
positifs ou nuls, calculer les coefficients des matrices qui en résul-
tent par itération et déterminer ce qu’ils deviennent quand I'indice
d’itération augmente indéfiniment. Markoff a donné les résultats
esgentiels dans le cas ou les quantités py sont toutes positives.
Aujourd’hui grice aux travaux que j’ai déja rappellés, la théorie
est perfectionnée et généralisée en deux points: d’abord le cas ou
quelques quantités pi sont nulles a été étudié et, au point de vue
d’applications physiques, le résultat suivant di & Fréchet me
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parait important: Si Pix désigne le coefficient de la matrice itérée
quelleque soient les pix, pourvu que pi™ << ¢, la limite

lim P + pa® + ... 4 pa™

= n

existe toujours. Ensuite toute la théorie a été étendue au cas de
variables continues qui remplacent les indices discontinus 7 et k.
C’est encore & Fréchet que nous devons ici les résultats fondamen-
taux; dans les travaux cités il a donné des démonstrations précises
el générales des résultats fondamentaux et de certains théorémes
énoncés par Hadamard en 1928 (3¢).

Une derniére généralisation consiste & introduire une variable
continue & la place de l'indice d’itération. Les problémes sur les
chaines se rameénent ainsi a 1’étude des équations fonctionnelles.
Je me borne ici & rappeller I'équation de Smoluchowski

b
D(z, y, u + v) =[D(x, 2, u) B(z, y, v) da. (11)

Admettons que la probabilité pour qu’'un point — qui se
meut au hasard sur le segment (a, b) — passe de la position x & une
autre comprise entre y et y 4+ dy en ¢ secondes, soit exprimable
par la formule @(x, y, t) dt; alors @ satisfait & I’équation de Smolu-
chowski (11).

Dans un travail que j’ai publié en 1932 et dont les complé-
ments viennent de paraitre (3’) j’ai donné une solution de cette
équation qui repose sur le principe suivant: L’équation (11) est
analogue de

vty = e . e

a condition de remplacer la multiplication ordinaire de u et de v
par une multiplication symbolique de deux fonctions qui consiste
a les multiplier et & intégrer ensuite le produit. Une transformation
convenable de la série de Maclaurin pour e* donne la solution
cherchée de (11); c’est en somme une méthode dont le principe
a donné Volterra dans sa théorie des équations intégrales. Je
remarque que dans ces calculs certains produits infinis jouent un
role; des cas particuliers de ces produits ont été envisagés par
M. Popovici dans un travail publié en 1914 (38).

L’équation (11) exprime une proposition générale qui au fond
ne différe pas de ce qu’on appelle Principe d’Huygens. Pour calculer
la valeur de @ relative & une valeur ¢ = » + v il suffit de connaitre
les valeurs que prend @ pour ¢ = u et pour ¢ = v. C’est pour cela
que, par exemple les fonctions qui satisfont & I’équation de la
chaleur sont en méme temps solutions de (11). J’ai rappelé cette
maniére d’envisager le probléme [qui est due & Hadamard (3?)]
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dans une conférence que j’ai eu ’honneur de lire devant le Congrés
des mathématiciens roumains tenu & Turnu Severin en 1932 (),
Une Physique mathématique plus générale sera donc fondée sur
des équations telles que (11); ces équations se raménent, dans des
cas particuliers, aux équations aux dérivées partielles. Ainsi
Kolmogoroff a pu montrer (') quelles sont les conditions de conti-
nuité et de dérivabilité qui doivent étre remplies pour qu’une
fonction qui satisfait & 1’équation fonctionnelle de Chapman
s<u<t)

» v
D(z, y, S, t) =f¢(x, 2,8, u) Dz, y, u, t)dz

satisfasse en méme temps & une équation aux dérivées partielles
du type parabolique. Et j’ai montré que, sous autres conditions,
une fonction qui satisfait 4 I’équation de Chapman donne la solution
d’une équation aux dérivées partielles du type elliptique (42).

Enfin, je voudrais dire quelques mots sur un probléme rela-
tivement simple qui donne une bonne idée de la nature des questions
plus générales qui ont été développées dans les travaux de Slut-
sky (%3), S. Bernstein (3¢) et de Khintchine () sur les relations géné-
rales entre les variables aléatoires. Les uns de ces travaux se
placent & un point de vue voisin de celui des chaines de Markoff.
Il y en a d’autres qui introduisent des hypothéses plus générales.
Par exemple, dans un travail récent Khintchine admet que les
probabilités rélatives au développement d’un systéme physique
postérieur & une époque ?, dépendent de tout ce qui se passait
avant cette époque.

L’exemple simple que j’ai déja signalé est dd & Slutsky. Il
s’agit d'un théordme que j’énonce, en interprétation cinématique,
comme il suit: Un point se meut au hasard sur un segment (a, b)
et soient x,, x,, x5, ... les valeurs de son abscisse aux époques
t, 2t, 3t, ... Admettons les hypothéses

E(z) =0, E(z2) = 1, r = E(x;x:) = fonction de |1 — k |

et de plus que le coefficient de corrélation R entre z; et entre la
seconde différence de x; soit trés voisin de 'unité. Alors la proba-
bilité pour que les valeurs z;, @,, . . . soient trés voisines des ordon-
nées d’une sinusoide, est elle-méme trés voisine de 1'unité. Elle
devient = 1, si R = 1. §’il y avait une équation rigoureuse de
forme d2x/d#? + kx = 0, z serait une fonction trigonométrique ou
exponentielle de ¢; mais dans le cas que nous venons de considérer
(nous introduisons des différences finies au lieu de différentielles),
si R est voisin de I'unité, on n’obtient que des fonctions appro-
ximativement périodiques. Je crois que ce point de vue pourrait
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étre utile dans I’étude des phénomeénes physiques qui résultent
d’un trés grand nombre de mouvements a peu prés périodiques.

Cet exemple nous renseigne bien sur la nature des applications
du Calcul des probabilités. Introduire les probabilités dans les
formules de la Physique cela ne veut pas dire: rénoncer au déter-
minisme. Il ne suffit pas de considérer des équations rigoureuses;
il faut se demander quelle est la probabilité pour que la différence
entre les deux membres de 1’équation soit comprise entre les limites
données. Une relation entre les probabilités ou entre les valeurs
moyennes est plus générale que par exemple une équation diffé-
rentielle relative aux valeurs précises; en faisant des hypothéses
supplémentaires, les relations entre les probabilités ou entre les
valeurs moyennes de certaines quantités deviennent des équations
rigoureuses (p. ex. des équations différentielles) entre ces quantités.

Je ne saurais terminer ce rapport sans vous rappeller le
souvenir d’'un homme trés estimé par tous qui le connaissaient.
K. Vorovka, notre ami et collégue, a le grand mérite de nous avoir
aidé pour comprendre différentes questions de la philosophie
scientifique et surtout les travaux de H. Poincaré et ses idées sur le
Calcul des probabilités. L’analyse si intelligente et précise des vues
de Poincaré que nous devons a Vorovka nous a montré clairement
ce point important qui ne doit pas étre oublié: pour appliquer le
Calcul des probabilités il faut se décider pour cette espéce de
déterminisme que nous regardons comme indispensable dans toutes
les recherches théoriques en Physique.
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