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Troji splisob elementarného odvozeni vzorce
pro obvod ellipsy.

Studujfeim napsal
P. Cornelius Pich, T. J. v Bohusudové (Mariaschein).

Predbéénd poznamka. Pri tomto elementdrném odvozeni
nejde ndm hlavné o krdtkost, ackoliv i této Settiti chceme,
nybrz spiSe o jasnost i presnost. Komu vSak je nejvétsi kritkost
nade vSe milejsi, tohoZ odesylame na p¥. k jadrnému spisku:
JHanleitung tn die analytische Geometrie vou Dr. J. Frischauf*
1. Aufl. pag. 55. Art. 41. TFrischaufovu splsobu odvozeni po-
dobd se ponékud niZe poloZeny spilisob druhy, liSi se viak od
ného podstatné, jak z porovndni obou vysvitd.

Prvy spiisob.

BudiZ stted ellipsy poCitkem pravotihlych soufadnic, velka
0sa 2a osou useCek Cili osou x-ovou, menSi osa 2b osou po-
fadnic ¢ili osou y-ovou, i znaciz E obvod ellipsy, jejz ustano-
viti chceme. Jak zndmo, je stfedova rovnice ellipsy tato:

232 | a%y? = a%?, 1)
kdeito velidiny a 1 b jsou stdlé.

Opsavie ze stiedu ellipsy velkou poloosou a jakoZto polo-
mérem kruZnici 2aw, rozdélme prvni kvadrant %t— této kruz-
nice na n =2, 3, 4, 5 .... sobé rovnjch obloukilv, t. j. na
tolik oblouklv, na kolik chceme; pak ph’sluéi ke kruhovému

ar __a.314159.. 180

oblouku = "on - stiedovy uhel o0 i tudiz

k oblouku ‘L kdeito m =0, 1, 2, 3 ... (n — 1), stredovy

, mT o, . . . o
uhel o, 0 16)Z pevmd 0sa y-ovd s pohyblivyim polomérem a

opsaného kruhu svira.
Spustime-li potom s kaZdého déliciho bodu kruhového

an .. v o s V12
kvadrantu 5 La osu x-ovou kolmici (poradnici), rozdéli se

18
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témito kruhovymi pofadnicemi soulehly kvadrant ellipsového
obvodu
E
'Z-zE,+E2+...+E,. 2)
taktéZ na n (sobé nerovnych) obloukiiv.
Spojivée posléze polomérem a stied ellipsy s hofejSim
koncem oné kruhové potradnice, jez k tsecce x, nalezi, dosta-
neme z trojihelniku takto vzniklého

mw
o, = a 8in - on

z ¢ehoZ plyne

(m+1)3r_

X1 = @ sin

VloZime-li tyto hodnoty usecek do rovnice ellipsy (1)

obdrzime pifslusné hodnoty poradnic
mm

2n
(m +1)7t

Znaci-li emy1 tétivu ellipsy, omezenou body (Zm, Ym)
i (x,,.+1, ym+l), toz bude tétiva

i1 = V(x.;.+1 — @) " Ymtr — ym)® =

1/ @m D= _ E]Z 2[ @m +1)n . n]”
_Va [2 €08 “—; —— sin +b 2 sin*——+—~sin— e
odkudz jde

Ym = b cOS -

Ymyr = b cos —5—

. ox . ,2m4 1w
ent1 = 2a sin in VI — &t sm“-——%—)— s 3)

kdez

#=1—2 (4)

znamend druhou mocninu é&selné vifstiednostr.
Rozvinutim na pravé strané rovnice (3) dle binomické
poucky obdrzime

4 4:".
IR 2L T WRNICLE L ]} ®)

en1 = 2a sin E’{l — lim [2 g @n Dz

1.
+2.4 4n +246
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Zavedeme-li do rovnice (5) za mocniny sinusdv ihlu

(2m+ =

piislu§né hodnoty cosinusliv ze zndmych rovnic

sin*g—%l—)—g—t =3z (1 —cos [2m 4 1] . 2—“)

sins 2™ :;2)" (3— 4 cos [2m+1] + cos [2m+1] 2

dostaneme
2
emy1 = 2a sinf—{l — lim [(—1—) & (1 —cos[2m 4 1] . £) +

( ) (3 4cos[2m—|—1] +cos[2m+1] Sn )+ )}

kladouce pak misto ¢isla m po sobe hodnoty 0,1,2,3...(n—1),
obdrzime

el:2asin4nl{ llm[(2) (I—COSI 2_)+
( ) +(3—4cos1 ot cost. 2)+ ]}
e.z::2asin4—{l—1im[(_;_)282(1—0083.5—)—}-
) (3 4c0s 3. +cos3 ———)+ ]}
e.,,:'2;1a s;n 4%{ l—llm[(% )'252'(1.—‘c0§; [2n——1]'2£)+
1.1

+(24 e‘(3 4cos[2n—1]. 5 +00S[2" 1]. —)"I‘ ]}

kteréito rovnice snadno se dtm séitati, seCteme-li cosinusy
kazdého sloupce dle zndmého vzorce:

sin 2ne
cos & 4 cos 3a 4~ cos Ha 4. ..cos (2n — 1) & = TRV
A tu nabudeme
sin 2n z sin 2n 2—” sin 2n i sin 2n é’f
2n n In 2n
= = = =..=0,

2sin£ 2 si 2z 2 si 8 2 si ‘E
n " on ™ ™

18*
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z CehoZ patrno, Ze souet vSech cosinusiiv kazdého sloupce
rovna se nulle.
Polozime-li, ptihliZejice k rovuici (2), zkritka
e

€ +82 4 ]
dédle pak
. [1 12 1 3.5
“m[“(§)£k+§ ’*‘5(2‘46) ¢+
1.3. ’3 7
(32 )qaqzm ©6)
obdrzime

=2 {1 —R}nsin .,

odkudZ plyne rovnice

e=8a{1——R}nsin£

e
in aneb e 8a {1 —R},

n sin —
4n

kdeito e znaéi obvod do ellipsy vepsaného mnohoihelniku o
4n =8, 12, 16, 20 ... stranich.

PonévadZ v této rovnici proménné veliCiny e, nsm prl
rostoucim = i stdlych yehcmach a, R ustaviéné se prlbhzup

ku svym stilym mezim E obdrzime odtud dle zdkladni véty*)

) 4 ’
hromadného (pro kazdou hodnotu ¢isla n=2, 3, 4, 5 ... do-
voleného) prechodu k meznim hodnotdm hledany vzorec pro obvod
ellipsy

E =2az {1 —R},
anebo vzhledem k rovnici (6)

132, , 1 (1.3
E = 2axn {l—hm[_ (5)8 —|-§(——4
3.5\, 1.3.5.7)", ]
+5(246) +7 2468) +- @
*) Tato zdkladnt v¥ta zni: Stdld hodnota (zde: 8a {1 -—R}) poméru dvou
prom&nngch (e, nsin 4—7;) rovnd se obdobnému pomé&ru jejich stélych

mezt (E, —;5 ) . Diikaz viz v ,Cas. pro pést. math. afys. X. pg. 252.§.5.%
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;s y 74w T . Y .
Poznamendni. Jakoi stdlé &islo 7 )¢ stdld meznt hodnota,

24

k niZz se proménné ¢islo »sin n

pii rostoucim = ustavicné pri-
sV s Y v L] v ’ s ’ Id x v z
blizuje, rovnéz tak jest promémné (¢dstené) éislo 3, broménnd

, , , v s . T M Y
(&dsteénd) mezni hodnota proménného Cisla sin 75 % cehoz pa-

trno jest, Ze mezni hodnoty mohou bijti bud stdlé bud proménné.
Kazdd ¢&dst mezni hodnoty, netoliko proménné nobrz i stilé, jest
proménnou meznté hodnotou.

Spiisob druhy.

PiihliZejice k rovnicim jiZ zndmym ze spisobu prvého, totiz:

. (mm | w\ __ ™ . ma
ac,,.+1__a31n(—27—2+2—n)_acmcos%—kasm%cos—%,
mm 14 11 . T . M
y,,,+1:bcos(—gn—}—?—n):ymcos%——bsm2—nsm—21—1,

poloZme pro kaZdou hodnotu éisla n =2, 3, 4, 5 ...

anx mmx

§’m—|—1 = Tn + % Ccos E}: ,
_ br . mxm
N1 = Ym — % Sin —2-77

Ponévadz jest vzhledem k rovnici ellipsy (1)

2
b%, ', = a”b"[l -I-(%) ] ,
lezi bod (§mt1y Nmyr) mimo ellipsu; i jelikoZ jest
bzwmgm-l—-l + azymn..+1 = a”b’,

bude ptimka, omezena body (Zm,» Ym) i (nt1, Nmt1), tangentou™)
Cili te¢nou dotykajici se obvodu ellipsy E v bodé (%m, Ym)-

Oznacime-li tuto tangentu ellipsovou pismenem e, 419 ob-
drZime obdobnym postupem jako p¥i spisobu prvém

*) N&ktef{ mathematikové (na pf. Dr.J. Frischauf) nazvali tuto tangentu
t&tivow bud z nedopatieni aneb spiSe proto, Ze pri rostoucim = roz-
dil obou pifmek ustaviéné se piiblizuje k nulle a bod (§,41, 7mj1)

2
k ellipsovému bodu (xm_H, ym—l—l)’ ponévadz jest lim (‘;n) =0.
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e"n+1:g—5{l-—lim[(%-)ze"(l—cosm.%)-{—
+(%—i 284(3—4cosm.—:——l—cosm.%ﬂ_)—{—..‘]}.

Dosazenim hodnot O, 1, 2, 3 ... (n — 1) misto m, na-
budeme = rovnic, jichzto soulet snadno se urci, seéteme-li
cosinusy kazdého sloupce dle znimého vzorce
cosOa—[cose—+cos2e+cos3a~+.... 4 cos(n—1)a] =

. o o
sin (n — 1) = cosn —-
=1+ 2
B sin+ ,
2
o , , % 2n 3w 4n b=n
z néhoZ postupnym dosazenim hodnot—”—, P e

bz . . - < , .
—.... thlu & dostaneme nasledujici soucty sloupcovych cosi-

nusiv: 1, 0, 1,0, 1, O0...
Polozivie zkritka

e’
e;+e;+...+e;=z,

ax.. [1 , 1 , _r

%hm[zs +E8 +"']_Z’

ohdrZfme pfi hotej§fm (6) vyznamu pfsmeny R
el

ar ”
=g =R+ 7

z ¢ehoZ plyne rovnice
14
¢ —r=2ax {I—R} anebo ¢ = 2a,

n{l—R}—}—z{;—

v niZto proménné veliCiny ¢/, r anebo ¢, [[n {1—R}+—2%]
pii rostoucim = i stilych veli¢inich @, R ustavicné se ptibli-
zujf ku svjm stiljm mezim E, O anebo E, = {1 —R}. Procez
obdriime dle odvozené*) anebo dle zdkladni véty hromadného

*) Tato odvozend véta zni: Stdld hodnota (zde: 2am {1 —R}) rozdilu dvou

prom&nnych (¢', r) rovnd se obdobnému roxzdilu jejich stdljch mezt
E, 0).
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(pro kaZdou hodnotu éisla n =2, 3, 4, 5 ... dovoleného) pie-
chodu k meznim hodnotdm hledany vzorec pro obvod ellipsy
E =2ax {1 —R}.

Spiisob tieti.

Podrzi-li kazdé pismé sviij predesly vyznam, toz pro kazdou
hodnotu ¢isla » nezbytné plati tyto nerovnice:

elE<e,
»
4n sin 4— {1—R} <= {1—R]} +2—a ;
avSak plat{ téZ nezbytné pro kaZzdou hodnotu = rovnice
e 4

= = 2a;
T r

procez bude tim spiSe (a fortiori)
e _ E _ 4

msin 1 —r) 0T gy L
odkudz jde

= 2a,

E = 2a=n {1 —-R}.

Zvlastni pripady a vysledky.

PovaZujeme-li v rovnici (4) velkou poloosu a za velitinu
stdlow, ale menst poloosu b za velidinu libovolné mebo neodvisle

proménnow, toZ bude
2

b

e =
et=1 pe =0 pro b=a,

S
32—1———1 pro b=0

VioZenim téchto hodnot do rovmice (7) obdrZime
pro b =a rovnici E = 2ax, 8)
v kterémzto piipadé ellipsa jest kruhem;

pro 5 =20 rovniciE —2!m:{1 —hm[ (1)—{—3 )+ ]}, ©)]

v kterémzto pifpadé ellipsa jest piFimkou, jejiZ obvod se rovni
dvojnasobné délce 2a. TudiZ mame
pro b=0 rovnici E =2a.2 = 4a. (10)
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Dosazenim této hodnoty do rovnice (9) dostaneme

4a:2an{1—hm[ (2)+3 )-|- ]},(11)

odkudZ plynou nasledujici dva pozoruhodne vysledky:

2
= -, (12)
1 3.5 »
1—1i [ +5( 2 4. 6)+"!']
1 1 3.5
1— [()+ (55 (24G)+ e
Dodatek. Polozime-li pi stdlé poloose a men$i poloosu
2
b:% éili 83—1—27_1-—;},,

budou v rovnici (7) veliciny E, €% &% &% &%... na proménném
Cisle n tak zdvislé, Ze p¥i rostoucim n ustavicné se ptibliZzujf
k veli¢indm 4a, 1, 1, 1, 1 ... jakoito k svym stilym mezim.
ProéeZz dostaneme rovnici (11) z rovnice (7) i hromadnym (pro
kazdou hodnotu ¢isla n =2, 3, 4, 5 ... dovolenym) piechodem
k meznim hodnotdm, aniZ by tieba bylo rovnici (7) pfevésti
diive na zdkladni tvar stdlého poméru dvou proménnyjch, na
Cisle n zavislych, veli¢in:

Qanx — 1 L —
1—lim |1 (5 2+5( ]
- . [l 1\, 1,1.3)\2 I
1—tin 1 (g)+5 () 4]
aneb
2a7z:§~: 4a

1 —lim [ 2)+3(2 4) ]’

kdezto proménny rozdil

9__.1-—hm[ (2) 2—I—3 ‘+ ]——-f(f)

jest funkce proménné vystrednost1 &,

Pripomenuti. Ponévadz hromadny prechod k meznim hod-
notdm proménnijch, na Cisle n zavislych veli¢in, jichfto soudet,
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rozdil, souéin, pomér ... je stdly pro kaZdou hodnotu Cisla n
rovnéi tak je dovolen *), jakoZ jest na pt. dovoleno poloZiti
42 3H__ 28 21 14 __ 1
/8T 322416 8
anebo
42 7 3 _ T 28__ 1 21_ 7 14_ 17
4878 40— 8’327 8’347 8’16 8’

netreba tedy pii hromadném piechodu k meznim hodnotim
kldsti

n=co, —%:O, % —=w, ©.0=a,
kterésto (v jistém smyslu spravné) relace k nemalym vedou
sportim ¢ meshoddm, znali-li zde komu , =% rouvnitko , o “
gislo skuteéné mekoneéné (numerus actw infinitus) t. j. ¢islo, nad
néz vétsiho neni ani byti nemitze, ,0¢ pak opravdivou nullu
¢ili nicku, rovnajici se rozdilu dvou stejnych cisel.

Srovnej Dr. Gutberlet: Das Unendliche metaphysisch und
mathematisch betrachtet, Mainz 1878; Dr. 4. Muayr: Voll-
stindige Theorie des Differenzial-Calculs, Regensburg 1854;
Gauss: Briefwechsel 2. Bd. pag. 271; Historisch-politische
Blitter Bd. 86 pag. 291, kde Dr. J. Pohle nazjyvi nekoneéné
velké ,den Zankapfel der Alten“ a nekoneéné malé ,das Sphinz-
réthsel der Analysis“; pak Dr. Jos. Pospisil: Filosofie podle
zdsad sv. Tomdse Akvinského, Cast I. pag. 429, v Brné 1883.

Priblizné hodnoty é&isla {1—R]}.

PonévadZ sbihavost nekoneéné fady R (6) je tim zdlouha-
véj8i, ¢im &% od 1 méné se lisf, tak Ze pro &*=1 soucet pa-
desdty presné urcenych c&lenit *ady R bez obvyklé nédhrady ¢i
opravy nmepoddvd jesté zcela spravné ani dvé nejvyssi desetinné

*) Dikaz viz v tomto ¢asop. X. pag. 201; 252. Podany tam ddkaz
plati vieobeend, protoze stily soucet, rozdil, souéin ... proménnych,
na ¢lsle » zdvislych veli¢in snadno se da provésti na zdkladni tvar
stdlého pomérn proménnych.
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dslice hledaného disla R — 1 — %:0'363 380 22....(13),

proto snad mnohym studujicim vhod ptijde p#bli¥nd hodnota

Lo
=1— _— =
3 1 .
1_(1_6+ 5T —43 43?)8
_ 2) o2
—1 (204 — 172¢%) ¢ (14)

" 816 — (857 — 129 ¢?) 2
kterdzito meyménd ve tiech mejvyssich desetinnyjch &islicich s hle-
danym ¢fslem {1 —R} souhlasi.

M4-li kdo pro &2=1 presné urCiti Sest nejvyssich desetin-
nych mist Cisla |1 —R|, tomu dobie poslouzi piibliZnd hodnota

8‘,‘

_1v [ : ]2
P=75 64 —| 324 2¢ +1—k52 &2,

kdeito
k= 06118 4 0'142¢°. (1b)
Polozime-1i koéfficient

k=0'6167+0'103ﬁe“] 05==06,

k = 06195 4 0-0905 &° 06=2=07,

kE=06194+400910&° 3 pro{ 07T =2 =08,

k= 06113 4 01068 £° 08 =2=09,

k = 05153 -}- 02385 &° 09=e221,
obdrifme i pro &2 =05, 06, 07, 08, 09, 1 Sest desetinngjch
dislic hledaného éisla }1—R|, totiz:

p=0974 510] [ e2=01, p=0826 605 e2=06,
p=0947 949 e2=09, p=0790 472 &2 =01,
p=0920 146 ; pro{e?=03, p=0750 251{ proJe*=08,
p =0890 881 &2 =04, p=0703 343 &2 =09,
p =0859 847 &2 =05, p=0636 620 e?=1.

Dr. Oskar Schloemilch podal v ,Uebungsbuch zum Studium
der hoheren Analysis 3. Aufl. S. 288 Beisp. 12.“ pribliZnou
hodnotu

=L+ Vizer+ | 1—Le
T4 2 2
jejiito presnosti s rostouci vystfednosti & ubyvd tak, Ze pro
&2 =1 jenom v jedné nejuyssi desetinné &islici s Cfslem
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2
souhlasf.

Pro £2<% neni zadného p¥ibliZného vzorce zapotfebi,
protoze nekoneénd Fada R (6) v tomto prFipadé jest velmi rychle
sbthavou. ’

Toliko ku Sskolnim cvidenim poddivame je§té pribliZnou
hodnotu & ellipsového obvodu E, totiz:

@:4a+(2n——4)zl;—, _ (oY)

odkudZ plyne
G =2ax=E pro b=a (8),
G=4a =E pro b=0 (10),
Dr. J. Frischauf podal pfibliznou hodnotu
¢ =(a+0b)m=, (18)
z cehoZ jde
& =2ax=E pro b =a,
& = ma misto E =4« pro b =0.

Zdvérek. Chee-li kdo n (t. j. libovolné mnoho) ¢lend ne-
konecéné fady R (6) nejenom presné, nybri i rychle urciti a k je-
jich souétu

Ro=a; F+a,+... a1+ an
misto neznimého doplhku
Rt = tap1+ tnpoe F s ... =R— Ry
piipocisti doplnék pribliznyj, nechat urci kazdy nasledujici clen
rekurrentni fady Ra., v niZto a, :%52, pomoct  élenw  pred-
chdzejiciho presné uréeného dle vzorce

2n —3) (2n — 1) |, 4(n—1)2%2—1
Ay — Qp_1 '( (271,)2 ) &t = Ap—1. '_(__R_z_——
a ustanovi pak pFibliZny doplnék tteba z této jednoduché relace:
‘ —_ an-{—l )
R Y=V Y PR SRR P
4 (n+42)* (2n 4 3)(3 - 2¢?) ’

Nekonecnd tada Ra41, jejiz prvni (nejmensi) podil
Anyz _ 4(n41)2—1
PR TR EE) L



276

pribliZuje se totiz pti rostoucfim = k sestupné posloupnosti
geometrické tak rychle, Ze jiz pro n =30 kaidy podil této

fady je vét3{ nez —}—g &% ale mensi nez %gez, kdezto pron =0

Z:—*::%e“; z Cehoz vysvita, Ze jiz pro n =30
a tim spiSe pro n>30 wsichni podilové této Fady jsow sobé
bezmdla rovni.

Z relace (19) plyne pro n =0 p#iblitnd hodnota

jest podil

e
1—R, =1— 3 57
N U e
16 3(3—2¢%
P 2) %
. (12 — 8s%) ¢ (20)

TTA8 — (41 — 48 2
jez pro &* §—12— je spravnéjsi nez hodnota (14) a tim spravnéjsi
se stiva, ¢im vice & k nulle se pribliZzuje; obdrZimef pro
&t = % tti, pro e2=04 a e?=0'3 étyry, pro £*=02 pét,
pro ¢>=01 Sest nejvySSfch éfslic hledaného ¢isla J1—R},
koneéné pro &* =0 piesnou hodnotu 1 — R, =1 =1—R.
Pro s"é% zasluhuje pfibliznd hodnota (20) i pted hod-

notou (15) ptrednost.

Pozndmky k feeni problému maxima a minima
8 vedlejsimi podminkami.
Sdilf

Matya$ Lerch.

1. Ukol stanoviti maximum aneb minimum funkce V (x, y)
proménnych x, y podrobenych podmince f(x, y) =0 di se
formulovati geometricky a to dvojim spiisobem, jak povaZujeme
x, y za soufadnice bodu neb piimky, a sice:
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