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pribliZuje se totiz pti rostoucfim = k sestupné posloupnosti
geometrické tak rychle, Ze jiz pro n =30 kaidy podil této

fady je vét3{ nez —}—g &% ale mensi nez %gez, kdezto pron =0

Z:—*::%e“; z Cehoz vysvitd, Ze jiz pro n» =30
a tim spiSe pro n>30 wsichni podilové této Fady jsow sobé
bezmdla rovni.

Z relace (19) plyne pro n =0 p#iblitnd hodnota

jest podil

e
1—R, =1— 3 57
N U e
16 3(3—2¢%
P 2) %
. (12 — 8s%) ¢ (20)

TA8 — (41 — 48 2
jez pro &* §—12— je spravnéjsi nez hodnota (14) a tim spravnéjsi
se stiva, ¢im vice & k nulle se pribliZuje; obdrZimef pro
&t = % tti, pro e2=04 a e2=0'3 étyry, pro £*=02 pét,
pro ¢>=01 Sest nejvySSfch éfslic hledaného ¢isla J1—R}),
koneéné pro &* =0 piesnou hodnotu 1 — R, =1 =1—R.
Pro s"é% zasluhuje pfibliznd hodnota (20) i pted hod-

notou (15) ptrednost.

Pozndmky k feeni problému maxima a minima
8 vedlejsimi podminkami.
Sdilf

Matya$ Lerch.

1. Ukol stanoviti maximum aneb minimum funkce V (x, y)
proménnych x, y podrobenych podmince f (%, y) =0 di se
formulovati geometricky a to dvojim spiisobem, jak povaZujeme
x, y za soufadnice bodu neb piimky, a sice:
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a) M4 se ustanoviti bod kiivky f(x, y) =0, jemuz od-
povidd mnejvétsi aneb nejmensi hodnota funkece V (z, y) jeho
soutadnic @, y.

b) M4 se ustanoviti tecna kiivky f (x, y) =0, jiZ odpovidd
maximum aneb minimum funkee V (x, y) jejich soutadnic x, y.

Ad a) Je-li funkce V maximum aneb minimum, mizi jeji
differencial, t. j. ona md stilon hodnotu v nekoneéné blizkém
sousedstvi bodu, jemuZ odpovidd ono maximum aneb minimum.

Jinak Feceno, hodnoty funkce V pro dva sousedni body
kiivky dané jsou si rovny. Sestrojime-li tedy body roviny, jimz
odpovidd tatiZ hodnota funkce V jako bodu pravé uvazovanému
a, a které naplihuji jistou kiivku V = const, bude tato kfivka
také obsahovati soumezny bod &’ bodu a na kiivce dané, t. j.
bude se této v bodé a dotykati.

Problém ftesi se tedy ndasledovné: Z nekonecného mnoZstvi
krivek, jimz prislusi vlastnost V — counst, vyberou se ony, které
se dané kiivky dotykaji; body dotycné jsou hledané body
k¥ivky dané.

Ad b) Analogicky Yesi se tloha reciproka:

Aby se ustanovila teéna dané kiivky, jiZ ptislusi maximum
aneb minimum funkce V jejich soutadnic, vede se kiivka vy-
hovujici podmince V = const., kterd se dané dotykd. Spolecnd
tecna je hledanou primkou.

Dand kiivka zastoupena byti mlZe téZ bodem, jimz hle-
dand primka (teCna) md prochdzeti. V tom piipadé vede se
kiivka V = const. obsahujici bod dany a jeji teCna v ném je
ptimkou hledanou.

Priklady. Abychom ustanovili bod kiivky dané, jemuz
ptislugi maximum aneb minimum dhlu, v kterém se z ného
promitd konstantni délka, vedme kruznici prochazejici konco-
vymi body této délky a dotykajicf se dané kiivky v bodé
hledaném.

Obecnéjsi je tkol: TUrciti bod kiivky dané, jemuZ odpo-
vidd nejvétsi aneb nejmensi hodnota dvojpoméru ctyf paprski
promitajicich jej z ¢tyr bodd pevnych.

Kiivka V = const. je zde patrné kuzeloseckou, ktera pro-
chdzi onémi ¢tyfmi body pevnymi. Ndsledovné vedeme kuzelo-
secku daného svazku, kterd se dané kiivky dotyka.
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Je-li dand kiivka algebraickd stupné = o 0 bodech dvoj-
nych, vratnych, majici mimo to v onéch pevnych bodech lLb[)
body p, ¢, r, s-ndsobné, obdriime
n (n4-1) — [p (p41) 4 ¢ (@ +-DF 7 1) (s +-1) 420+ 3x]
‘TeSeni.

Tak na piiklad poskytne strophoida, ktivka to tietiho
stupné s bodem dvojnym obsahujici pomyslné body kruhové
v nekoneénu pro obecnou polohu dané délky Sestero FeSeni
prvého dkolu, ponévadz tu p—=¢=1, r=s=0, d =1, x=0.

Chceme li danym bodem vésti pifimku stanovici na dvou
rovnobézkich body, jichZ vzdilenosti ode dvou pevnych bodd
téchto rovnobézek soucin je maximum nebo minimum, vedme
tecnu kuzelosecky, kterd se dotykd danych rovnobéZek v bodech
pocitecnych a prochdzi bodem danym.

2. Budtez u, v dva parametry stanovici polohu jisté pro-
ménné krivky C; podrobime-li tyto parametry podmince

q) (’M’ U) - 07

miiZeme jeden z téchto parametrii vylouéiti, a ndsledovné ob-
drzime fadu kiivek, jeZz pripoustéji obalku, kterda také mize
sestavati z nékolika bodi. Mame-li ustanoviti onu z kfivek C,
jiZz odpovidd maximum aneb minimum funkce V (v, v) para-
metri jejich, uvazme, Ze musi differencidl této funkce zmizeti,
coZ vyzaduje, aby tato méla stejnou hodnotu pro dvé sousedni
polohy kiivky C, na pt. C, C;. Sestrojime-li nyni obdlku (C)v
kiivek, jimz piislusi tdZ hodnota funkce V jako kiivee C,, tuf
patrno, Ze mezi témito kfivkami obalenymi nalezd se téz kiivka
C,. Krivky C,, C, dotykaji se patrné dvou kiivek vyjadfenych
rovnicemi ¢ =0, V = const. jakozto obdlek dvou soustav car,
a ponévadZ jsou samy soumezné, musi se tyto obalky vespolek
dotykati.

Z této tvahy plyne bezprosttedné:

Abychom sestrojili kfivku fady ¢ (w, v) =0, jiZ piislusi
maximum anebo minimum funkce V (u, v) jejich parametrd,
sestrojime onu obilku fady V = const., kterd se obdlky dané
. Tfady dotyka. Dotycnym bodem stanovena je pak ktivka hledand.

Pri tom podotykdm, Ze sc rovnice obdlky fady V = const.
obdrz{ spiisobem obecné znidmym. Je-li ¥ (x, y, %, v) =0 rov-
nice kiivky (u, v), vylouéime w, v z rovnic
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V (v, v) = const.,
¥ (x, y, u, v) =0,
_ v v
dV:ﬁ;du—}-b—u*dv—O,
W, W
dt,l);:_—a—u-duﬁ—ﬁ—dv_().

Pfi tom mozno posledni dvé rovnice nahraditi jedinou

a sice
W w
du " v T

kterd vznikla z nich vyloucenim du, dv.

Jakozto ptiklad feSme ukol: Stanoviti ellipsu s danym
stfedem a smérem os, kterd danym bodem prochizejic nejmensi
md kvadraturu. Znamendme-li u, v prevratné hodnoty Ctvercit
poloos, bude rovnice hledané ellipsy tvaru

Pp=ux*+vy*—1=0.
Jelikoz plosky obsah bude ———n———, mizeme klasti V—=u.v
w.v
a ndsledovné bude pottebi vylouciti %, v z rovnic
() uz® 4 vy? —1 =0,
B) uv = const.,
») vy?—ux?=0.
Seéteme-li a odecteme-li () a (), obdriime
1 1

— g2 VT 2y*’
¢ehoZ vlozenim do (B) vznikne
xy = const.,
kteraZto rovnice ndleii rovnostranné hyperbole.

Vedeme tedy tuto kiivku danym bodem a uréime ellipsu,
kterd se ji v ném dotykd. Tecna obéma spoleénd obdrii se tim,
7e se bod osy tuseCek majici vzddlenost od pocéitku rovnou
dvojndsobné tsecce daného bodu spojf s timto. —

3. Pri funkecich o trech proménnych, jeZ miZeme povazo-
vati za soufadnice bodu aneb roviny v prostoru, miZe vyskyt-
nouti se podminka jedna aneb dvé.

Déna-li jedind podminka vedleji{, pro niZ méd funkce
V (%, y, z) nabyti hodnoty nejvétSi aneb nejmensi, tlumoci se
problém geometricky takto :
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a) M4 se ustanoviti bod plochy f (x, y, 2) =0, pro néjz
mé funkce V (z, y, z) hodnotu nejvétsi aneb nejmensi.

b) M4 se ustanoviti tecnda rovina plochy, jiZ odpovid4 nej-
_vétsi aneb nejmensi hodnotu funkce V (x, y, z) jejich soutadnic.

Resens.  Obdobnym piedeslému spiisobem Fesime ukoly
tyto ndsledovné:

ad a) Vedeme plochu, jiz piislusi vlastnost V = const.,
a kterd se dané plochy dotyka; bod dotyény fesi problém.

ad b) TotéZ ucinime i zde; spoleénd rovina teénd je hle-
danou. — Je-li dand plocha bodem, vede se timto ona plocha
pomocnd a sestroji se k ni tetnd rovina.

Dany-li jsou dvé podminky, zni geometrickd interpretace
nasledovné:

¢) Ustanoviti bod ktivky f; (%, v, 2) =0, f, (z, y, 2) =0,
jemuZ odpovidd maximum aneb minimum funkce V (x, y, 2)
jeho soutadnic.

d) Uréiti rovinu oskulaéni kiivky dané, jiZ odpovida
maximum aneb minimum funkce V (x, y, 2z) jejich soufadnic.

Oba tyto tdkoly teSi se ndsledovné:

Vede se dotycnd plocha dané ¢dry, jiz piislusi vlastnost
V = const.

4. BudteZ u, v, w parametry stanovici jistou plochu.
Veskery plochy C, jez vyhovuji podmince

o u v, w)=0

tvori jistou soustavu a maji svou obdlku. Abychom ustanovili
onu plochu C,, jiZ piisluSi maximum aneb minimum funkce
V (v, v, w), ustanovme obdlku soustavy V = const. tak, aby se
dotykala obdlka soustavy dané. DPriislusnd bodu dotyCnému
plocha C, Yesi problém.

Priklad, Sestrojte ellipsoid, ktery md stfed v pocédtku
a osy své v osich soustavy soufadnic pravodhlych, a ktery md
nejmensi krychlovy obsah ze vSech danym bodem vedenych toho
druhu ploch. UlfZijeme zde zndmé véty: Obdlka ellipsoidi ma-
jicich staly stied, smér os a krychlovy obsah je plocha stupné
trettho o rovnici ayz = const.

Rovina tecnda této plochy tvoii na osich useky trikrite
tak velké, jako jsou pifslugné soutadnice bodu dotycného.
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Danym bodem vedme tedy takovouto rovinu a k ni teény
ellipsoid.

5. Podrobime-li parametry », v, w dvéma podminkdm,
obdrzime tadu ploch, které maji obdlku, jez se kazdé z nich
dotykd podél jisté kiivky karakteristikou zvané. Abychom se-
strojili plochu, jiz pifslusi maximum aneb minimum funkce
V (v, v, w) jejich parametri, sestrojme obdlku soustavy V= const.,
kterd se obdlky dané fady dotykd podél jedné karakteristiky-

Pravdépodobnost a posteriori.

Napsal
Augustin Panek.
(Dokongent.)

Pravdépodobnost, Ze v 5. pokuse vyhata bude kulicka bil4,

kdyz jiz 3krat byla bila a jednou cernd vyhata, jest dle (4)
266 4 L 216 3 , 96 2 16 1 _ 1880 _ 47
K=%s15 T5815 To8a'5 75815 ~ 2020 — 75

TymZ c¢inem obdrZime pravdépodobnost K’, Ze v patém
pokuse vytdhneme kuli¢cku cernou, aneb kratceji dle zndmého
vzorce ‘

K=1—K.

Priklad 2. V osudi jsou kulicky bilé neb cerné poctem r;
vytahneme-li kulicku bilou, jaka jest pravdépodobnost, Ze v témz
osudi jest n bilych kulicek,*)

Predevsim jest n =, a hledime-1i k danému poctu kulicek,
méme r moznych supposic, Ze totiz vytdhneme z osudi kulicku
bilou.

Dle 1. supposice jest v osudi 1 bild, r—1 cernd kulicka,

. 2. » jsou » 2 Dbilé, r—2 Cerné kulicky,
P » Jest  ,  =n biljch, »—n Cernjch kulicek,
y T i " » 7 biljch, O éernd kulicka,

*) Viz: Poisson-Schnuse, str. 60.
19
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