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Treni v hmotnych systémech.
Napsal Dr. Zdenék Hordk.

Zikony tieni tuhych téles jsou dosti piesné znimy v Jlstych
jednoduchych pifpadech, chceme-li viak uvazovati tfeni p¥i po-
hybu obecného dynamického systému, musime elementérn{ zakony
nahraditi obecnéj§imi hypotesami o zavislosti tfeni na stavu
systému i na sildch pisobicich. Tim zabyvidm se v této praci.
Treni zavedu do poctu odstranénim pfedpokladu, Ze vazbové sily
nekonaji prici pfi virtudlnim pohybu shodném s vazbami. Pak
Ize vazbové sily rozloZiti na sily od tieni a sily reakéni. Tyto
sily daji se i pro obecny systém jednoduSe stanoviti, kdeZto sily
od tfeni jsou neznamé funkce stavu systému a reakénich sil. Na
zdkladé nékterych predpokladii o téchto funkeich dosel jsem k mate-
matickému vyjadieni sil od tfeni, jehoZ lze uZiti k feSeni konkrét-
nich dloh. Piikladem uvadim aplikaci na pohyb hmotného bodu
po drsné pohyblivé plose.

. 1. Vazbové sily. Uvazujme dynamicky systém o = stupnich
volnosti, kterému predepiieme r nezavislych kinematickych relaci
obecnd neholonomnich a reonomnich. Omezim se na systém,
ktery byl pied zavedenim vazeb holonomni, a oznadim nezivislé
holonomni parametry uréujici jeho polohu a* A=1,2,...n). -
Predepsané vazby budte vyjidfeny r nezdvislymi dlferenmalnfml
vztahy R
. Y dar pora=0, k=1,2,...r, (1)

T

v mchz 95 ok ]soﬁ funkce parametri a dasu ¢. Na systém necht

plsobi dane sily o slozkdch X;. Mimo to pusobi na systém ]1stym1 :
- silami télesa, kterd fysikdlng realisuji vazby (1). Tyto sily, jez
- shrnuji velkeré .dynamické aéinky onéch téles, nazvu silami
“vazbovymi a nepfedpokliddm o nich zatim nic jiného, ne% Ze za
“jejich plsobeni jsou splnény viechny podmfnky (1)."Zv148t& budiz
‘zdtraznéno, Ze nevyiaduji, aby virtudini pmce téchto sil byla rovna
nule. Pak oviem vazbové sfly konaji praci, kterd muZe byti také-
- zéporna. V tomto pifpads nastdva dzszpace energie, kterou fysi-
' 'ké.lné vysvétlujeme. tFenim.

» 'V dalsim musime rozliSovati sily vazbové, ktere nahrazu]y
celkove pusobeni vazeb — jak jsou fys1kalné reahsovany —
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od sil reakénich, které maji za tikol pouze splném kinematickych
relaci.t) Oznasime-li vazbové sily V; , maji pohybové rovnice

systému tvar:
Y 4, =X+ Vs, | ()

kde 4, jsou zndmé funkce parametrt z* a derivaci «'*, 2"**). Za-
vedme nyni misto da* r + s =n diferencidlt novych parametru,
obecné anholonomnich: p* (k=1,2,...7)a¢* (a=1,2,...5) dife-
rencidlnimi vztahy

dp’v‘:é‘:_q)fdxl—i—tp"dt, o ®

dgr = Zaﬂgdxl + Pads, (4)
~ pfi ¢emz matice H ‘Pf“ mé hodnost s. Parametry q° jsou tedy ne-
z4vislé a rovnice (1) zni

dpt = 0. (5)
Resime-li (3) a (4) podle dz?, obdrzime
o= Y\ LLdp* + Y M. dge + N*dt, (8)
k a .

pro libovolny virtuilni fosuv
Sart = ;L;ag}k + ;Miaqa-
a pro virtualni praci vazbovych sil ‘
Videt = ; V,L:oph+ ¥, Vi Moo,
. ¥ a,i
Tim jsme rozlozili vazbové sily na dva druhy: na sily v
Br=LViL, | o

které nekonaji préci pfi virtudlnim pohybu shodném s vazbami
(0p* =0), takie lze. je ve smyslu Hamelovy deflmce ‘nazvati
silami. reakénimi, a na sily ’

Fo= E-V, ;, ®) 7‘

oY Nézvoslovi tykajici se sil realisujicich vazby je. v literatufe mdlo
jednotné. Casto se uivé slova reakce ve smyslu zde ufitého ndzvu sila
vazbové a d&li se na r. normélni a tangencidlni. Tyto pojmy nejsou obecné
definovény, proto.p¥iklonil jsem se k terminologii Hamelov® (viz na pF.
Geiger-Scheel: Handbuch der Physik, V, str. 14, 16), ktery defmuje
~ reakéni silu tim, Ze obstardva pouze sp].néni vazeb. g

*) Z technickych p¥idin piSeme o* a x"" xmsto obvyklejmho z a x
a podobné

-
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které nekonaji prici, kdyz pos\uv systému ve smérech vazbami
dovolenych je roven nule (6qa_- 0).. Tyto sily miZeme tedy
interpretovati- jako sily od tfeni, které jsou takto definovany pro
libovolny dynamicky systém a pro libovolné parametry.

2. Pohybove rovnice. Odvodme nynf{ pohybové rovnice
v parametrech P, q“ Obdrzime je, nasobime-li rovnice (2) koefi-
cienty Lk resp. M . @ sefteme pro viechna i:

ZA,{L;:ZX;_L:—{—RIC k=1,2,...r, (9)
A A
ZA;M‘: ZX,;M‘—{— Fo a=12,...s. (10)

Rovnice (10) jsou pohybové rovnice systému v nezavislych para-
metrech a neobsahuji explicite sil reakénich. Vzhledem k zndmym
zékonim t¥eni je v8ak nutno pr1pust1t1 Ze na nich budou zaviseti
sfly od tfeni. Sily reakéni jsou uréeny sloZkami R, které muzeme
vypotitati z (9). Vyhodngjsi je zavésti misto nich jiné velidiny.
Rovnice (9) jsou linearni v 2”4 a vzhledem k (6) jsou také linedrni
v p"* a ¢’ Resfme-li je podle p, obdrinne
: p't = Bt — Rk, ' (11)

kde R* znaéf vyrazy linedrni a homogenni v R a B¥ jsou jisté
- funkce parametrﬁ, jich prvnich a druhych derivaci a sil danych.
Je patrno, Ze k stanovenf sil reakénich miiZeme zavésti misto R;
vyrazy .RE. Vzhledem k (5) plyne pro né z (11)

Rt = : : (12)
Funkce B* lze v8ak uréiti piimo z pohybovvch rovnic pro volny
systém. Tyto rovnice v parametrech p‘ dostaneme kla.douce.
v rovnicich (11) ‘Rt =0, takie B* jsou vyrazy plynouci pro p*
fe§enfm rovnic pro volny systém. PiSeme-li tedy p”* misto B¥, jest

RE=p7. - ‘ (12)

Polozime-li v rovmcwh (2) V2=0, ziskdme feSenfm podle a”'
vztahy, ktere piSme ve tvaru

N . 2 = xluo. :
‘Vzhledem k (3) jest nyni ‘ o

. p"k__ 2@101:111_‘_ 2@!/6 u’+ 'k
av dusledku (12), ]ak se snadno piesvédéime, -
| = Rk——er" ”J+Z¢"’x'ﬂ+¢>'k | - 13)

. Tedy' slozky R‘ reakénich sil obdr#ime, derivujeme-li levé atmny
lcmematwkych relacz podle ta-za druhe’ derwace pammetru dosadime ‘




.

vyrazy plynouct pro né z rovnic pro volny systém. Pii tom 2" 4 jsou
funkce parametrt, jich prvnich derivaci a danych sil.

O silach od ttenf, stanovenych s slozkami Fa predpokladejme,
%e zavisi na parametrech, jejich prvnich derivacich a na reakénich
sildch. Fy jsou tedy vzhledem k (5) a (6) funkce vehcm z%, ¢'%a RF:

Fo=Fo(a* ¢°, R ' (14)
a vypodéteme-li Rt podle (13),
FG :,FQ (xly q’,b)7 (14')

zavisi-li dané sily na stavu systému. U reonomniho systému mize
oviem vystupovati ve funkeich (14), (14') také &as ¢ Celkem
dochazime k vysledku, Ze sily od tfeni jsou funkce okamiitého
stavu systému. Zndme-li zavislost tfeni na ryochlostech *systému
a na reakénich silach, zname také funkce (14') a dosazenim do (10)
ziskdme rovnice, které spolu s (1) stanovi pohyb systému.

3. Zavislost tfeni na stavu systému. Je zfejmo, %e pro obecny
systém a v obecnych parametrech nemaji funkce (14) jednoduchy

tvar, prece vSak se pokusim blize Je stanoviti. Podle Coulom-

bovych zakont je velikost tieni imérna velikosti kolmého tlaku.
V obecnych parametrech je étverec velikosti sily dan kvadratickou
formou jejich obecnych slozek. Budu tedy pfedpokladati, Ze sily Fq
jsou dmérny odmocnindm z jistych kvadratickych forem . sloZek
reakénich sil RF, jichz koeficienty jsou funkce parametrﬁ. Tyto
formy oznaéim @,. Dale vime, Ze smér t¥eni zavisi na sméru relativ-
nfho pohybu troucich se ploch (nejéastéji ma t¥enf aZz na znaménko
smér stejny). Smér rychlosti v obecnych parametrech je dén
pomery jejich slozek k velikosti, élmz jsme vedeni k predpokladu,
ve Fq jsou linedrni formy derivac q'®, jichg koeficienty jsou mepfimo
dmeérny odmocnindm "z jistych kvadratickych forem derivact ¢'°,
které ozna¢fm p,. K témto dvéma pfedpokladim pfipojme tieti,
podle néhoz celkovd prdce vykonand silami od tieni je pro viechny
pohyby zdpornd. Z prvnich dvou predpokladd plynou rovnice

- :—-—V Zfabq . q:l,?,...,&, (15)

v nich% f4, jsou funkce a*. Podle tiettho pf'edpokladu je prace

ZFadq“-“——ZV—?Lfabg’bdqu : o (16)

zdporné pro hbovolny pohyb, tedy fas . musi byti koeficienty kladng

* definitni formy (odmocninu bereme kladné) ‘Také formy pq a v

musi byti kladné definitni, nebot jsou to étverce redlnych veli¢in.:

Rovnice (15) plati za predpokladu Ze Zddnd z forem wy, nenf
rovna nule; a souhlasi v prvém pfibliZeni se zdkony o kinetickém

263

L3

~ trent tuhych t&les: J e-lina pi' Ye= 0, musi byti véechny denvace q’ b
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vystupujfci v ¢, rovny nule a piislusnd slozka tfeni stdva se ne-
urtitou. Pak se jednd o trent statické, které skuteéné je neuréité.
Jeho velikost je oviem omezena, takZe pro tento p¥ipad thisto (15)

plati pouze vztah: o
Vee. (17)

Podrobnéjsi diskusi bychom seznali, Ze rovnice (15) plati beze
zmén znameni, pokud r,s > 1. Je-li 7 nebo s rovno jedné, musime
pfipustiti v (15) zmény znamének, ¢éehoZ docilime zavedenim
faktoru ¢ =+1.

4. Disipaee energie. Délime-li vyraz (16) —dt, ziskdme funkei

=EVEMWW, (18)
a,b Ya

jez udava Sasovou ztratu energie zplisobenou tienim. Nazvu ji
podle Rayleigha disipaéni funkct ¢i kratce disipaci. Je to kladné
definitni kvadraticka forma derivaci parametrd, jejiz koeficienty
z&visi na parametrech i na derivacich, kdezto koeficienty Rayleig-
hovy disipa¢ni funkce zavisi pouze na parametrech.?) Sily od
tteni nelze obecn& derivovati z funkce D. Jsou-li vSak viechny
formy i, rovny formé

w=ZMWﬁ
a,b

a viechny formy pa stejné (rovny g), jest

D=gy.

@ obsahuje v8ak ¢’ jen pokud vystupuji v R*. Pokldddme-li tedy D
- za funkei proménnych E* a ¢°, plyne derivaci

V Zfabfb
T

Za techto predpokladd muZeme tedy sily od tfenf derivovat
z disipa¢ni funkece: oD

Fq Z—W.

b. Hmotny bod na drsné ploSe. Odvozenych vysledki Ilze

8 vyhodou uziti ke studiu pohybu hmotného bodu na pohybhvé

drsné plofe. Hmota jeho budiZz rovna jedné, soufadnice v pevné

__pravouhlé soustavé z, y, z a slozky dané sﬂy X, Y, Z, takie po-
hybové roynice pro volny pohyb zni:

=X,y =Y, = (19)

%) Viz na pf' Whlttaker Mlttelstenacheld Analythche Dynamik
u.8.w, § 93. )

aw —F..
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Podminky (1) piSme v tvaru

D7 + Dy + D + D, = 0, (20)

kde @,, @, D, jsou smérové kosiny normély a — &, je rychlost
bodu ve sméru kladné normaly. Jedinad slozka reakém sily jest
podle (13)

R=, 2"+ Oyyfy+ D.2"y+ ' + Oyyf + &2 + &,
Z (19) vsak plyne 2'y=X, y",=7, 2'y=Z, takze

R=P— dt2 + ¢’t:
znadi-li P normélni slozku dané sily a w drubhou fundamentalni
formu teorie ploch. JeZto pak pomér této formy ke &tverci linear-

niho elementu ds je roven k¥ivosti pfislusného normalniho fezu, jest

’

R=P+ &, —% , (o = polomér kiivosti).

Zvolme nyni za parametry ¢* kiivodaré soufadnice na plofe u, v
a piedpokladejme, Ze ob& formy p jsou rovny §'2. Ale r = 1, tedy ¢
ma tvar konst. R? a sloiky tieni ve smérech parametrickych
kiivek na ploSe jsou podle (15)

’ 4 /2

F,=—¢ Mﬂf’_ (p_*_(p't__i),
$ 4
’ ’ . 72

Fo=—¢ hu_u}tlﬂ(p+qyt_%),

pfi ¢emz volime ¢ tak, aby ¢R > 0. Pohybové rovnice nelze
obecné integrovati, muZeme v8ak wudati diferencidlni rovnici
trajektorie, leZi-li kolmy primét dané sily ve sméru t¥eni. Je-li
mimo to plocha ve vdech smérech stejné drsmnd, bod se pohybuje
po geodetické cdre.®) Snadno lze seznati, Ze koeficienty fuu, fuvy foo
jsou pak imérny zékladnim veli¢éindm 1. ¥fddu teorie ploch (konst.
amérnosti f = koef. tfen{) a tfenf ma smér opaény pohybu. V tomto
pifpadé da se tfeni derlvovatl z disipace:
4

D=cRf, Fum—eR , F,=_ R
.U v

3) Srovn.: J. H. J ellet Die Theorie der Relbung, 1890, Lelleg
Casovls pro péstovanl matemaﬁky a fysiky. Roénik LVII. 18

i
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Sur le frottement dans les systémés matériels.
(Extrait de l'article précédent.)

Je considére un systéme matériel & liaisons réalisées avec
frottement. Les forces de liaisons se. décomposent en forces Ry
dont le travail virtuel est nul, pour tous les déplacements compa-
tibles avec les liaisons, et en forces de frottement. Pour calculer
les Ry, je donne une formule bien simple et générale, tandis que
la détermination des forces de frottement exige des hypothéses
nouvelles. Par des considérations simples, j’arrive & supposer que
ces forces peuvent étre exprimées comme fonctions linéaires des
derivées des paramétres par rapport au temps dont les coefficients
dépendent encore de ces dérivées et des forces Rj. Les résultats
acquis contiennent comme cas speciaux les lois empiriques du
frottement. Comme application, j’étudie le mouvement avec frot-
tement d’un point matemel sur une surface mobile. :
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