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Piispévek k teorii eliptické sextiky.
Napsal B. BydZovsky.

1. V teorii sextlk se dokazuje,!) Ze osm dvo;nasobnych bodu
rovinné sextiky miuiZze byti voleno libovolné, Ze vSak devaty bod
dvojnisobny takové kiivky — jez pak je ehptlcka, — nemuze byti
vzat libovolnd, nemé-li se k¥ivka rozpadnouti, nybrz %e geometrické
misto devét;’rch bodt dvojnasobnych pii danych osmi je kiivka
stupné devatého K, majici danych osm bodu za trojnasobné a
témito body ov8em uréend. Jeji teény v kaidém tomto bodu jsou
totozné s te¢nami sextiky, jez ma tento bod za trojnasobny a ostat-
nich sedm za dvojnisobné. Jednotlivé body této kiivky K, lze
sestrojovati takto: uvaZzujme svazek kubik uréeny danymi osmi
body; v devatém bodu base tohoto svazku sestrojme k libovolné
kfivce tohoto svazku teénu a z teénového bodu, jejz tak obdrzime,
vedme dalif tii teény ke kiivce. Jejich dotyéné body jsou body kiiv-
ky K,. Ur¢iti k danym osmi dvojnasobnym bodim sextiky néktery
bod devaty, je tloha (kubickd) konstruktivné sloZitd a je tedy ne-
snadno déti ndzorny piiklad skupiny deviti — nebo dokonce desiti
— dvojnasobnych bodu kiivky Sestého stupné, pokud osm z nich
m4 polohu libovolnou. Je tudiz nasnadé ptati se po takovych zvlast-
nich polohach téchto osmi bodu, pii nichZ zminéna kiivka K, se
co mozn4 zjednodusi. Touto otazkou jsme vedeni ke studiu piipadu
"~ velmi jednoduchého, ktery viak vede k zajimavym vysledkim.
Aby byl pochopen plné vyznam téchto vysledkt, je tieba se po-.
nékud orientovati-o takovych sextikdch s danymi osmi dvojnasob-
nymi body, pro néz jeden z nich je bodem tvratu nebo bodem tak-
nodglnim. K tomu cili je tieba predeslati nékolik pomocnych vét
o svazcich kfivek, jichZ jeden spoleény bod je takovjrm bodem.

2. Pfipomeiime si, Ze bod tvratu (urditéji bod Gvratu 1. ¥adu)
je bod krlvky, ktery je dvojnasobny s jedinou tednou, kterazto
teéna m4 s kiivkou styk druhého Fadu; bod taknodilni je defino-
van ste]né ‘a% na to, e tento styk je t4du trettho (v nazoru jevi se
tento} bod ]ako bod, v ném# se dotykaji dvé vétve kiivky, nebo také
jako bod, jenz vznikl splynutim dvou dvojnasobnych bodua oby-
éejnych nebo dvou bodit avratu). Plati pak tyto véty
—

. ') V. Bydfovsky: ,,Dvojnésobné body kfivek 6. st. Rozpravy é
o Akademxe red. XXI1 (1912)
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a) Maji-li kiivky svazku spoleény bod dwvratu se spoleénou teénou,
obsahuje svazek prdavé jednu kfivku, pro kterou tento bod je obecné troj-
ndsobny.

Plati pak obracené:

b) Jestlize ve svazku je kiivka, pro kterow jeden bod base je bod
dvratu nebo taknoddini, a mimo to kfwka, pro kterou tento bod je
trojndsobny s teCnami vesmés riznymi od teény kiivky predchozi,
obsahuje svazek vesmés kiivky, pro které tento bod je bodem dvratu
prvntho fddu, mimo jednu kiwku, pro kierou tento bod je bodem tak-
noddlnim ( a ovdem danou kfivku s bodem trojndsobnym).

c) Maji-li kiwwky svazku spoleény bod taknoddlni se spoleénou
te¢nou, obsakuje svazek prdvé jednu kiivku, pro. kterow tenio bod je
trojndsobny a jedna teéna v ném je totoind s touto spoleénou teénou.
Ve zvldstnim pripadé miaze tento bod byti étyrndsobny bez dalsi pod-
minky pro teény. '

Plati pak obracené:

d) Jestlize ve svazku je kitwka, pro kterow jeden bod base je tak-
noddlni, a zdroven kiivka, pro kterou tyz bod je trojndsobng a md jednu
teCnu totoZnou s teCnou predchozi kitwky, nebo kitvka, pro kterou tento
bod je étyrndsobny, maji vSechny ostatnt kiivky svazku tento bod za
taknoddlni s tou? teénou. _

Analyticky dikaz téchto vét je velmi jednoduchy a prenechd-
vam jej ¢tendii.

3. Predpoklidejme, Ze je dano osm boda 4,, .. ., A3 v obecné
poloze. Pro struénost budeme nazyvati svazek kubickych kfivek
jimi urdenych struéné svazkem kubik, souhrn sextik majicich
tyto dvojnasobné body struéné soustavou sextik.

Pozadavek, aby sextika naleZela do soustavy a méla jeden
z danych bodt, na pi. 44 za bod Gvratu s danou te¢nou, plati za

7834 5=26

podminek a v soustavé je tedy cely svazek takovych kiivek. Jedna
z nich je dvojnasob potitans kubika K svazku, uréend danou te¢nou,
a pro ni je tento bod oviem taknodalni; vedle toho obsahujesvazek
jednu sextiku S, s trojndsobnym bodem Ay, jak plyne z véty c).
Jsou pak mozné dva pripady: _

a) Jestlize zvolena tedna se nedotykd v bodé A, sextiky S,
obsahuje — podle v&ty b) — tento svazek mim(_)hl'u:lvku 8¢ s bodem
trojndsobnym a kiivku s bodem taknodilnim, jiz je dvo!nasob po-
&itans kubika K, vesmés k¥ivky s bodem @vratu prvniho fédu o dané
teéné.

" b) Jestlize zvolend tetna je jedna te¢na kf*iv%&_y 85 v jejim troj-
ndsobném bodu 4, pak podle véty d) vSechny krlv}&y svazku maji
bod 4, za taknodalni, kfivka s oby&ejnym bodem dvratu tedy ne-
existuje. . o

‘ 14*
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I miZeme vysloviti tento piehledny vysledek: A

Pri obecné poloze osmi dvojndsobnych bodi existuje v soustavé
sextik ( o téchto dvojndsobnyjch bodech) cely svazek sextik, je? mayq,
jeden z nich za bod vvratu proniho fddu s danou teénou, 7estlzze to nent
zdroven, jedna teéna sextiky soustavy, majict tento bod za trojndsobny,
a neexistuje fddnd nerozpadajici se sextika soustavy, ktera by méla
tento bod s touto teénou za taknoddlni. Jestlile maopak dand teéna
je zdroveri jedna teéna uvedené kiivky s trojndsobnym bodem, existuje
v soustavé cely svazek sextik majicich zvoleny bod za taknoddlni s touto
teénou a neexistuje Zddnd sextika soustavy majici tento bod za bod
wvratu prontho fadu s touto tecnou. _

Pro aplnost budiZ jen pfipomenuto, Ze touto vétou neni nijak
dotdena otdzka po sextikach soustavy, jez maji taknodalni bod le-
Zicf mimo danych osm dvojndsobnych bodu.

4. Po téchto Gvodnich Gvahich obratme se k vytéené aloze
a ptejme se, zdali kfivka K, muZe vibec zmizeti jakoZto takova,
¢ili, coZ je v podstaté totéz, redukovati se na jeden nebo nékolik bo-
di. Z konstrukce k¥ivky K, udané v odst. 1, ihned plyne, Ze,
‘stane-li se to; musi tyto body nalezeti k basi svazku a Ze tedy Styii
body base musi byti doty¢né body teéen vedenych ke kiivce z bodu
kiivky pro kazdou kiivku svazku. Dotyéné body &tyt teden vede-
nych ke kiivee kubické z jejiho bodu maji tu charakteristickou vlast-
nost,?) Ze diagonalnf rohy étyirohu, jehoZ jsou vrcholy, lezi také na
kiivee (a maji, spolu jesté s teénovym bodem uvaZovanych &ty
bodi, spoleény teénovy bod). Tyto t¥i body jsou tedy pevné a na-
leZ{ také k basi svazku. Ozna¢me 1, 2, 3, 4 vrcholy uvedeného &tyt-
rohu, I, IT; IIT jeho vrcholy diagonaln{ a budtez 5, 6 zbyvajici body
base. Snadno se zjisti, Ze tyto dva body jsou dotycne body kuzelo-

sedek svazku (1234) s primkou’ 56; a také, Ze to jsou dva body po-
larng ‘sdruZené vzhledem ke vSem kuZelosetkdm svazku (1234),
t. j., Ze si odpovidaji v kvadratické involuei, jejiz jsou I, II, III
hlavni a 1, 2, 3; 4 samodruZné body.

Uvazu]me sextiky majici dvojnasobné body 2, 3, 4, 5, 6, I, II,
II1. Devaty bod base svazku kubickych kiivek urcenych témito
osmi body je pravé bod 1. Dalsf tfi tedny vedené z jeho bodu teéno-
vého na libovolné ki¥ivece svazku k této kiivee dotykaji se ji, vzhle-
dem k tomu, jak body base byly voleny, v bodech 2, 3 4 a krlvka
K, se skutetnd redukuje na tyto tii body.

- Méme tedy tento vysledek:

_ Jestlize osm dvojndsobnyjch bodi, sextiky je voleno tak, Ze devdty
bod, jen skupinu téchio osm: doplituje na basi svazku kubickych kii-
vek, je 7eden vrchol étyrrohu, jehoZ dalsi t¥i vrcholy < ti vrcholy diago-
nalni ndleejt do zvolend .slcupzny, pak neexistuje Zddnd ner ozpa-
dajict se sextika soustavy majict devdty bod dvojndsobny lefict mimo
téchto osm bodi.

t) V. na p¥. H. Schroeter : Die Theorie der eb. Kurven 3. 0., str. 109.
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5. K tomuto negativnimu vysledku ptistupuje viak zajimavy
vysledek kladny, kdyZz zkouméme otdzku, zda-li existuji sextiky,
pro néZ néktery z danych osmi bodi je taknodalni, takZe tedy plati
za dva dvojnasobné body a kiivka je elipticka.

Danych.osm bodt rozpada se ve tfi skupiny ziejmé odli§né:
vrcholy étyirohu 2, 3, 4, na néZ se redukovalo geometrické misto
devatych dvojnasobnych bodu; diagondlni rohy I, II, III tohoto
¢tyirohu; zbyvajici body 5, 6.

Zkoumejme nejprve bod prvni skupiny, na p¥. bod 2. Zvolme
v ném libovolnou ptimku p a ptejme se po sextikdch soustavy, pro
které bod 2 je dvojnasobny s jedinou teénou p. Tento poZadavek
" sdm o sobé plati za pét podminek; spolu s podminkami, plynoucimi
z toho, Ze ostatnich sedm bodtt maji byti dvojnisobné, dava to 26
podminek, které tedy urduji svazek takovych sextik, V tomto svaz-
ku zname jednu k¥ivku: dvojnasob poditanou kfivku kubickou K
svazku ( 1234561,I1,III), urdenou ptimkou p jako te¢nou v.bods 2,
a pro kterou tento bod je oviem taknodalni. Vzhledem k obecnosti
piimky p miiZeme predpokladati, Ze kiivka K se nerozpadne, jak
presvédéi Stenafe snadnd Gvaha, kterou nechavam stranou. Vedle
toho ukazuji véty a) a ¢) odst. 2, Ze uvazovany svazek obsahuje
sextiku soustavy, pro kterou bod 2 je trojndsobny. Z konfigurace
nagich bodt plyne — jak neni tieba podrobné vykladati — ze tato
sextika se rozpadé na ptimky 2411,23111, a na kuZelosetky (23561,1I);
(24561,I11). To viak je sextika majici bod 2 za ¢tyfndsobny a nis
svazek obsahuje tedy jednu kiivku, pro kterou bod 2 je taknodélnf,
a jednu, pro kterou je ¢tyfnasobny. To viak znamena, podle véty
d), Ze ve svazku jsou vesmés kiivky, pro néz bod 2 je taknodalnf
se stalou te¢nou, a tedy zadnd, pro kterou by tento bod byl bodem
avratu prvntho ¥4du. Pfi tom kiivky tohoto svazku se obecné ne-
rozpadnou. Nebot z teorie svazku je zndmo, Ze obsahuje-li svazek
kiivky, které se rozpadaji, bud jich obsahuje koneény podef, neb_o
se rozpadnou vSechny. V tomto druhém p¥ipadé pak’bud’ maji
viechny spoleénou tou soudast, nebo kazda se sklidé z téhoz pottu
kiivek, jez viechny nalezeji tému svazku. Jeito svazek obsahuje
dvojnisobnou kiivku K, rozpadaly by se viechny kfivky svazku
ve dvé kubiky svazku. AvSak mezi sextikami, které se rozpadnou
ve dvé (riizné nebo totozné) kubiky svazku, jedina vyhow:u]e pod-
mince, ¥e ma v bod& 2 bod taknodalni s te¢nou p, totiz pravé dvoj- -
nasob pod&itans kiivka K. Pfimka p byla libovolné;’ Z toho.plyne‘
déle, Ze existuje oo! svazki kiivek soustavy, pro které bod 2 je tak-
nodélni; te¢nu taknodalni lze pak voliti.

Uvaha zcela stejna a se stejnym vysledkem plati pro body 3, 4.

Zkoumejme s tého# hlediska bod I. Jako v pfedchozim pifpadé
existuje cely svazek sextik soustavy, pro které tento bodvge bod -
dvojnésobny s jedinou tednou p libovolné danou. J a}(o v predcho-
zim piipadé jedna kiivka: této soustavy je dvojndsob potitana
kubika svazku, nazveme ji opét K, a jedna je sextika soustavy,
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majici bod I za trojnédsobny. Snadno se shleda, Ze tato kiivka je
slozena z pfimek 134, kuZelosedek (23561,II) (24561 III) a piimky
spojujici body II, ITII. Tato sloZena kfivka ma tedy bod I skuteéné -
jen za trOJnasobny Jsou pak mozné dva pifpady:

a) Bud piimka p neni teénou Zadné ze soudasti pravé uvede-
nych. Pak svazek obsahuje jednu k¥ivku, pro kterou je bod I tak-
nodilni a jednu, pro kterou je trojnisobny, avsak s tenami ve-
-smé&s riznymi od teény kiivky pfedchozi. Podle véty b) vSechny
ostatnf k¥ivky svazku maji pak bod I za bod avratu prvniho fidu.

_b) Pfimka p je teénou nékteré z uvedenych souddsti. Ale pak
kazda sextika, majici bod I za dvojnasobny s jedinou touto teénou
se rozpadne. Nebot splyne-li piimka p s prlmkou 134, ma tato piim-
ka s touto sextikou spoleénych sedm bodu a je tedy jeji soudasti.
Jestlize pak piimka p se dotyka kuzeloseéky (23561,11), ma tato
kuZeloseéka s kfivkou spolednych 13 bodi a je rovnéz jeji soudasti,
a stejnd Gvaha plati pro druhou kuZelose¢ku nahofe uvedenou.

Neex1stu]e tedy v Zadném pripadé nerozpada]lcx se sextika,
pro niz by bod I byl taknodélni. ‘

Zcela obdobna je Gvaha pro body II, III a vede k tymz vy-
sledktm.

Pokud se ty&e bodi 5, 6, neni tieba celou Givahu vykonati po-
drobné. Stadf si poviimnouti, Ze sextika soustavy, pro kterou na p¥.
bod 5 je trojnasobny, je sloZena z ti{ kuZelosedek (23561,II),
(245611, 11I) (345611, III), takze bod 5 je pro ni skuteéné jen trojna-
sobny, abychom nahlédh Ze dojdeme tychz dusledki jako pro bod I

Muzeme tedy v piehledu vysloviti tento vysledek:

Md-li skupina osmi bodd, jeZ jsou dvojndsobniymi body sextik,
zvladini seskupeni udané v odst. 4, pak existuje oc? nerozpadaywwh
se sextik soustavy, jez maji néktery z bodé I,11,111,5,6 za bod dvratu
prvniho 7ddu, avdak Zddnd, kterd by jej méla za bod taknoddlni. Na-
proti tomu existuje ~o? nerozpadajicich se sextik soustavy, jez maji
néktery z bodd 2,3,4 za taknoddlni, av.§ak Zddnd, jeZ by 7e7 méla za bod
dvratu prontho- Fddu.

Stoji za povSimnuti, Ze v nafem zvla§tnim pnpade mocnost
soustavy sextik s deviti dvojnasobnymi body — z nichZ dva ovSem
splynou — je taZ, jako pii obecné poloze danych osmi bodi.

.« 6. Pri obecné poloze osmi dvojndsobnych bodu sextik soustavy
existuje v kazdém svazku téchto kiivek, uréeném devatym bodem
dvojnasobnym, obecnd 12 k¥ivek, jez ma]i jesté daldf bod dvojna-
sobny — leZicf oviem, stejns jako devaty bod dvojndsobny, na kiivce
K, — a jez tedy je racionaln. 3)

- UvaZujme svazek eliptickych sextik nasi soustavy, jeZz maji na
pf=bod 2 za taknodédlni se spoleénou teénou p. Teény kiivek této
soustavy na pf. v bodé 3 tvoii involuci (étena¥ snadno nahlédne,
kdy?% vezme v tivahu sloZené kiivky svazku, %e tyto tedny nejsou

3) V. pozn. })."
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‘pevné). Samodruzné paprsky této involuce nalezi tém sextikam, je¥
maji v bodé 3 bod dvojnasobny s jedinou te¢nou. To je predeviim
dvojndsob poéftand kubicka kiivka K svazku uréend tetnou p
v bodé 2. Drubd je sextika, jeZ se — jak se snadno nahlédne —
obecné nerozpadne a podle vysledku predchoziho odst. méa bod 3
za taknodélni. To je pak kiivka racionalni, majici totiz 6 obysejnych
a dva taknodilni dvojnisobné body. Nalezli jsme tedy vysledek:

V kaZdém svazku sextik soustavy, jez maji v jednom z bodi 2,
3, 4 bod taknoddlni s danou teénou, existujt dvé sextiky raciondlni,
magict totiZ taknoddlni bod vidy v jednom ze zbyvajicich dvow bodi.

Nazveme-li p’ tetnu taknodalni v tomto druhém bodu, pak
se ze znamych vlastnosti svazkd ihned vyvodi, Ze kdyZ tedna p
se méni ve svazku, probihd také p¥imka p’ svazek s prvnim pro-
jektivni. Tuto projektivnost lze snadno sestrojiti, uZijeme-li sloze-
nych sextik, takie dovedeme pak ke kazdé tetné p sestrojiti p¥i-
sluSnou teénu ¢’ a dostaneme tak snadno nazorny ptiklad polohy
desiti dvojnasobnych bodi racionalni sextiky, ov8em specialisova-
nych tim, ze dvakrdte dva splynou v body taknodalni.

*

Contribution a la théorie des sextiques elliptiques.
(Extrait de larticle précédent.)

Si 'on considére le systéme de sextiques ayant huit points
doubles 4,, . .., 4, le licu du neuviéme point double d’une courbe
non dégénérée de ce systéme est, comme on sait (voir la note )
du texte tchéque) une courbe K, du neuviéme ordre ayant les
points A; pour points triples. Cette proposition qui vaut en général,
est modifiée d’une fagon intéressante dans le cas ot — B désignant
le neuviéme point commun des cubiques du faisceau déterminé
par les points A; — le point B et trois des points 4; sont les sommets
d’un quadrangle dont les sommets diagonaux sont encore trois des
points 4;. En ce cas la courbe K, se réduit & trois points 4;; soit:
Ay, A,, A4, et il n’existe pas de sextique (non dégénérée) du systéme

-ayant des points doubles autres que les points 4;. Mais il existe,
par contre, un infinité simple de faisceaux de sextiques du systeme
considéré, ayant un des points 4,, 4,, A; pour point tacnodal,
et méme, dans chaque faisceau — lequel est déterminé par le
choix de la tangente tacnodale — de ces courbes elliptiques il
existe deux courbes (rationnelles) ayant un second point tacnodal
(qui est, bien ‘entendu, encore un des points 4,, 4,, As).
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