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kiivce v ploSe zvolené (pii isofotich tfeba jen jednu kiivku p¥i-
faditi, srov. Jarolimek, Centrdl. osvétleni str. 29 a Prochdzka,
Vybrané staté, 1913, odst. 132.) miZeme sestrojiti isofengy
jakékoli plochy vibec; pfipadné konstrukce ponechivdme do
dalsiho ¢lanku.

Pozndmka ku krivosti a problému normal
kuzelosecek stredovych.

Napsal dr. Jos. Kounovsky.

1. KuZelosetka stiedovd, elipsa nebo hyperbola, profata
jest, jak zndmo, rovnostrannou hyperbolou Apolloniovou, pro-
chazejicf jejim stredem a Gbéznymi body jejich os, obecné ve
{tyfech bodech, jichZ normdly maji na hyperbole Apolloniové
spoletny prisetik. Dotyka-li se specielné Apolloniova hyperbola
kuZelosetky uvaZované, stanou se dvé normély soumeznymi a jich
prisedik stfedem kfivosti kuZelosetky pro bod dotyény. Timto
zpisobem sestrojil poprvé stiedy kiivosti kuZzelosetek p. prof.
dr: J. Sobotka v praci ,Die Kriimmungs-Halbmesser-Eigenschaften
der Kegelschnitte®.*) '

Naskytd se tu otdzka geometrického mista stfedd Apollo-
niovych hyperbol dané kuZelosetky se dotykajicich.

Budiz dédna (obr. 1) elipsa %, o poloosich ¢ = SU = SU,,
b =8V =_8V,. Uvazujme o Apolloniové hyperbole dotykajici
se elipsy v bodé B. Sestrojime-li pravothlé priméty B,, B,
bodu B do os elipsy k,, nachdzi se stted C hyperboly na spoj-
nici B, B,, pii temz BC svird s osami elipsy, t. j. s asympto-
tami hyperboly tyZ dhel jako tena elipsy v bod& B.

Za ulelem stanoveni geometrického mista ! stiedu C se-
strojme nejprve evolutu I’ elipsy %, jako geometrické misto
sttedit kiivosti C’ jejich bodi B. Stied kiivosti €’ urtime po-
moci Steinerovy paraboly, dotykajici se os dané elipsy %, a jeji
tetny a normily v bodé B, jako dotyiny bod na této norméle ;
pii tom jest SB f{dici pifmkou paraboly. Ozname normélu 12,

*) Vestnik Kral. &es. spoletnosti nauk, Praha 1894.
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velkou osu elipsy 3, malou 6 a db&Znou tetnu paraboly s bodem
dotyénym oo 45 ve sméru na BS kolmém; i obdrzfime Brian-
choniiv bod B’ jako spoletny bod piimek 2.3 5.6 a 3.4 6.1,
B'C' | BS.

Oznatme je$té body 2.3 = B',, 6.1 == B',, prusetiky
tetny elipsy %, v bodé¢ B s jejimi osami M, N a uéitime
SN, = SN, takie MN, jest tetnou elipsy %, v bodé B,, sou-
mérném s B dle velké osy. ‘

Obr. 1.

Vzhledem k involuci bodové, jejiz dvojiny tvoif prisetiky
teény a normély v bodech elipsy %, s jeji osou a jejimiZz dvoj-
nymi body jsou ohniska ¥ a G elipsy, jest piimka B'B,’ po-
ldrou bodu M ke kruZnici %, opsané ze stfedu S polomérem
rovnym linedrni vystiednosti elipsy e = SF = SG; a obdobné
jest B'B,’ poldrou bodu N, (Zminénd involuce jest tu eliptickd)
vzhledem ku %. Z toho ihned plyne, Ze geometrickfm mistem
bodu B’ jest reciprokd poléra elipsy %, vzhledem ke kruznici %;
jest to elipsa %,’ o polooséch

e? b2 e a®
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tedy elipsa s danou podobnd, jejimi vrcholy jsou hlavni sttedy
kfivosti elipsy %,; i jest z podobné polohy o pravy uhel vy-
tolena.

Tetna M'N’ elipsy %, v bodu B’ jest dle zdkladnich
vztah@i reciprokych poldr polérou bodu B, vzhledem ku %, t. j.
M'N' ] 8B,; i 'jest tetna B'N' soumérna s piimkou B'C’ dle
osy B'B,’, jeito i pifmka SB, soumérna s pifmkou S73 dle
osy SB,'.

Jezto konstrukce bodu C' eliptické evoluty I’ k elipse /,’
jest totoZna s konstrukef bodu C z elipsy ’,, jest geometrickym
mistem ! bodu C rovnéZ eliptickd evoluta, a to té elipsy #,”,
kterA md své hlavnf stfedy kfivosti ve vrcholech UU,, V'V,
ab*® a%h

tedy

elipsy %,; poloosy elipsy %&,” jsou A A

Iy oo By oo k", T, a k" jsou homotheticks.

Bod B" elipsy k&,” na jejf norméle B,B, obdriime jako
Jjeji prisetik s piimkou SB’, jezto BC | SB'. BC | SB'". Omezeni
os docilime konstruktivné sestrojenim vrcholu opsaného obdélnika
jako prasetiku spojnice UV a spojnice sttedu S s piifazenymn
vreholem obdélnika opsaného homothetické elipse /i, jak patrno
z obrazce. Tim ukdzdno:

Geometrickym mistem stredi Apolloniovijch hyperbol, do-
tykagicich se duné elipsy a uréujicich na normdldch bodi do-
tyénych jeji stredy k¥ivosti, jest kiivka Sestého rddu a étvrté
tridy, soumérnd dle os @ stfedu clipsy. majici osy elipsy
(a 1ibéinou pFimlu roviry) za dvojné teény a ve vrcholech
elipsy body dvratu; jest to evoluta jiné elipsy s danou po-
dobné a moéno ji sestrojiti jako obalovou k¥ivkw spojnic dvojin
pravotihlyjch primétd bodi elipsy na jeji osy.

2. Dotytné hyperboly Apolloniovy tvoii pfechod mezi hy-
perbolami poskytujicimi &ty¥i redlné normély a hyperbolami,
které protinaji danou elipsu jen ve dvou bodech reilnych.

A. Deshoves zkoumal ve svych analytickyeh studifch*)
zv]43té geometrické misto pélu spojnice pat obou prostych nor-

*) Théoremes et problemes sur les normales aux coniques, Paiiz 1861.
Théorie nouvelle des normales aux surfaces du second ordre. Pakiz
1862. (Kapitola prvni pojedndvd o normilich kuZelosecek.)
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mél. které poskytuje dotyénd hyperbola Apolloniova vedle nor-
mdly dvojné, vzhledem ke kuZelosetce uvaZované. Kiivka ta jest
reciprokou poldrou geometrického mista stredi dotyénych Apol-
loniovych hyperbol vzhledem k dané elipse, coz d4 se Cisté
geometricky snadno ukdzati.

Desboves ‘nazyvd priseifk normédl kuZelosedky bod nor-
mdlné sdruZeny k polu spojnice jich pat vzhledem ke kuZelosetce.
Jezto bodem prochdzeji na elipsu £, obecné Ctyki normély,
jest kazdy bod v roving elipsy %, normdlné sdruZen s tfemi
dvojinami prot&jsfch vrchold &tyfstranu vytvofeného te¢nami
elipsy k, vpatach pifslusné Utvefiny normdl. Ten zoveme étyrstran
normdlné opsany, paty normél tvoif étyrroh normdiné vepsany
dané 7, (dle Desbovesa). :

Apolloniova hyperbola tvoif s danou elipsou %, o poloosich
a, b dvé kuzelosetky svazku. KuZeloselky svazku vytinaji na
libovolné pifmce dvojiny bodové involuce. Uvazujme ji zvldsté
na osich elipsy a oznalme 7, resp. /;. Takovymi dvojinami
jsou prisetiky protéjsich stran ¢tyrrohu normdlné vepsaného
(jakoZto zvrhlyech kuZelosetek svazku), stied a dbézny bod
(jakozto prisetfky s hyperbolou Apolloniovou) a oba vrcholy
elipsy. I jsou I, a I, patrné elliptické, maji stfed ve stredu
elipsy a potenci — a? resp. — 0%, tedy zdpornou s potenci hy-
perbolické involuce, stanovené na &, sdruzenymi pély na piisluiné
ose. UvaZzujeme-li jinou Apolloniovu hyperbolu, obdrZime jiny
svazek, nicméné 7, a T, jsou tytéz jako v ptipadé piedeslém.

Strany ¢tyfstranu normalné opsaného jsou te¢nami Steinerovy
paraboly, kterd jest reciprokou poldrou piislu§né Apolloniovy
hyperboly vzhledem ku %,. Jedna takovd parabola tvoif s elipsou
fadu kuZeloselek. Telny sestrojené libovolnym bodem na kuzelo-
setky fady jsou dvojinami paprskové involuce. Sestrojime-li na
kuZelosetky fady telny ub&znym bodem jedné osy, jsou dvojinami
této involuce tato osa s piimkou ib&Znou (teény Steinerovy para-
boly), te€ny ve vrcholech na druhé ose elipsy a spojnice s dvojinami
prot&jich vrchold &tykstranu norm4lng opsaného, kteréz dvojiny
jsou zvrhlymi kuZzelosetkami Fady. Tato involuce ziistivd tedy
tdZz pro vSecky zminéné Steinerovy paraboly a profata jest drubou
osou v bodové involuci eliptické, patrn& I, resp. I, I mozno
vysloviti vétu: .
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Prascéiky protéjsich stran étyrrohd dané elipse normdlné
vepsanyjch s jeji osou a pravouhlé priaméty protéjsich vrcholi
Styrstrand elipse normdlné opsanyjch na tuto osu jsou dvojinams
tése bodoré involuce, jejims stredem jest stred elipsy a potenci
zdporné vzaty Etverec prislusné poloosy. ’

Dle této véty, kterou A. Desboves pripisuje 4. Mannheimovi,
moZno ihned sestrojiti protéjif vrchol &tyfstranu normélné opsa-
ného, je-li jeden vrchol dén, a jest oviem-redlny, i kdyZz strany
étyfstranu v ném se protinajici nebo pifslusné vrcholy Etyfrohu
normdlné vepsaného jsou imagindrné. Soutin vzdélenosti obou
bodd B(B) dvojiny od os dané elipsy jest — a, resp. — b2
t. j. nachdzi-li se I3 mezi osou a vrcholovou tetnou, nachdzi
se (B) za vrcholovou tetnou prot&jsf. Nachédzi-li se B v poli
mezi ¢tvrtinou elipsy a obéma jejimi piislu§nymi vrcholovymi
tetnami, prochdzeji bodem B i sdruZenym (B) na elipsu redlné
tetny, i jest norm4ln& sdruzeny bod takového rdzu, Ze prochi-
zeji jim na elipsu Etyfi redlné normdly. Pfi tom maji druhd
a tfeti dvojina protéjiich vrchold D(D), E(EK) tu polohu, Ze
D a E nachdzeji se v pasu vrcholovych tefen ww, a mimo pés
vrcholovyeh teten vv,, body (D) a () obrdeené (obr. 2). Dvojina
druhu D(D) zarutuje oviem zase dvojinu druhu B(B). V téchto
ptipadech jest bod normélné sdruzeny jakoZto prisetik dvou
teCen téZze ¢tvrtiny evoluty dané %, vnitinim bodem plochy této
evoluty, jak jiz Joachimsthal vyslovil podminkou &tyF redlnych
TfeSeni.

Probfhd-li B vrcholovou te¢nu « nebo v, probihs (B) tetnu
u, resp. v, a bod normédlng sdruZeny osu a resp. b.

Uvazujme nyni o Appolloniovych hyperboldch, jez se dané
k, dotykaji, a o dvojinich B(B) protéjiich vrchold &Etyfstrand
normilné opsanych, kde B jest dotyény bod hyperboly na k,
(obr. 2). Oznatime-li pravoidhlé jich priméty do os elipsy
By, B, resp. (B),, (B,), sestrojime snadno (B) pro zvolenj B
na k; ze vztahd SB,.8(B), = —a®% 8B, .S(B), = — b%
Nebo sestrojime body (B), a (B), jako sdruzené pély bodd B’
resp. B', vzhledem ku Z,, jsou-li B,” a B,’ pravodhlé praméty
bodu B’, s bodem B na [, proté&jsiho, do jejich os.

Bod (B) jest pélem spojnice I3,’B,’ nebo antipélem spojnice
B,B, vzhledem ku %,. Probihd-li bod B danou %, opisuje
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bod (B) kiivku n antipoldrn& reciprokou s kiivkou 7, kterd jest
obalovou kfivkou spojnic I3, B,, vzhledem k zdkladni kuZelo-
setce k,, I dochdzfme hned k vysledku:

Geometrickym mistem pélu spojnice pat obou prostych
normdl, které poskytuje dotyénd hyperbola  Apolloniova,
vzhledem & dané elipse, jest Liivka étvrtého Fddu a Sesté t¥idy,
soumérnd dle os i stéedu elipsy, majici v 1ibésnych bodech os

=
Q

~

Obr. 2.

elipsy dvojné body; vrcholové teény elipsy jsou teénami obratu
kiivky v téchto ibéingch bodech dcojnijch, Jest reciprokou po-
ldrou geometrického mista stredii dotyénijch hyperbol Apollo-
niovyich vzhledem k elipse dané.

Nachdzi-li se obrécené jeden vrchol &tyfstranu normélné
opsaného na kfivce », nachdzi se prot&jsi vrchol na £%,, t. j.
Apolloniova hyperbola dotykd se F,.

Nachdzi-li s¢ (B) v poli mezi %, a »n, nachdzf se v témz
poli i sdruZeny B a pfisluSnd hyperbola Apolloniova skytd &tyfi
teSenf redlnd. Pri tom stfed hyperboly C lezf uvnité kkivky /.

Nachdzi-li se (B) v kterémkoli kvadrantu mimo kfivku »,
jest B vnitinfm bodem #,, i jsou jen dvé FeSeni redlnd. Pti tom
C lez{ mimo plochu kfivky /.
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3. Jeli uvazovand kuZelosetka /, hyperbola, nezmé&ni se
provedené tvahy podstatné, jen involuce /, na vedlej§i jeji ose
jest hyperbolickd. Ktivka ! (obr. 3) jest hyperbolickou evolutou,
jak d4 se opét ukdzati pomoci evoluty !’ dané hyperboly %,
a hyperboly k,’, reciproké poliry s k, vzhledem k zédkladni %.
Vrcholové tetny uu, a asymptoty ww, hyperboly %, jsou tenami
obratu kiivky » v dvojnych jejich bodech.

Obr, 3.

4. Kiivky » jsou specielni kifivky &tvrtého fddu s tfemi
dvojnymi body s tetnami obratu, jak vidno z reciprokého jich
vztahu 8 evolutami /, majicimi t¥i dvojné tetny s body tdvratu
v bodech dotynych (osy a 1ub&ind pimka roviny). Poprvé
studoval je analyticky J. De la Gournerie*), syntheticky P. H.
Schoute**) a soutasné C. Beyel ***).

*) Recherches sur les surfaces réglées tétraédrales symmétriques,
Pariz 1867. :

**) >Uber die Curven vierter Ordnung mit drei Inflexionsknotenc,
Grunert- Hoppe, Archiv der Math. u. Phys., 2. fada, 2., 3., 4. a 6. svazek.
Lipsko 1885—1888. — Analyticky v ¢linku »Les quartiques & irois points
doubles d’inflexione, Jornal de sciencias mathem. e astron., XIII vol,
Coimbra 1897.

**%) >Die Curven vierter Ordnung mit drei doppelten Inflexionsknotenc,
Schlémilch - Kahl-Cantor, Zeitschrift f. Math u. Phys., 30. roé., Lipsko 1885,
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Gournerie nazyvé kiivku » harmonickd trinoddla, kiivku [
harmonickéd trilaterdla (s ohledem na plochy kvadrispindlni, pii
jichz studiu k nim dochédzi), Schoute zove trinoddlu eliptickou
sKreuzkurve“ a hyperbolickou ,Kohlenspitzenkurve“*) Harmo-
nické trinoddly vzniknou jako centrdlné priméty obecnych kiivek
étvrtého fddu s tfemi dvojnymi body, volime-li jen nalezité stied
promftdni i prdmé&tnu; p¥i tom jedna strana zdkladnfho troj-
uhelniku jest Gb&ind, ostatni dvé mohou byti kosé, specielné
vzdjemnd kolmé. Stfed trinodédly eliptické jest pak jejim dvoj-
nym bodem isolovanym, pravé tak Gb&zny bod hlavnf osy zdkladni
hyperboly pro trinoddlu hyperbolickou. _

Na§im tkolem bylo ukézati jen na vyznam obou dudlnich
kiivek vzhledem k zdkladni kuZeloselce stfedové pii posuzovini
redlnosti problému jejich normdl, pii ¢emz dd se trinoddla snadno
z evoluty odvoditi.

O konstituci latky a poméru hmoty a energie.

Dr. Vaclav Posejpal.
(Pokraéovdni.)

§ 3. Stanoveni ¢isla N z pohyhu télisek Brownovych.

Popis mathematicky pohybé Brownovych podal na zdkladé
theorie kinetické Einstein r. 1905 a 1906. Skoro souéasné s nim.
ale ‘piece pozdéji a méné dplné fesil touz dlohu Smoluchovski.
Perrin vyzkouSel, Cdstetné za pomoci svych Zdkd, sprdvnost
theorie Einsteinovy jak na translatnich, tak i na rotaénich po-
hybech télisek, i na zédkonech diffuse téchto t&lisek v riznych
emulsich, jez rovnéZ z Einsteinovy theorie vyplyvaji. Omezim
se zde na podrobnéjii zminku o méfeni z pohybd translaénich,
jez ptivedlo k hodnotd N téméf identické s hodnotou nalezenou
z rozdéleni té_lisek do vyiky, totiz 68'8 . 10** proti 68-3.10%%

*) Poznimka, Je-li :
2 :
(_“'..)2 + (.ib’_) =1 rovniei k,, jest (.‘f_ )2+( b )2= 1 rovnici kiivky n;
"

a y
tu uvadi poprvé Terquem v >Nouv. annales de mathém.« (tome 6, Pariz 1847),

mylné vsak jako polarné reciprokou kiivku s k, vzhledem k zdkladni krui-
nici x2 4 y2 = a2 — b2.
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