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Typy a kontinuitni grupy kollineaci v 8,
Napsal dr. Jan Vojtéch v Brné.
(Pokracovéni.)

20. Hledajice pii kollineacich K7 grupy slozené .z "G,
vyjdeme od invariantni roviny o, na které mize existovati bud *g,
nebo *¢, neb iy, nebo *g, nebo %,, a vySetfujeme, zdali v invari-
antnich rovindch jdoucich p¥imkou s nebo aspoii v jedné, po
piip. v invar. svazeich se stiedy na r (v jednom) existuji dvou-
rozmérné grupy 2¢,, resp. 2¢;, *¢s, 29’4, %rs» *74. Dudlni Givaha;
jejiz zdkladem jsou grupy obecnych homologii dvourozmérnych
v invariantnim svazku O vede ke grupdm dudlnim, z nichZ né-
které ostatné uz pii prvnim rozboru se objevuji.

Tak zjistime tyto &ir&f grupy: G, s invariantni rovinou
v, na ni O, r, potom druhou invar. rovinou ¢ bodem O, v niz
tvofi pfimky s. invariantni pii jednotlivych °@, sklddajicich
7, svazek paprskovy, takze v o jest %¢,; a dudlni "I} s invar.
bodem O, incidentni ¢, s, potom druhym invar. bodem na o
(stredem svazku pifmek » v ¢). "Gy (e0r) a dudlni "I, (Oos);
pii oné tvofi piimky s prostorovy svazek stfedu O, pii této
piimky r soustavu rovinnou v o, ve svazcich se stfedem na 7,
resp. v rovindch skrze s jsou %y,. G’ (¢rd), pfimky s zaujmou
»? poloh v rovingé & protinajici », na J existuje %¢,; "I,
(OsD), ptimky r maji pii ni «* poloh ve svazku stiedu D.
"Gs (vrp), kde invariantni p¥fmka p lezi v ¢; I (Osp), p pro-
chdzf bodem O; v rovindch skrze s pii této, ve svazcich se
stfedem na r v oné existuje obecnd %p,, pouze v jednom pii-
padé ?p,. "G”, (008D), sobédudlni, pfi niZ s jednotlivych ’G,
tvoif svazek sttedu O v & (jeZ prochdzi také bodem D), r svazek
stfedu D v g; v o existuje ‘y,, v & %g;. "G’; (0OD), piimky s
- ‘tvoif prost, svazek stiedu O, r rovinny svazek v p stiedu D;
"I'5(008), & prochdzi bodem O; v D,.resp. & existuje podia-
zend %g’,; Konetn& G, (o, ) & "Iy (O, s), na ¢, resp. v O jest
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zde %g,, ve svazcich se stiedem na 7, resp. v rovindch jdoucich
p¥mkou s grupy %,.
Nékteré z uvedenych grup nalezneme také poklidajice K7
za produkt K1°, K'3 a ptihliZzejice ke grupdm kollineaci K*°.
Pri zdkladni grupé G, kollineaci K® jest invariantni ro-
vina g, s pfimkou 7 bodl jednotlivé samodruZnych, na ni existuje
59, lim. homologii osy r stfedu O,; pfimkou r prochdzi druhd
rovina invariantni ¢,, obsahujici pifmku s, jeZ jde bodem O,,
obsahuje druhy invar. bod O, a je osou svazku rovin jednotlivé
samodruznych; na o, existuje %g, osy r sttedu O,, rovnéz v O,,
tak jako v O, zase 3g,. Na kazdé roving jdouci piimkou s a
v kazdém prost. svazku se stfedem na r existuje *g,.
Sir§f grupy vyhledime opét, piipustice na g, (dudlng v 0,)
grupy *g,, *¢s, %, %95, *7; & vySetfujice mozné polohy roviny
o, a bodu O, (dudlné¢ bodu O, a roviny ¢,); na invar. rovindch
pfimkou s nebo ve svazcich se stiedy na » musi oviem byti
_ zajitény zndmé grupy dvourozmérnych kollineaci [(00)0]. S druhé
strany vyjdeme od grup lim. homologii v ¢, (dudlné v 0,),
totiz od g,, g & ®,. Tak nalézéme grupy:
865 (0270,0,) a °I3 (0,504,955
6’5 (0270,0,) 2 °I"; (0,50,0,);
Gy (0570,) & °I7 (0p50,);
G, (0270,0,) 2 °I"; (0,50,0,);
sobédudlni 3G (0,75);
%G; (02701) 2 °L; (0,50,);
8G’; (0270,) & °I' (O,505);
%G"5 (0,70,) & 85 (0,50,);
%G; (0,7) a Iy (0,9);

86’ (0,7) a °I''s (0,3).

Ze zékladnich grup °G; kollineaci K°® sloZime irsi grupy,
supponujeme-li na invariantni o, (dudlng v invar. O,) grupy
50, *9; & °7,. V prvém piipadé nalezneme °G, (g,r0,) s grupon
by v O;; v druhém. °G, (g,r),. pH niZ piimky s jednotlivich
%G, v grupé obsaZenych zaujimajf % poloh v g,; v tfetim
ptipadé °I; (0,0,8), kdy pitimky » tvoi svazek rovinny v g,

koneéné
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sttedu O,. Dudlni dvaha vede koneéné jesté k dudlni °I; (O,s),
phi které maji » o®* poloh bodem 0,.

21. Sirsi grupy typu K? slozené z G, obdriime, pied-
poklddajice na invariantni roviné o, (nebo p,) vSechny mozné
grupy rovinnych kollineaci typu [(00)0] a d4vajice bodu O,
piipustné polohy; dudlné pak ve svazku O, (nebo O,). S druhé
strany nutno vySetfiti grupy dvourozmérnych transformaci na
invariantni roviné ¢, (dudlné v 0,). Konelné& zbyvd suppono-
vati mimobézné piimky p,, = 0,0, a p = (¢,0,) invariantni,
na p,, mize byti grupa jednorozmérnych transformaci s 1, 2, 3
parametry, na p ovSem jen jednoparametrovd, anebo jenom
jednu z nich spoletnou v§em 2G,, sklddajicim grupu; nerozif-
fime viak tim uZ poétu grup diive nalezenych.

Rozborem tim dojdeme k témto grupim:

: 6y (0,0,030,) a Iy (0,0,030,);
sob&dudlni 26y (0,030012);

G5 (0,0300,) a *I5 (0,03p,50.)5

*G's (0,000,0;) a I (0,0,0405);

"Gy (00095) 2 "y (0,0,04);

sobgdudlni 6" (0,03P130,);
sob&dudlnf GV (0,03050,);
sob&dudlni *Gy (0303pP12);

Gy (0,00,0;) a I (0,p,30503);
%6’ (0,030) & g (0,05p,,);
2G"g (0105P53) & I (0,0,0,3);
*G"q (0,930430,3) a 2y (0,0;p45);
sob&dualn{ 2GIV (9,050,0,);
*G; (010,0;3) a *I; (0,0405);
G, (0,PP3;) & %I (O1013013);
%G"; (0,0005) 8 I, (0,0,05);
%6 (6,030;) a I (0,0305);
%G} (0303010) 2 IV (O303P) 5
*Gs (0,03p) 2 Iy (0,03D10)3
6’5 (0103p03) 8 2 (0,05P13)5
sobédudlnf . 26", (0, OaPas);
. *G, (0aP15) & I, (O5p). .
25%
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Mnohem méné SirSich grup objevi se u kollineaci typu K.
Pii 3G, existuji na o, o' a v O, O grupy 2%g,; postupem uz
nékolikrdt naznatenym obdrZime grupy: :

sobéduslni 3G, (r00'0);
%G (r00'0) a *I} (sOo'e);
:sob&dudlni 3G’ (00'00");
%6; (000) a I} (Og¢’) ;5
sobédudlni 36/; (reO’p), kde p = 00';

sob&d. 3G, (Og’p) a sob&d. 3G’, (r00").

Konetné u kollineaci typu. K* sestrojime §irdi grupy ze
zékladni *G,; pii této jest na g, a v O, grupa kollineaci %g,,
na o, a v 0, viak 3g,. Nalezneme pouze grupy *G; (o,050,p.)
a *I; (0,0,0,p,), kde p,, znali piimku O,0,, p, piimku inva-
riantni bodem O, ; *G, (¢,0;0,) & *I (0, 0,0;) ; s0béd. *G’s (0;0,,0,);
36; (0301010) 3 I3 (0,0,0:) 5 *6'; (0;0,p15) & *I; (0;0,p,).

D) Uzsi grupy kollineaci v S;.

22. Zdkladni grupa 'G,, jeZ md o3 kollineaci K' v sou-
hlase s poftem vSech moZnych hodnot tii nezdvislych konstant
ky, k,, k;, obsahuje uzii grupy dvouparametrové a jednopara-
metrove. '

Na hrandch invariantniho ¢tyrsténu existuji pfi *G; jedno-
parametrové grupy projektivnich transformaci; v bodové fadé
na hrané 0,0, je grupa s parametrem %, . k5", v fadé O, 0, s para-
metrem %, . k3!, v fadé 0,0, je parametr %,, na 0,0, k,.k7?, na
0,0, k,, konetné na 0,0, parametr k, (dudlné ve svazku rovin
08y 0,0, grupa parametru /, atd.). Na sténdch ¢tyrsténu (dudlné
ve vrcholech jeho jako stfedech prost. svazkid) indukuje '@,
dvouparametrové grupy dvourozmérnych kollineaci: v rov. poli
0,0,0, jest grupa lg, s parametry &, a %,, na sténé 0,0,0,
19, 8 parametry %, a %, na 0,0,0, grupa takovd s parametry
k, a k;, konetné na 0,0,0, s parametry k,.k7"' a k,.k3' (ve
vrcholu O, grupa ‘g, parametri &, a &, atd.).

Supponujme £, = %7, k, = k! ; parametry transformaci na
strandch invariantnich trojihelniki ve sténdch Gtyrsténu maji
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potom tvar

v 0,0,04 na 0,0,...k" v 0,050, na 0,0,...k~*

0,04...1; 0,04. ..k
0,0, ...k, 040, ...k,
v 0,0,0, na 0,0,...k~* v 0,0,0; na 0,0,...F
0;04... 1, 0,0; ...k~
040, ... k7, 0,0, ...k,

Jestlize » je konstantni, %, a s (totiz %, a %,) proménlivé
parametry, existuji na vSech sténdch invariantnfho &tyrsténu
grupy ‘g,, pouze na 0,0,0, jest jednoparametrovd uz$f grupa
712 Existuje tedy uZii grupa 'Gga, obsahujici oo® kollineaci
prostorovych s invar. étyrsténem 0,0,0,0, a s parametry £,
k,, kdezto &k, = &’ s konstantnim ». P¥i grupé g, na 0,0,0,
jest invariantnich oc! rovinnyjch kiivek; protoze bod O; jest
také samodruZny, jest pfi 'Gag) invariantnich oo! ploch kuze-
lovych s vrcholem v O,. Grupa !G, obsahuje oo! uziich grup
10353 ve shodé s o' hodnot konstanty r.

Podobné pii konstantnim s, proménlivych %, a » (Cili X,
a k,) existuje Gy, ke které piisludf svazek oo! invariantnich
kuzeld s vrcholy v 0O,, jenZ protind rovinu 0,0,0, Vv oo?
kiivkdch, invariantnich pii 'g.¢ na 0,0,0,.

Vyznam konstant » a s jest obdobny jako pii 1g,@; # jest
dvojpomér &tyF rovin, jichZ osa jest povrchovd pifmka inv. ku-
zele s vrcholem v O,, tfi roviny prochdzeji piimkami O, O,
0,0, 0,0,, Ltvrtd je tetnd rovina kuZele; s je dvojpomér &tyk
rovin, z nichz tfi jdou povrchovou pfimkou kuzele vrcholu O,
a body O,, O,, O,, &tvrtd je tetnd rovina kuZele toho s touZe
ptimkou jako doty¢nou.

Jedté ve dvou pifpadech existuji 'G,), kazdd se svazkem
! invariantnich ploch kuZelovych se spole¢nym vrcholem v O,,
resp. O,. Jsou-li totiz %,, » i s proménlivé, plati-li viak relace

;: — konstanté, mdme zase 'Gys), pii které jest mvanantni

kazdy kuZel ze soustavy oo! kuZeli s vrcholem v 0,, nebotf



890

zvolime-li £;-" =1 a 1—:s = », mdme na 0,0,0; grupu 'g,q

s parametry na 0,0,..l, na 0,0,..1", na 0,0, ..1'** tedy
8 jedinym volng proménlivim I. Konetné mdme na 0,00,
grupu gys a v prostoru Gy se svazkem kuzelovych ploch

vrcholu O,, jestlize plati —':— — #; piSemie-li totiz zase strud-

néji k} = k,, existuje na 0,0, grupa proj. transformaci dvoj-
poméru %,, na O;0, parametru %%, na 0,0;..Fk =

Jiné vztahy mezi prom&nnymi ttemi parametry &, ko, £,
charakterisuji dvouparametrové grupy druhého typu, obsaZené

v 1G,. Jestlize zvolime 1—r — =« konstantni, vyjimdme z 'G,

‘o? kollineaci, jez skladaji grupu 'G'ss. Nebot na 0,0, jest
Jjednoparametrovd grupa jednorozmérnych transformaci s pro-
ménlivim parametrem %,, na 0,0, pak grupa parametru %’
Kollineace grupy 'G'ss maji oo ! invariantnich ptimkovych ploch
svazku se spoletnymi 0,0, a 0;0,; libovolnd piimka totiZ, pro-
tinajici hrany 0,0, a 0,0, nabyvd pii kollineacich téch oo’
poloh (v souhlasu s oo! hodnotami jediného -parametru %; na
obou osdch), kterdzto soustava je vzhledem k spojitosti grupy
kontinuitni a pfedstavuje plochu pfimkovou. Bodem jedné z obou
uv. hran jde oo! piftek k druhé, odtud oo! p¥imkovych ploch,
pii 'G5 jednotlivé -invariantnich. Grupa !G,; obsahuje oo!
subgrup 1G'ysy (oo hodnot x).

Mimo to dostaneme 'G‘ys, stanovime-li bud.’ Jako

konstantni nebo r —s. V prvém piipadé md pﬁslusna grupa
soustavu invar. pFimkovych ploch s ¥dicimi pfimkami 0 ,0, @
0,0;, na nich% existuji grupy parametru %,, resp. k;

. 'x._l s\.
e ' (- r )’

~ drubém soustavu s f{d. pfmkami O 04 a 0,05 s grupaml
‘parametru %,, resp. k¥ (x=r=>5s).

Jestlize volime pHi kollineacich grupy !G, velitiny r i s
}xonstanfnf, rozpadd se 'G; na o? jednoparametrovych subgrup
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'Gys)- Jediny proménlivy parametr takové Gy jest &,, na viech
sténdch invar. ¢tyrsténu existuji lgi); ponévadz konstantim r
a s 1ze diti o?® hodnot, jest tyz potet subgrup Gy v 'G,.
Grupé Gy pifsludi 4 svazky invariantnich ploch kuZelovych
se spoletnymi vrcholy ve 4 vrcholech &tyrsténu a 3 svazky
invariantnich ploch piimkovych s mimobéZnymi hranami &tyr-
sténu jako piimkami Fdicimi. Té&chto 7 soustav, kaZdd s oo?
plochami, protind se v systému oo? kfivek prostorovych. Kazdé
soustavé oo? kiivek jednotlivé invariantnich patii jedna dvojice
hodnot », s; vyznam téchto konstant lze ted spolu takto vyjd-
dfiti: Vedeme-li tetnou v nékterém bodé nékteré z invariantnich
prostorovych kfivek oskulani rovinu a &tyki roviny, jez tetnu
tu spojuji s vrcholy invar. &tyrsténu, méame p&t rovin, které
urtuji dvojpoméry hodnot » a s. Nebo dudlné: Bod dotyény na
tetné k invar. kiivce stanovi se ¢tyfmi priseliky telny se sté-
nami Ctyrsténu dvojpoméry r a s. Plati na pf. (214 4) =,
(314 A) = s, kde 4 znati bod dotyény na invar. kfivee, 1, 2,
3, 4 pak prisetiky bodu toho se sténami &tyrsténu, lezicimi
resp. proti vrcholim O,, 0,, 0,, O,. Telny invar. kfivek patii
tetraedrdlnimu komplexu, jehoz konstanta (1234) _rgs- 1)
(jak nalezneme z hofejSich vztahdi nebo z vyrazu pro konstantu,
uvedeného pii 1Gy).

Spolu se soustavou oo? prostorovych kiivek jsou oviem
pfi Gy invariantni rozvinutelné plochy tvofené jich oskulad-
nimi rovinami; ddle komplexy pifmek protinajicich jednotlivé
kiivky a pod.*).

“Z uziich grup 'Gisy, *Gam, Gy zékladni grupy 'G, lze
konstruovati zase grupy &ir$i; tyto piislueji pouze nékterym

*) Vysledky zde nalezené lze odvoditi analyticky na zikladé rovnic
kollineace K1, Volime-li invariantni &tyrstén za &tyrstén soufadnic a ozna-
¢ime-li bod pivodni (x,, Xy, x5, X,), transformovany (¥, ¥g, ¥3s ¥4), jest
K1 déna vztahy y,:ygiysiye =Kk X, tkoxy kgxs:x, Jednotlivé
homologie, skladajici K! maji totiz rovnice y, :kuXuy =y» :xy kde
# =1 nebo 2 nebo 3, v=1, 2, 3, 4, ale v =|= u. PH 1Gq plati
Yii¥aiXst r‘ =kyxy s hlxg k 1% x‘, elinfinaci proménnéhok dosta-
neme rovnice invar. utvard.
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z uvedenych difve grup SirSfch, vytvoienych grupami !G,. Maji
ovSem polet parametri 0 2 nebo 1 menii.

Dottené 8ir8i grupy, sloZené z 'Gy3, nalezneme, majice
na zieteli viechny moZné uzsi grupy kollineaci dvourozmérnych
a starajice se, aby byly zaji§tény ve dvou rovindch (nebo svazcich
prost.). Podobné 8ir$i grupy ku !G,s, dostaneme v piipadech,
kdy na jedné roviné (v prost. svazku) existuje uzi grupa bud
910) 1€bO 'gys) meb gsw), Pswy, guwy; 'Glae sklddaji grupy
§irf, pokud na dvou mimob&Znych faddch bodovych nebo na
jedné fadé a ve svazku rovin téZe osy existuji grupy jednoroz-
mérnych transformaci, charakterisované touz konstantou z,

Ze subgrup 'Gys) (r, s konst.) lze sloziti tyto nové: sobé-
duz’ilni 102(4), 1G3(5\ a 1F3(5), Sd. IG'3(5), IG4((;) a 1114(6), sd. lG’;(s),
sd. 1G”4(6‘) 1G’5(1) a 1["5(1), sd. 1C‘;"5(7), IG’(;(S) a II‘,(;;Q)- Oznadeni
grup je takové jako w puvodnich, jim% jednotlivé z téchto
korresponduji; potet parametrd onéch piipojen v zdvorkich.

Ze subgrup Gy a 'G'ys mbzeme sloziti 8irsi: sd. G,
1Gis a 'Ly, 8d. 1Ga), Gy @ e, Sd. *Gse, 8A. 1G5y,
'For) 8 M), sd. "Gy, G 8 e, sd. TG 8 sd
1G's0). U nékterych grup jsou mozny i dvé. .

Existuji patrné v uvedenych piipadech grupy jednotlivych
slozek, totiz homologif, jichz produkt tvoii kollineaci K?!; tedy
z kazdé homologie (vSech tii nebo dvou) bud rovina osovd nebo .
stied. '

23. Zékladni grupa ®@; indukuje na samodruZnych pa-
prscich spoletného invariantnfho dtvaru svych.kollineaci jedno-
parametrové grupy proj. transformaci jak fad bodovych, tak
svazkil rovin, jichZ jsou osami: na 0,0; a 0,0; existuji grupy
proménlivého parametru %,, resp. &, (%,, resp. %), v fadé bo-
dové na 0,0, (a ve svazku rovin osy p) grupa transformaci
[00] dvojpoméru %, . k;', v bodové Ffad® na p (a ve svazku
rovin osy 0O,0,) grupa transformaci [(00)] parametru «. Na o,
a g (v O, a 0,) mime %g,, na ¢, (a v O;) viak lg,.

Polozme k = m°, k, = n°. JestliZe jest m konstantni,
existuje na ¢, uZii jednoparametrovd grupa %g, prom. para-
metru a, v prostoru pak uii dvouparametrovd 2G,s; prom.
. parametrii @, k,. PonévadZz pii %gi jest soustava rovinnych
* k¥ivek invariantnich, pislu§i k 2Gss) svazek oo! invariantnich
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ploch kuzelovych se spoletnym vrcholem v O,. Podobné pii
konstantnim = a proménlivich a, %, mime grupu %Gy, pit
které jest invariantni kaZdy kuzel svazku s vrcholem v O,.

Jestlize mimo a jsou m i » proménlivé, plati vsak mezi
nimi relace » — m” s konstantnim », mime sice na ¢, i na o,
dvouparametrovou grupu ®g, rovinnych kollineacf, kdezto na oz
jenom jednoparametrovou 'gy S proménnym parametrem I ;
podél 0,0, jest totiz parametr %,, podél 0,0,

kg =nt = (m")* =L,

m \@
(7) = ki,

na 0,0, pak

Dle toho jest v prostorn uz§i grupa druhého typu 2G‘sys), jez
indukuje na o, a ¢, grupy %g,, na o; viak 'g;»). Na o, existuje
svazek oo! invariantnich kiivek a dudlné v O, svazek ! in-
variantnich kuzeld.

Plati-li konetné pifi proménlivych a, m, » vztah o = kon-

stanté, existuji na rovinich ¢,, 0,, 05 dvouparametrové grupy,
na mimobézkdch 0,0, a (0,0,) = p mdme viak jednoparametrové
grupy proj. transformaei s tymZ proménlivym parametrem. a.
Odtud plyne existence uz&i grupy dvouparametrové tietfho druhu
%G"ys), pii jejiz kollineacich jest invariantni ve viech svych
Clenech svazek oo! piimkovych ploch s ifdicimi pifmkami O, 0O,
a p. Grupa 2G; obsahuje o' dvouparametrovych subgrup kai-
dého druhu. '

Jsou-li m i n konstantni, jest jedinym prom. parametrem
a, utinénou supposici vyjimdme z G, uzif grupu jednopara-
metrovou 2G;(;); 2G; rozpadd se v «o? takovych subgrup. Grupa
*G1s indukuje na ¢, a g, grupy %gi, na o; oviem lg,@); patif
k nf 3 svazky oo’ invariantnich rovinnych kfivek dvojiho druhu,
dudlné 3 svazky oo! invariantnich ploch kuZelovych, soustava
! inv. ploch p¥{mkovych, opirajicich se 0 0,0, a p, konetnd
soustava oo? prostorovych kfivek jednotlivé invariantnich jako
priseki uvedenych. ploch. '

Z uzsich grup QG,(g), nGz';g), gG'g(s), QG"’(S) mozno SlOfZiﬁ
opét fadu grup Sirich obdobné jako z %G, vznikaji uvedené
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gir§f grupy kollineaci typu K2 Na invariantnim tdtvaru SirSich
grup diive vypoltenych, totiz na spoletné ¢dsti invariantnich
utvart grup 2G,, jez grupy ty sklidaji, snadno vySetfime, ke
kterym z nich patif uzif grupy s poétem parametrii o 1 resp.
0 2 mendim. Grupy sestrojené z 2G,s patrné existuji, jestlize
na dvou invar. rovindch nebo ve 2 inv. prost. svazeich nebo
konetné na inv. roviné a ve svazku, jenZ k ni dudlné nepii-
sludi, existuji uz¥ grupy kollineaci dvourozmérnych. Tak nalez-
neme mimo %G, tyto grupy uzdi: %G a 2Inw; sd. 2G'yy;
Gy & 35 “Glse) @ Mae); *Gsw) @ a5 sd. 2G5 5
2CGue 2 w3 Fuw 2 Tiw; e & Tw; sl *Gan;
9(7'5(7) a 2E(7); 2G’5(7) a ’I”,;(q); 2G",:,(»‘() a ",F"5(7); koneéné

2Gee) @ B O '

Podobné vyhleddme uzif grupy slozené z 2Gys resp. 2Gys)
nebo 2G'yg); zjistime-li totiz, pii kterych &irfich existuje na o,
nebo g, (nebo v dudlné piisluSnych svazcich prost.) uzii grupa
kollineaci dvourozmérnych nebo konetné, kdy na 0,0, a na p
(neb v fadé na jedné z nich a ve svazku rovin, jehoZz je tato
osou) existuji transformace téZe povahy. Ke grupdm 2Gys)
a .2G“ys) nalezneme nové u tychz SirSich jako prve ke 2G.y,),
totiz u *@, a %I}, sd. 2G/,, ®Gy a I3, 2G‘; a I, 2G" a I,
sd. 2G', %G a %I, G a °I, ®G”¢ a ', sd. ?GYY, %@,
a.’l, G, a I, *G", a *I'",, %Gy a 2I; s poitem para-
metri oviem o 1 men§im. Ke grupé 2G’s obdrzime v§ak nové
mimo to u grup *GLY sd Qg a 20, %G, 8 917‘“’7 au G

s .

24, Pti zdkladni.grupé 3G, kollineaci K3 exxstuji na in-
variantnich paprscich r a s Jednoparametrove grupy transformaci
[(00)] s parametry a resp. b (totiz v faddch bodovych osy r
a s, dudlné ve svazcich rovin osy s a r), kdeito na OO’ jest
grupa transformaci [00] parametru k. Na invar. rovindch ¢ a ¢',
taktéz v prost. svazcich O a 0’, jsou grupy y2 S parametry
a, k resp. b, k.

Polozme % =m*, b= na. Supponujeme-li m konstantni,
vznikd na ¢ uzif grupa 2g,s proménlivého parametru a, na o
zlistdvd ®g,-s parametry b, k; z G, vybirime tim oo? kollineacf,
jez tvoif grupu 3Gy, -kterfch oviem 3G; obsahuje oo?, jednu
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ke kazdé hodnoté konstantniho m. Pfi 3Gsy mdme na o svazek
oc! invariantnich kfivek rovinngeh, v O pak svazek oo! invar.
ploch kuzelovych. Podobné jsou-li m i » sice (spolu s a) pro-
ménné, ale plati-li vztah

1
mn = konst.,
existuje na ¢ grupa %g,, na o' vSak %, S parametrem b, nebof
druhy

b 1\»b
k:m“:nﬁ:(m'n') ;
v prostoru jest v tomto piipadé opét %Gg.

Jestlize v8ak jest » konstantni, parametry %, a voln& pro-
ménlivé, jsou na o i ¢’ grupy 2g,, na paprscich » i s jedno-
parametrové grupy proj. transformaci tého# parametru a, v pro-
storu tedy novy druh uZ§i grupy 3G'ys . PH této 3G'ys jest
invariantnich oo! ploch piimkovych se spoletnymi Fidicimi p¥im-
kami » a s; plochy ty jsou 2. stupné. Jsou totiz bodové Ffady
na r a s spolu projektivni, pfifadime-li bodim O’, 4', B’ na r
body O, 4, B na s; body O' a O jsou invariantni, A’ libo-
volny na », B’ jemu pfifazeny v transformaci [(00)] parametru
a, bod A libovolny na s, B jemn korrespondujici v [(00)] para-
metru na na s; volbou dvojic AB resp. 4’ B’ jsou stanoveny trans-
formace na r a s, spojnice O0‘, 44', BB’ urtuji pfimkovou
plochu 2. stupné, o! polohdm bodu A piisludi oo!-takovych
ploch jednotlivé pii 2G'ys, invariantnich, 3G, obsahuje zase oo’
subgrup 3G'ss, v soublase s co! hodnotami veli¢iny n.

Jsou-li m i » konstantni, ¢ pak jediny proménlivy para-
metr, vznikaji na o i ¢’ grupy %gi), v prostoru uzif G, jichz
obsahuje 3G, % Ku 3Gy patii dvé soustavy po oo! invar.
kfivek rovinnych v ¢ a o/, dvé soustavy invariantnich kuze-
lovych ploch s vrcholy v O a O, svazek invariantnich ploch
2. stupné se spol. fidicimi pfimkami r a s, konetné oo? inva-
riantnich k¥ivek prostorovych, prisekid ploch ongch soustav.

Stejnym vySettovdnim jako prve pii kollineacich X! a K*
nalezneme uZz§i- grupy k -8irSim grupdm kollineaci K3, sloZené
z uzlich 3Gygy, *G'as) 8 *Gas). Ze subgrup G, sklddaji se
grupy, ptisluiné jako uzéi ku sd. *G,, 3G, a °I3, sd. 3G, 3G,
a ’I, sd. 3GY%, sd. @, a sd. *G'; ; majf oviem vesmds o jeden
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parametr méné nez tyto. Z Gy, 1ze konstruovati pouze grupy
sd. "’Gg(.), 3G5(5) a 3&.5), sd. 36"'3(5); pOdObné ze Subgrup 3G‘2(3).

25, Zdkladni grupa kollineaci K* je ttyfparametrovd 4G, ;
na invar. roviné o, a ve svazku O, indukuje grupu ®g,, na ro-
viné ¢, a ve svazku O, grupu %g,, v fadé bodové p,, = 0,0,
a ve svazku rovin osy p, = (¢,0,) grupu proj. transformaci
[00] parametru %, v ¥ad§ p, a ve svazku rovin osy p,, jedno-
param. grupu transformaci limitnich [(00)].

Pii 3¢, jest na o, invariantni (v celku) soustava oo?® ku-
zelosetek dotykajicich se piimky p, v bodé O,, v O, jest in-
variantni systém oo® ploch kuZelovych, prochdzejicich onémi
kuZelosetkami. Jestlize Ctvrty parametr % je zdvisly na para-
metrech grupy ®g;, vznikd v o, a v O, uZif grupa %¢,(), pii
které existuje na o, svazek co! invariantnich kfivek rovinnych,
v 0, svazek inv. ploch kuZzélovych; v prostoru méme uZsi
grupu 4G, ).

Grupa "¢, md uzsi grupy *g,(s a 3¢,¢): pii oné jest v celku
invariantnf na ¢, systém oo? kuZelosetek s dotykem 2. stupné
v 0,, pfi této mdme svazek oo! kuZeloselek invar. s dotykem
3. stupné v 0,; v O, jsou souhlasné plochy kuzelové, dotykajici
se podél p,,. Pristoupi-li k parametrim grupy 3¢, novy volné
proménlivy parametr %, vznikd v prostoru *G’,u; je-li viak %
parametr zdvisle proménny, mdme *G,). V piipadé grupy g,
existuje v prostoru bud *G’,(,, nebo G, dle toho, je-li % pa-
rametr nezdvisly nebo zdvisle proménny.

Jako pti *G, vznikaji uzsi grupy *G,w), 4G3(.), Gy,
G0 a Gy, podobné pii Sirdich *G; a I3, 4G, a Iy, *G,

a I, -odvodime uZ8i grupy s poutem parametrii o 1 resp. 2
a 3 menS§im. .

Kollineace K° tvoii v pottu oo® zdkladni grupu °G,, jejiz
invariantnf tdtvar obsahuje pouze rovinu ¢,, incidentni bod O,
a 8 obéma incidentni pfimku 0,0, = p. Grupa °G, indukuje
na ¢; grupu g, v O, pak zase %g,, jejiz parametry jsou ne-
z4vislé na parametrech uv. grupy kollineaci v ¢,; na o, jest
invariantni soustava oo® kuZeloselek s dotykem v 0,, v O,
soustava o kuZelovych ploch, dotykajicich se vespolek a ro-
viny ¢; v piimce p. .
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PonévadZ obé tiiparametrové grupy dvourozmérnych kolli-
neaci na ¢, a v O, mohou miti uzii grupy %gss & *01s), jsou
moZny tyto pifpady uZiich grup v prostoru: Na o, existuje 3¢,
v 0, grupa ®gs3), vprostoru *Gse, pii niZz jest invariantni sou-
stava oo® kuZeloselek na ¢, a systém oo? kuZeli s vrcholem
v 0, a dotykem 2. stupné podél p. Na o, jest 3g,, v O, grupa
39,3, V prostoru °Gye), pfi které jest invar. systém oo® kuzelo-
setek na o, a svazek oo! invar. kuZelovych ploch s vrcholem
v 0, a dotykem 3. stupné podél p. Na ¢, mdme 3gys, v O,
zdkladni 3¢,, v prostoru I, S invar. soustavou oo? kuZeloselek
v o, a soustavou oo® ploch kuzelovych v O,. Na g, existuje
399y V O, TOVNSE 3gas), V prostoru °G’yg, k niz piisludi oo
kuzelosetek v g, a o?* kuZeli v O,, oba systémy s detykem
9. stupné v celku invariantni. Na ¢, miZe byti 3gss, v O,
pouze 3¢i@s), v prostoru °Gse S invar. systémem oo? kuzelosetek
v o, a soustavou oo' invar. kuZeld v O,. Dile existuji °Ij
s grupou 3¢y Voo, a 3¢, v 0,, %I 8 podiazenou grupou
Syup ¥ 05 8 Sgay V Oy3 jestlize v g, jest Pgus, a v O, také
Y., mdme v prostorn Gse), p¥i které jest v o, svazek oo!
invariantnich kuzelosetek, v O, pak svazek oo' ploch kuZzelovych.
Je-li konetné na ¢, i v O, grupa 3¢,s, avSak oba parametry
téchto grup na sobé zdvislé, vznikd v prostoru °Gg.

- M4 tedy v celku zdkladni °G, Sest uz8ich grup, z nich
3 sobédudlni (°G'e, *Giwy °Gie), ke tfem jeSté 3 dudlni
(PG a "Iy, *Ga@ a *Lie). *Gse 2 ")

26. Zakladni grupa kollineaci K* jest. jak uvedeno, °@,
s invariantnim dtvarem, jenZ obsahuje ¥adu » bodi vesmés sa-
modruZnych, osu s rovin téZe vlastnosti; v fadé s existuje jedno-
parametrovd grupa transformaci [00] s body samodruznymi O,
a 0, parametru /4, . k7', taktéz ve svazku rovin osy r se sa-
modruznymi rovinami o, = (r, 0,), 0, = (r, 0,). Na ¢, a Vv O,
jest 4g, s parametrem #k,, na ¢, a v O, grupa ‘g, parametru
k,, na kazdé invariantni roviné pimkou s a v kazdém prost.
svazku se stfedem na » mdme g, parametri %, a k,.

MiZeme poloziti 4, — 7. Supposice konstantnfho » vede
k uzsi grupé ¢, na kazdé invar. roviné jdoumei p¥imkou s
(a ve svazcich se stiedem na r); i existuje v prostoru uZsi
grupa °Gy), charakterisovand konstantou », s invar. dtvarem
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tymz jako ®G,. Na kazdé invar. roving mdme pii ®G,e svazek
! kiivek jednotlivé invariantnich, dudlné v kazdém svazku
stiedu na » svazek oo!' ploch kuzelovych' téze vlastnosti. Z4-
kladni ¢G, obsahuje oo! subgrup ¢Gi).

7Z uz¥ich grup °G4e téZe konstanty » moZno sestrojiti
mnoho grup Sir§ich, jez jsou uz§imi k &ir§fm grupim, konstru-
ovanym z °G,, majice 0 1 parametr méné neZz tyto. Jest tieba,
by na rovindch invariantnich (aspoti na jedné) existovala néktera
z uziich grup kollineaci rovinnych gi@), 1923, 93, 73w, 9us)
(dudlné aspoii v jednom prost. svazku se stiedem na r»). Tak
nalezneme subgrupy ®Gys a ®Ing, sobédudlni 6GYys), °Gsw)
8 *Iyw, *G's) & °Tsw, G5 8 °Ts, *GYY, 8 °IGY, sd. GGQIW
SGuwy 8 *Lig), °Glup) 2 °Iie, °G'is a °Iys), 8d. 6G"4s),
8Gee) & Iy, 5G'se) 8 °I''se), 6G"'s@) 8 SI''55, *Gory & ®Toen).

Grupa zdkladni G, indukuje na invariantnich rovindch
jdoucich pifmkou s grupy %g, (rovnéz ve svazcich se stiedem
na r); jich parametry jsou a, k. Na invar. roviné o méme oviem
49, s parametrem k£, v bodové fadé na s a ve svazku rovin
0sy r grupu parametru a.

Predpokldddme-li ve vztahu % — s velitinu m konstantni,
vznikaji na invar. rovindch uZsf grupy *¢,e parametru @, v pro-
storu pak uzif '61(2) téhoz prom. parametru, konstanty m; 7G,
rozpadd s€ v oo' takovych subgrup. Na invar. rovindch osy s
existujf svazky po oo! invariantnich kiivkdch, v prest. svazcich
sttedu na r svazky invar. kuzeld.

Uzsf grupy k Rir§im dfive nalezenym dostaneme stejnym
vybérem jako u K°; jsou to "Gag a "Ing), "Gsu 8 "Tiuy "Gz
a *rl3(4), sobé&d. 7G"3(4), ‘764(5) a 7[’4(5}, 7G5(e) a 7175(5).'

ZgKladni 8G, indukuje na kazdé roviné jdouci pfimkou s
a v kaZdém svazku se stfedem na r grupu 2¢,, jejiZz parametry.
jsou tytéz jako grupy 8G,, totiz a, k. Na ¢, a v O, existuje
%9, parametru a, na ¢, a v O, grupa ‘g, s parametrem £.

Vztah & — m® vede opé&t pfi konstantnim » k uz&f grupé
%913y na-kazdé rovin& osy s a v kazdém svazku stfedu na 7,
v prostorn tedy k uz¥ ®G,«); pfi této je na kazdé invar. roviné
oo! invariantnich kfivek, v kazdem mv svazku ! takovfch
ploch KuZelovych. : S
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Uzsi grupy k &ir§im z 8G, sloZenym existuji tehdy, za-
jisténa-li asponi na jedné roviné resp. svazku prost. nékterd
uz§i grupa ze zndmych 2gi1(), 2926), %72) 293y %ysw. Nalezneme
tak grupy ®Gas a %Inw, °Glas 2 STam), Gaw & Slsw, %G
a 81"'3(4), 8Gus) & 8P4(5), 80"4(5) a 8F"4(5), sG's(e) a sF’a(s)-

Pii °G; jest na kazdé invariantni roviné jdouci piimkou
s podtazend 3¢,, rovnéZz v kazdém inv. svazku, jichZz stfedy lezi
na r. Jest tedy pfi *G; na kazdé takové roving (v celku) in-
variantni soustava oo?® kuZelosetek, jez se spolu a pimky s
dotykaji v O,, v kazdém bodé na r pak invariantni systém o3
kuzelovych ploch, které se dotykaji sebe a roviny ¢, v piimce #.

Supponujeme-li na kazdé invar. roviné (mimo g, oviem)
a v invar. svazcich (mimo O,) subgrupy 3g,s , méme v prostoru
%Gy ), k niz patii invariantni systémy oo? kuZelosetek s do-
tykem 2. stupné v invar. rovindch, rovnéz takové systémy ku-
zeld v invar. bodech. Pfi uz§f grupé 3¢, na inv. rovinich
a v inv. bodech existuje v prostoru °G,s se svazky oo! invar.
kuzelosetek a kuZzeld. _

Pri &irsich grupich, sloZzenych z °G,, existuji obdobné
dvoji subgrupy, a sice jak pfi °G, a °I,, tak pii °G, a °I;.

Kollineace K!! tvoii, jak uvedeno, zikladn{ grupu 'G,;
tato indukuje na kazdé roviné, jdouci invar. p¥imkou 7, grupu
°g,, rovndZz v kazdém prost. svazku se stfedem na » grupu °g,,
jejiz parametry jsou nezévislé na parametrech oné grupy limitnich
homologii rovinnych.

1'G, md nékolik subgrup. Piedpokldddme-li na kazdé invar.
roving grupu sice *g,, v kazdém invar. bod& v3ak pouze ‘g,
méme !'Ggy); pFi dudlni 'I3u, jest tomu naopak. Existuje-li
na kazdé invar. roviné grupa °¢g,, rovnéZz v kaZdém inv. svazku
%9, jiného parametru neZ ona, existuje v prostoru 'Ggu . P
supposici koneén&, Ze parametry obou grup ®g, (na inv. rovinich
a v inv. bodech) jsou na sobé z4vislé, dostaneme subgrupu !'G;u).

E) Automorfni grupy kollineaci kuzelosedky, kubické kiivky
pr‘ostorové,.plochy kvadratické a linedrniho komplexu.

27, Grl}pu Gys DHipoust! svazek oo! invariantnich ploch
kuzelovych, jez protinaji jednu rovinu invariantnfho - ctyrsténu -
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ve svazku invariantnich kfivek, majice protilehly vrchol &tyr-
sténu spoletnym vrcholem. Grupa, invariantni plochy i kiivky
charakterisoviny jsou konstantou » nebo s nebo vztahem mezi
r a s, jak bylo uvedeno; pro né&které zvldstni hodnoty téchto
konstant jsou kfivky ty AuZelosecky.

Dejme tomu, Ze grupa !y, je charakterisovdna konstantmm
r; v tomto piipadé existuje svazek invar. ktivek v roviné 0,0,0,.
Jestlize pak » — — 1 nebo ; nebo 2, tvoii kiivky svazek oo?
kuzelosetek, jez se spolu dotykaji ve dvou z bodd O,, 0,, O,
majice dvé strany trojihelnika 0,0,0; za spoletné telny, tieti
za spoletnou tétivu; pro » = — 1 jest spoletnou tétivou 0,0,,
pro r =1 jest to 0,0,, pro »r =2 pak 0,0,. Zvolme jednu
z oo! invar. kuzelosetek tiebas svazku se spoletnymi body 0,
a 0,; grupu Gy, kterou tato kuZelosetka % pripousti, oznaéme
urtitgji 'G%. Jest samozfejmo, Ze L pripousti také uZii grupu
1G,s), kterou nazveme zase G%.

Z obou grup 'G% i 'G% moZno sestrojiti Sir$i grupy, pii
nichZ je zvolend kuZelosetka invariantni. V roviné kuzelosetky
(0,0,0,) miize existovati bud '¢* nebo gt mnebo g% ; irdi
grupy, pfi kterych mdme v 0,0,0, grupu 'g* s invar. troj-
thelnikem, jehoZz dva vrcholy lezi na kuZelosecce, jsou zvldStni
pripady grup &irsich uz difve uvedenych (a to pro » — — 1).
Protilehly vrchol O; invar. é&tyrsténu jednotlivich *G% nebo
1G* mize totiz pfedné zaujmouti oo' poloh na pifmce jdouci
bodem kuZzelosetky nebo na piimce, jez prochdzi pélem kuZelo-
setky (na 0,0, nebo na 0;0,); dle toho nutno liiti grupy
164, G, a grupy 'G%,, 'G%,, jez oboje jsou spec. piipadem
grup 'Gsyy a 'Gayy. VYrchol O; miZe dédle zaujmouti oo® poloh
bud v roving, jez se dotyk4 kuZolosetky (tfebas 0,0,0,) nebo
v roviné, kterd kuZzelosetku protind (0,0,0;); v souhlase s tim
méime zase dva typy grup se 4, resp. 3 parametry, ‘G, a
'GY,), potom 'G%, a 'Gf,. Jsou to zvldstni pifpady grup dfive
nalezenych Gy a 'Gss). Konetné mize vrchol O, nabyti oo®
poloh v prostoru; z 'G%, resp. !'G* sklddajf se tu Sirsi grupy
G}, a "G}, jez jsou spec. pi‘ipady grup Gse a G“G)

Jestlize ddle supponujeme na O, 0,0, grupu g%, obdrzime
v prostoru nové - typy grup, pfi nichZ jest invariantni kuZzelo-
selka a jeden bod na ni (tfebas O,, oviem také tetna ¢ = 0,0,
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v bodé tom ke kfivce). MA4-li bod O; polohu pevnou, vytvo-
inje ! grup 'G%, resp. 'G%, jejichz invariantni ¢tyrstény maji
spoletnou sténu 0,0,0,, body O, a O, a hranu 0,0, (také
oviem O,0,), proto i sténu 0,0,0,, 8ir§i grupy IG{;&) a 'Gy, .
Vrchol O, &tyrsténu jednotlivyech 'G¢ a 'G% miize vSak déle
nabyti oo! poloh na 0;0, nebo o? poloh v 0,0,0, nebo 3
poloh v prostoru; v téchto pifpadech existuji Sir§f grupy ’G{;;;)
a IG’;())’ IG."féz) a ’Gf;2)’ lGﬁ(z) a IG:,':(:)'

Existuje-li v 0,0,0, grupa '¢% s invariantni kuZelosetkou,
miize bod O; miti pouze bud pevnou polohu nebo zaujmouti
?® poloh pro slozky SirSich grup. Mdme tedy 'G};, pfi niz je
invariantni rovina a na nf kuzelosetka, mimo rovinu bod; kazdd
slozka 'G* md 2 vrcholy nékde na kuZelosetce (? voleb),
tietf v pélu jejich spojnice vzhledem k invar. kuzelosetce na
roving, &tvrty v O,. Konetnd existuje nejsirsi grupa 167, DI '
které je invariantni pouze kuZelosetka; invariantni &tyrstén
slozek lze voliti o® zpiisoby (! O,, »' O,, obé na invar.
kuzeloseéce, o3 0,).

Mimo uvedené Cetné grupy kollineaci K*' existuji i grupy
kollineaci jinyeh typd s invariantni kuzelosetkou. Aby totiz
kuzelosetka byla invariantni, musi grupa rovinnych kollineaci
byti bud typu 1. nebo 3. totiz bud !¢,y Cili g%, po piipads
§irdf g%, 1g%) nebo 2gy Cili %¢%. Z typ kollineaci prostorovych
maji na invariantni roving grupu g, (z niz '¢* vznikd) mimo
K*' jesté K* a K® grupu 3¢, (z které vznikd 3¢%) typy K*
K® a K°. Mohou tedy byti grupy kollineaci s invariantni kuZelo-
setkou jesté u typi 2., 6., 4, 5. a 9. VySettime je pofadem
uvedenym.

Pii grupé 2G,s) jest v roving g, = 0,0,0; svazek oo!
invariantnich k¥ivek charakterisovanjch konstantou »; pro r —
— 1 jsou kiivky ty kuzelosetkami se spoletnou tétivou O,0,,
pro »r =1 a r =2 se spoletnou t&tivou O,0; resp. 0,0,.
Zvolime ze svazku jednu kuZzelosetku, grupu pak, kterou pii-
Pousti, nazveme 2G%; kuZelosetka pfipousti oviem také uzif
grupn *Gh,, jiz oznatime °G:. Pfi téchto grupich méime na
0,0,0; grupu 1g%. Obou grup mbZeme liiti dva typy dle toho,
lezi-li bod O, jimZ prochdzi invariantni pfimka p kollinéaci K2,
na invar, kuZelosetce nebo mimo ni, jsa pélem- pHimky 0,0,.
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Sirsf grupy odvodime z ®G% a ®G* docela podobné jako pii
typu K'; mozno viude rozezndvati dva pfipady dle polohy bodu
O,, nejsirdi grupy maji 4 resp. 3 parametry, viechny jich kolli-
neace maji spoleny pouze invar. trojibelnik 0,0,0,. U grup
téchto jest na 0,0,0, grupa '¢%. Supponujeme-li na roviné o,
§irdf grupu g%, nalezneme pfislu$né grupy v prostoru v pripadé,
kdy O, 0, je tetnou kuzeloselky (grupa s 5 resp. 4 parametry)
a v piipadé, kdy O, O, je tetnou, bod O; na kuZelosetce, piimka
p mé polohu pevnou (grupa s 3 resp. 2 parametry).

Pii uz8i grupd Gy, kollineaci K° existuji ve vSech invar.
rovindch svazky invariantnich kfivek, charakterisovanych kon-
stantnim r; v pipadech r = — 1, 1, 2 jsou kfivky ty opét
kuZzelosetky. Na invar. rovindch mdme tedy 'g*, v prostorn °G*;
této grupy lze lifiti dva typy dle toho, prochézeji-li invar.
kuzelosetky body O, a O, nebo bodem O, a bodem na ose r.
Sirsi grupy, pii kterych je zvolend kuzelosetka invariantni, na-
lezneme tymZ postupem jako u K' a K2 Na roviné invar.
kuzelosetky miize byti totiz bud !¢g* nebo 1g%. V prvém piipadé
vznikaji mimo G* grupy o 2 a 3 parametrech dle toho, tvoii-li
o8y r svazek oo! nebo oo? paprskii; stied svazku toho mize
byti bud na kuZelosetce nebo leZeti mimo ni, rovina svazku
miZe byti v prvém piipadé setnou nebo tetnou kuZzelosetky.
I méme celkem grupy °G*%, ¢G%, °G%, °G%, SG%', °G%, °G*'; jsou
to spec. piipady grup diive nalezenych. Je-li na roviné kuZelo-
setky '¢%¥, muZe invariantni tetna byti bud pifmkou s nebo
invariantni bod je bodem osy r; v prvém pifpadé existuje grupa
6Gt, v druhém °G%".

U kollineacf typu K* existuje pti nékterych grupdch svazek
invariantnich kuZelosetek v roviné o,; tyto kuZelosetky maji
dotyk 3. stupné v bodé O, a spoletnou tetnu Py, ha roviné té
existuje 3gis ¢Gili g%, Pokud kollineace u nékteré grupy kolli-
neaci K* maji spoletnou invariantni ¢,, na ni O, a p,, existuje
zminénd 3g* a grupa takovd m4 ‘nejen jednu, nybri cely svazek
invariantnich kuZeloselek. Sem patif grupy 4Giw a *G’'y), uzsi
k zdkladni *G,, jez bychom mohli tedy oznalit *G* a 4G%; ddle
grupy *6% a *G%, pfi nichz je invariantni také: ptimka 0,0,,
grupy ‘G% a *G%, jez maji mimo o,, O,, p, invariantni jesté
rovinu g5, konetné grupy “G% a G}, pii kterfch je pouze o,
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a nani O,, p, invariantni. Poslednich est grup jsou uzif grupy
ke grupdm diive nalezenym 4@G,, *G, a *G,.

Pii nejuzii grupé kollineaci typu K°®, totiz pii °Gie), mime
v invar. roviné grupu %g% se svazkem invariantnich kuZelosetek;
grupu tu lze tedy oznaliti °G%. AvSak jedté pii tfech jinych
grupdch kollineaci K® mdme v invar. roviné 3g%, totiz pii ®Gyg,
5Ty a °Iie; veinvar. bodé kollineacf t&chto grup existuje totiz
bud 3g1s nebo 3gys, nebo 3¢g;. Grupy ty miZeme nazvati °G%,
resp. °GE, °G%,

7 grup kollineaci K° vykazuje v invar. roviné grupu 3¢%
piedeviim °Ga, uzii k zdkladni °G,; oznalime ji °G*. Daile .
grupy uZii ku °Iy a °I; s poltem parameiri o 2 mensim, tedy
°G% a °Gt; pifmky » invariantnich bodd, piisluiné k jednotlivim
YGh@), sklddajicim uvedené grupy, tvofi tu svazek oo! resp. oc?
paprskd.

Viechny zde uvedené grupy typi K%, K*® a K° byly uz
pii stanoveni uz$ich grup jednotlivych typi vytéeny. Konetné
miZzeme ke grupdm s invariantni kuZelosetkou potitati také né-
které grupy kollineaci K¢ a K'3. Pii kollineaci K2 i K3 jsou
invariantni v8echny body v osové roving, tedy i viechny kiivky .
v nf leZici; pokud tato rovina je spoletnou rovinou homologii
grupy, lze Citati grupu takovou ke grupim zde vySetfovanym.
Patii sem tedy grupy *G,, ?G,, *G,, 12G,, 1¥G,y, @G, *QG,,
nikoli ovem jich duélni.

Nékolik grup, pfi nichz existuje invariantni kuZelosetka,
hude jesté uvedeno. '

28. Grupy prostorové kiivky 3. stupné. Pii 'G @ existuji
systémy o' invariantnich kiivek rovinnych v sténdch invar.
{tyrsténu, svazky oo! invariantnich ploch kuZelovych ve vrcholech
Ctyrsténu, konelné svazky invar. ploch pfimkovych se spole¢-
nymi prot&jifmi hranami &tyrsténu; invariantni plochy protinaji
se v soustavé oo? invariantnich kfivek prostorovych, prochdze-
jicich vzdy dvéma vrcholy &tyrsténu. VSechny tyto systémy
invar. dtvard charakterisovdny jsou jako pislu$nd grupa kon-
stantami » & s, jez se objevuji ve vztazich parametri z4kladnf
grupy '@, totiz v relacich %, = %7, k; == k3. Pro nékteré hod-
noty konstant r a s jsou invariantni rovinné kiivky kuzelo-
selky; na pf. v roviné 0,0,0, .existuji svazky invar. kuZelo- -

26*



404

setek pro s=—1, 2, 3, v roviné 0,0;0, pro r = — s,
r=2s, r:%. Spolu jsou v téchto piipadech invariantni

svazky kuZeld 2. stupné se spole¢nym vrcholem v O,, resp. O,.
Kdy jsou soutasnd v obou uvedenych rovindch svazky invari-
antnich kuZelosetek ? .

V roviné 0,0,0, jest na pi. pro s = — 1 svazek invar,
kuzelosetek, jez se vespolek dotykaji v bodech O, a O,, majice
0,0; za spoletnou tétivu; v roviné 0,0,0, existuje zdrovei
svazek kuZeloselek se spoletnou tétivou 0,0, jestlize r = — s,
tedy » = 1; i redukuje se, jak patrno, v tomto piipadd Gys,
na %G s osou 0,0, invariantnich bodi a osou 0,0, inva-

riantnich fovill. Jestlize plati » = S mdme v 0,030, svazek

2’
" kuZzeloselek se spoletnou tétivou 0;0,, proto pro s = — 1 a
r = — } existuji v obou rovinich uvaZovanych svazky inv.

kuZzelosetek; prisluiné svazky inv. kuZeld 2. stupné protinaji
se v oo? invar. kiivkich 4. stupné. Jestlize konetné plati

= 2s, jest v 0,0;0, svazek kuZeloselek se spoletnou tétivou
0,0,, i mdme v pifjpadé s = — 1, r = —2 v rovindch O, 0,0,
a 0,0,0, svazky oo! invar. kuZeloselek, jimz pifslu§né svazky
inv. kuzeld 2. stupnd s vrcholy v O,, resp. v O, dotykaji se
podél spgletné piimky O,0,; prisek obou svazki kuzeli téch
rozpad4 se tedy v pifmku 0,0, a ® prostorovych kfivek,
jez jsou ndsledkem toho jen 3. stupné. Podobné jsou vysledky
v piipadd s = 2 a s = 1; existuje jeSté jeden systém oo? in-
variantnich kfivek 3. stupné se spoletnymi body O, a O, ato
pro hodnoty s =3 a r = — 3.

" Mimo uvedené dva systémy se spoleénou set¢nou O, O2 na-
lezneme ke kaZdé z ostatnich 5 hran invar. Ctyrsténu dvé sou-
_stavy po oo? invar. prostorovych kfivkich 3. stupng, celkem
tedy 12 systémid. P hrand 0,0, existuji tyto soustavy, jak na-

lezeno, pro r = —2, s= — 1 a pro r =— 1, s—1; pii hrané
0,0, pro r=—1, s=—2 a pro r =1, s=—1; pi
. 0,0, pro r=4, s=japror=3 s=4%; pii 0,0, pro
r=2, s=—1 a pro r_ 1, s=2; pti 0,0, pro r =3,

s=2 apro r=4% s=1; koneéné pii 0304 pro r =2, s.._3
a_pro r_,,s—" . . ;
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Tychz vysledkii dojdeme, poklddajice kiivku 3. st. za fez

tii projektivné pfifazenych svazki rovinnych; osami svazkd

zvolime 3 hrany inmv. étyrsténu, dvojpoméry transformaci ve

svazcich musi byti sobé rovny, tak oviem, aby korrespondujici

roviny nekoincidovaly. Na pf. inv. kubika vznikd, plati-li ve
svazefch s osami O, 0,, 0,0,, 0,0, vztahy

by =kii=Fk . k7' Hlis=—1=1—r,

odkudz »r = 2, s = — 1; a dudlné. *)

Zvolme pro daldi dvahu jednu kubickou kiivku tfebas ze
systému, jenz vznikd prasekem dvou svazkd kuZeld 2. stupné
o vrcholech O, a 0,, které se dotykaji vespolek podél hran
0,0, a 0,0,, resp. 0,0, a 0,0,. Ze vzniku kfivky vysvitd,
ze hrana 0,0, je setnou .invariantni kubické krivky, spojujici
jeji body O, a O,, hrany 0,0, a 0,0, jsou tetnami kiivky
v bodé O,, resp. O,, roviny 0,0,0, a 0,0,0, jsou rovinami
oskulaénimi; i tvoif 0,0,0,0, t. zv. oskulaini ¢tyrstén kiivky
kubické. Grupu 'Gya, pii niZz (zde pro r = — 2, s = — 1)
je kubika invariantni, nazveme pfiméfenéji 'GS.

Dejme tomu, Ze jest pouze jeden bod na invariantni kiivce
kubické samodruZny, tfebas O, ; protoZe jest kiivka sama (v celku)-
invariantni, jest invariantni také tetna jeji 0,0, v bodé tom
a oskula¢ni rovina 0,0,0,. Dvé kollineace K2, . pii nichz je
invariantni kubika a jeden jeji bod, maji za produkt kollineaci
téze vlastnosti; obé kollineace indukuji totiz v bodové fadé na
kiivee proj. transformace se spoletnym jednim bodem samo-
druznym, jichz produkt je opét takova transformace, jeii druhy
samodruzny bod je bodem, ktery spolu s O, a invar. te¢nami
i oskulatnimi rovinami urtuje invariantnf étyrstén vysledné kol-
lineace. Tak vznikd z o' grup 'G¢ grupa = kollineaci pro-

*) Je snadno na zékladé predeslého dokizati, Ze dvojpomnéry proj.
transformaci na tiech hranéch inv. élyrsténu z bodu inv. kubiky vychéze-
jicich (z nichz prvni je le¢nou, tfeti bisekantou kiivky) jsou v poméru
D212 13 Rovnéi vétu, Ze teény systému co? invariantnich kfivek 3. stupng

patfi tetraedrilnimu komplexu, jehoz dvojpomér (M'N‘PIQ!) = i—, kdyZ ozna-

¢ime pismeny M‘, N‘, P‘, Q' priseciky teény se stenami t!tyrsténu,~ lezicimi
‘proti vrcholim #, N, P, Q, a zvolime-li M, N za inv. body ktivky, MP,
NQ pak za invar. tetny. ) -
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storové kiivky kubické 'G, pii niz je invar. kiivka 8. stupné
a jeden bod na ni.

Viechny kollineace, pii kterych je prostorovd kubika in-

variantnf, tvofi v poltu =? grupu 'G. Tato je sloZena z oo?
grup 'G%; samodruzné body jednotlivich 'GS na kiivee jsou
samodruznymi body sloZek tiiparametrové grupy proj. trans-
formacf, kterou 'G% v bodové fadé na kfivce indukuje; z exi-
stence této plyne existence oné. Jest to nejsir$i grupa kollineac,
kterou kiivka kubickd pfipousti; jednotlivé kollineace této vlast-
nosti jsou urleny volbou oskulainfho ¢tyrsténu jako invariantnfho
&tyrsténu kollineace (oo?® voleb boddt O, a O,) a volbou jedné
dvojice korrespondujicich hodd (co! zpiisobii) na kiivce,
) Pri grupdch. které piipousti kubickd k¥ivka prostorovs,
jest invariantnf také utvar dudlni, rozvinutelni jeji plocha
4. stupné 3. tiidy; tato protind invariantni oskula¢ni roviny
v invariantnich kuZelosetkdch. P¥i 'G¢ jest oviem oo? rozvinu-
telnych ploch invariantnich; jsou vytvofeny spoleénymi rovinami
tetnymi dvou svazkd invar. kuZelosetek ve dvou sténdch inv.
Ctyrsténu. -

Projektivni transformace bodové fady na invariantni kiivce
3. stupné miiZze byti také typu [(00)]; p¥isluind kollineace pro-
storovd jest K° Pri grupé °Gie jest invariantnich oo® prosto-
rovych kubik na oc! invariantnich kuZelich, kfivky ty maji
spoletny bod O,, spoletnou tenu v invar. piimce, spoleénou
oskulaéni rovinu g,; rozvinutelné plochy jejich protinaji o, ve
svazku invar. kuZelosetek s dotykem 3. stupné. Grupu tuto mi-
Zeme oznaliti °GS.

* P .grupé 'G je invariantni také kuZelosetka, v niz inv.
rozvinutelnd plocha kubiky protind oskulatni rovinu kfivky
v bod& invariantnim; na kuZeloseice je oviem také invar. zmi-
nény bod a tefna v ném.

g 29, Grupy, které ptipousti (nedegerovand) plocha 2. stupné.
Bylo uvedeno, %e subgrupy 'G'si a 'Ghe zdkladni grupy G,
kollinéacf typu XK' maji svazek oo! invariantnich ploch . ptim-
kqvich, opirajicich se o dvé mimohéZné hrany. invar. tyrsténu.

Podminkou zde jest, aby bud 1 : 4

1l—s
nebo . "nebo r — s

bylo'konstantni (= #); ekisf;uji pak na mimob&Znych hranich
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(0,04 a 0,0,, 0,0, a 0,0,, 0,0, a 0,0,) jednoparametrové
grupy proj. transformaci parametru %, a &; resp. %k, a kj resp.
ky a k. :

Jestlize ve zvl4tnim piipadé jest = — —+ 1, jsou inva-
riantni p¥imkové plochy plochami 2. stupnd; mnebof kazdé dva
body sob& v kollineaci prifazené tvoii tu s obéma body inva-
riantnimi na obou mimobézkdch Etvefinu téhoZ dvojpoméru, spoj-
nice projektivnich ¥ad bodovych na téchto piimkdch tvoii jednu
soustavu vytvofujicich pfimek kvadratické plochy. Kazdd inva-
riantni plocha je stanovena volbou jednoho z oo! bodd na jedné
z mimobézek, jejz spojime s libovolnym na druhé; tato spojnice
spolu s dvéma spojnicemi invariantnich bodi piredstavuje t¥i
piimky vytvofujici téze soustavy. Uvedend podminka redukuje
se na pi. v piipadé Fidicich piimek 0,0, a 0;0, na tvar
%y = kyk; nebo ky = k,k,; v prvnim piipadé lezi také hrany
0,0, a 0,0, na plofe, v druhém 0,0, a 0,0,. Jestlize ko-
nené plati k, = k,k,, lezi hrany C&tyrihelnika 0,030,0, na
ploSe; zbyvajici dvojice hran je v kazdém ze tif moZnych pii-
padl dvojici reciprokych poldr.

Zvolme z ploch svazku jednu k dal§im tdvahdm; tato pti-
pousti tedy grupu 'Gys), jiZ nazveme !G¢, potom grupu Gy,
které ddme urCit&jSi oznateni 'G¢. Hledejme 8irsi grupy, sloZené
bud z 'G¢ nebo z 'G¢, pii nichZ je zvolend plocha 2. stupng
invariantni.

Invariantni plocha kvadratickd obsahuje pii 'G¢ i pii 'G¢
¢tyfi bhrany invariantnfho Ctyrsténu, jeZ tvoil prostorovy ttyr-
thelnik; jestlize na pi. hrany 0,0, a 0,0, patii plofe a jest

l__s__l' =1, pak plati také 1—s_ 1 a hrany 0,0;, 0,0, lezi

rovnéz na plose. Prvni dvojice pfimek, strutnéji a,, a,, patif
jedné soustavé, druhd b,, b, druhé soustavé piimek vytvorujicich.
Jsou-li pouze a,, a,, b, invariantni, &, v8ak nabyvd oo! poloh
v fad® b, tvoff co' piisluSnych grup !G4 Rirsi grupu kollineac,
Pfi nichz je plocha 2. stupné invariantni; oznatfme ji G, .
Grupy !G4 v témz poftu vytvofuji za stejnych okolnosti grupu
162, . JestliZe jsou invariantni pfimky a,, b,, tedy jedna z kazdé

21)°

fady, druhd v3ak (a, & b) jest pti kazdé sloZce jind v piislusné
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fadé, vznikd z oo® grup 'GY Sir¥f 'GY,, z oo® grup 'GY zase
6¢,,; DPIi obou jest invariantni plocha 2. stupné a na ni dvé
ptimky se protinajici.

Supponujeme-li dvé piimky z téZe soustavy, tedy mimo-
b&Zné «,, a, invariantni, opisuji b,, 0, druhou fadu vytvoiujicich
ptimek, z grup *G¢ vznikd tu 'GZ,,. Avéak z grup 'G¢ nevznika

uZz §irdf grupa, ponévadz pifi 'GY? jsou na rozdil od !'GY para-
metry na protinajicich se prxmkach invariantnich na pf. 0,0, =a«,
a 0,0, = b, na sobé zdvislé a neni-li na kazdé aspoii Jeden
invariantni bod spoleény pii dvou zvolenych kollineacich, neni
zajisténo, Ze pii produktu kollineaci téch existuje tdz zdvislost.
Dvé kollineace, pii nichz je plocha 2. st. invariantni a jichz
invar. prostorové Ctyruhelniky maji jednu stranu (a,) spole¢nou,
maji produktem kollineaci téchZze vlastnosti; viechny kollineace
toho drubu vytvoruji 'Gf,, sloZenou z oo? grup 'GY. Konetné
viechny automorfni kollineace plochy kvadratické tvoii nejsirsi
grupu 'GZ,, ; jest slozena z oo* gtup 'GY, jichZ prostorové ltyr-
dhelniky invariantni lze zvoliti «o* zpiisoby na invariantni ploge,
kazdou stranu totiz oo! zplisoby v jedné z obou fad vytvoiujicich
piimek (nebo ze dvou vrcholi kaZdy o? zpisoby).

Celkem ptipousti plocha 2. stupné 9 grup kollineaci K2,
z nichz 6 sloZeno jest z grup dvouparametrovych, 3 sklddaji se
z grup o 1 parametru.

30. U kollineaci typu K*® md zdkladni grupa 3G, dvé sub-
grupy, totiz 3Gys a *Gyg, pii kterych existuje svazek !
invariantnich ploch 2. stupng. 3G’ss je totiZ definovdna vztahem
b = na s konstantnim » mezi parametry grupy zdkladni, pii
3G, plati nad to jesté jiny vztah (X = m*). Invariantni piimky
mimob&Zné r a 5 (pojimané jako osy fad bodovych) lze co? zplisoby
uémm #idicimi pfimkami pfimkové soustavy 2. stupné ; ptitadfme-li
totiz ,)eden z ‘! bodi na jedné z mich. k uréitému na druhé,
jest spojnici jich ve spojeni se spojnici OO’ invariantnich bodi
a_se spojnici obou bodd, ve které. body prve zminé&né na r a s
se transformuji né&kterou: kollineacf, urfena jedna invar. plocha.
2..stupné. Z invariantnfho dtvaru grupy ®G, patii tedy pimky

reas jedné soustavé, piimka ¢ — 00’ druhé soustavé piimek

vytvoﬁuicich
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Z uvedenych grup o 1 a 2 parametrech, jeZ struénéji
oznatime 3G% a 3G?, mozno sloziti nékteré firdf. Supponujeme-li,
Ze piimky » a ¢ jsou spoleiny grup&m pii nichZ je tdz plocha

2. stupné invariantni, vznikd z oo! grup *Ge &ird 3G2,, z <!

3(2)7
grup °G? grupa °G¢,, obé s invar. plochou 2. st. a dvéma
protinajicimi se invar. pfimkami na ni. JestliZe pouze pfimka ¢
jest spole¢na invariantnim dtvarim dvou automorfnich kollineaci
plochy 2. stupné, jest tato piimka také &dsti invar. dtvaru jich
produktu; tento produkt jest vSak kollineaci téZe povahy jako
slozky pouze tehdy, plati-li o parametrech jejich pouze vztah
= na (a nikoli také druhj % = me). To znamend, %e z <=2
grup 3GY% vznikd ir$i grupa 364(2), pii které je invar. plocha
2. st. a piimka na ni.
Pii kterych jesté typech kollineaci existuji kontin. 01upy
s invar. plochou 2. st.? Z typu A?! dostaneme typ K°¢ na pi.
pro k3 = 1, t. j. pro s=0; v tomto pifipadé jest piimka
0,0, = s osou invariantnich rovin, 0;0, == r osou invar. bodi.
Jestlize do podminek u K?' uvedenych

(l—rzj-_'l, l_szj-__l, r—s=—=-=+ 1)
S r

vlozime s = 0, obdrz{ime v prvnim piipadé » = 1, v drubém
a ttetim » — —+ 1. Supponujeme-li tedy, Ze pfimky 0,0, a 0,0,
patii pii uvaZované kollineaci invariantni ploSe 2. st., jest vedle
r také s osou invariantnich bodid (parametr jeji transformace
jetotiz &, .k =k, k7 =k, . k7*=1), {ili kollineace je typu K*°.
Supponujeme-li viak, Ze invariantni prostorovy ¢tyrihelnfk, lezici
na invar. ploSe, jest 0,40,D, jsa tvofen spojnicemi bodd O,
a 0, s dvéma body 4, B na ose » (0,0, a » jsou tedy jeho
diagondly), jsou invar. kiivky na rovinich vedenych osou s kuzelo-
seCkami, kuZelové plochy invariantni s vrcholy na r pak kuZeli
2. stupné. Pii této kollineaci K® jest tedy jediny proménlivy
parametr %, nebot k, =%7?; invar. kuZelosetky zminé&né dotykaji
se v bodech O, a O, pﬁmek spojujicich prisek jich roviny
§ osou r 4 body O, resp, O,, a lezi na invariantnich plochdch
2. stupné. Ke kazdé dvojici zvolenych bodd A, B patii svazek
oo?! ploch 2. st., celkem tedy p¥i kollineaci X® jest invariantni:
soustava w3 ploch ‘kvadratickych. .
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Plocha 2. st. jest dle piede§lého invariantni pfi kollineacich
grupy ®Gie pro r == — 1; nazveme ji °GZ. Grupa tato jevi se
Jjako zvldStnf pifpad grupy !G4, a to pro s = 0. Obdobné ke
grupdim 'G2, a 'G{, nalezneme zde Sirsi grupy' °G{, a °Gg,-
Jestlize totiz piimky vytvofujici 0,4, 40,, 0,B - ztstivaji
pevnymi, osy s pak opisuji svazek paprskovj* sttedu O, Vv ro-
viné 0,0,4; osy » svazek stfedu 4 v roviné A0,B, tvoif pii-
sludné kollineace v poétu oo? grupu ¢G¢ 2y SloZenou z oo grup
5G9, Jestlize konetng zlstdvaji spoletnymi pfimkami invariant-
nimi pouze 0,4 a AO0,, tedy jedna z kazdé soustavy, vznikd
G2, sloiena z ? grup °GY¢; osy s jednotlivych téchto slozek
vypliuji rovinu O,40,, osy r pak prostorovy svazek stiedu A.

Pii ¢G¢ tvoti osy s a r dvojici reciprokych poldr vzhledem
k invariantni plofe 2. stupné; ke kaZdému bodu na r patii po-
larni rovina jdouci osou s. Zvolme urtity pél P na » a pif-
sluSnou rovinu poldrni »; na = existuje pii °GY grupa 'gi@
s konstantou r = — 1 ¢&ili grupa g}, s invariantni kuZelo-
setkou a dvéma body na ni (O, a O,). P¥i pevném P a = lze
z uvazovanych °¢G¢ sloziti dalsi dvé S&irf grupy, a to dvou-
parametrovou %GY,, a tifparametrovou %G, ; stati roziifiti grupu
'g%s, D& rovingé = na grupy 92(3; a g% Grupy °GY totiz, jichz
osy s tvoif svazek stiedu O, na =, osy r pak svazek stiredu
P na roving tetné k invariantni plofe v bod& O,, sklddaji
v poitu oo! grupu °GY,; na = existuje zde 'gk,. Roziffime-li
grupu rovinnffch kollmeaci pii které je invar. kuZelosetka na
«, na !g% obdrzime v prostoru "Gy sloZzenou z oo? grup
jednoparametrovyeh, jichz osy s vypliuji rovinu =, osy » pak
prost. svazek P.

Pii grupédch "Gg;,) °GY,, jest invariantni kuzelosetka na
roving =z; jest tedy tyto grupy zafaditi mezi automorfni grupy
kuzelosetky, na niZz existuje bud jeden nebo zddny bod, inva-
riantni pfi vSech kollineacich grupy.

Pfi kollineacich K, jez tvok -zdkladni grupu ‘°(7 ., exi-
stuje, jak bylo uvedeno, linedrnf kongruence invariantnich piimek
s Hdiefmi pfimkami » a s. Tremi pHmkami této kongruence
“urlena je plocha 2. stupnd, pii °G, (!°G¢) invariantn{ tim
zpisobem, Zze vSechny vytvofujici pifmky jedné soustavy jsou
jednotlivé samodruzné, z drubhé soustavy pak jsou dvé pHmky
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(r a s) invariantni ve vSech svych bodech. Takovych ploch
2. st. jest oo?® invariantnich pii dané °G,, jezto projektivnost
obou iad bodovych (na # a s) jest stanovena tfemi dvojicemi
pfifazenych bodi (nebo ponévadz v lin. kongruenci inv. piimek
lze kazdou ze 3 pifmek zvoliti oo? zpisoby a patii do fady
! vytvofujicich pitimek); kazd4 invar. plocha je ostatné ur¢ena
osami 7, s a lib. paprskem (oo*—1), jemuZz piifazeny musi na
ni také leZeti. Dvé kollineace K1°, jichz r jest tdZ, s viak jsou
rizné piimky téZe soustavy plosnych pfimek na invariantni
plose 2. st., maji za produkt opét kollineaci K'Y s touze piimkou
7, jejiz s je zase pfimka této soustavy; tvoii tedy oo? kollineaci
K0 téze r invar. bodd ¢ili oo! grup 1°G? uvedené vlastnosti
§irsi grupu '°Ge. Konetné oo kollineaci, jichz ob& osy » i s
nabyvaji kazdd o' poloh v téZe soustavé piimek plodnych, skld-
daji grupu '°G§, pii niZ jest invariantni plocha 2. st., na ni
pak vSechny pifimky jedné soustavy; piimky druhé soustavy jsou
po dvou osami kollineaci jednotlivich °G9, jez v poitu «? vy-
tvofuji 1°GY. '

Z partikuldrnich typd, piislusnych ku K¢ a K, vytvoruji
kontin. grupy kollineaci, p¥i nichZ je plocha 2, st. invariantni,
kollineace K a K'. Byla odvozena grupa °Gsq), k niZ patii
svazek invar. kuZelosetek v kazdé invar. roviné jdouci ptimkou
s a svazek invar. kuZeld 2. stupné v kazdém bodé na r; pii
této grupé, kterou zde oznatime °G¢, jest invariantni soustava
o ploch 2. st., které maji spoletnou tefnou rovinu (s, 7).
Pifmky » a s nepatii inv. ploSe, jsouce viak reciprokymi pold-
rami vzhledem k nfi, oddéluji harmonicky obé primky vytvoiu-
jici, ve kterych tec¢nd rovina jimi uréend protind plochu inva-
riantni. Zvolend invar. plocha 2. stupné pfipousti viak také oo?
kollineacf K®, jichZ osy » a s tvoii svazky téhoz st¥edu (r, s)
a téze roviny, jez je tetnou rovinou plochy; kazdd dvojice os.
r a s predstavuje s obéma vytvoiujicimi pifmkami plochy té
harmonickou ¢tvefinu. Kollineace tyto vytvofuji °Gg s invar.
plochou 2. stupn® a dvéma plosnymi piimkami na ni, jednou
z kazdé soustavy. "

Konetné k jednoparametrové grupé '*Gyu), svého asu od-
vozené, patif systém oo® invariantnich . ploch 2. st. Pr kolli-
neacich K'! jsou invariantni v8echny paprsky specidlni linedrnf
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kongruence s osou r; v kazdé roving jdouci osou r kollineaci
téchto existuje svazek invariantnich paprskid, s riznymi stiedy
pro rizné roviny. Kazdd takovd invar. rovina md s invar.
plochou 2. st. spoletné 2 ploSné pfimky, a to osu » a jednu
piimku ze svazku invariantnich paprskii této roviny; tfemi pa-
prsky v uvedenych svazcich (nebo v uv. kongruenci) zvolenymi
jest plocha uréena. Grupu tuto v souhlase s ostatnimi nazveme
11G¢; jsou pii nf invar. viechny paprsky jedné fady piimek
plosnych a jeden paprsek z druhé fady (osa 7).

31. Shledali jsme, Ze ke grupé G’y patii svazek inva-

riantnich ploch 2. stupné, splnéna-li na pi. podminka Lfg =+1;

v piipadé tom md svazek invar. ploch spoletné dvé invar. plosné
piimky jednoho systému 0,0, a 0,0,, také vSak dvé vytvo-
fujici piimky druhé soustavy, a to, zvolime-li 1 — s = — 7,
ptimky 0,0, a 0,0,, nebot plati » — s — ~— 1; naproti tomu
nepatti Zddné invar. plode 2. st. pfimky 0,0, a 0,0,, jsouce
reciprokymi poldrami vzhledem k plochdm svazku.

Pfi uvedené grupé kollineaci 'G'¢ jest invariantni dile
svazek limedrnich komplexd primek s reciprokymi poldrami
0,0, a 0,0,; ke kazdé invar. plose 2. stupné piislusi 2 li-
nedrni komplexy invariantni. Nebof pii !G'¢ jest (v celku) in-
variantni linedrnf kongruence pifmek s ¥idicimi pfimkami O, O,
a 0,0,; tato urtuje spolu s jednou vytvotujici piimkou invar.
plochy 2. stupné, patfici tfebas do soustavy, k niz ndlezi 0,0,
a 0,0,, linedrnf komplex. Kollineaci grupy 'G¢ pfechdzi zvolend
piimka v jinou pfimku téZe soustavy (kazd4 z obou soustav
ploinych pfimek invariantni plochy 2. stupné je v celku inva-
riantnf); avSak komplex linedrni obsahuje celou uvaZovanou
fadu plofnych piimek, jeito obsahuje jeji paprsky O,0,, 0,0,
pati‘ici do dotéené kongruence, a zvolenou piimku. Jest proto
tento lin. komplex v celku invariantni. Linedrnf kongruence
fdicich pifmek 0,0, a 0,0, spolu s paprskem druhé soustavy,
ku které nilezf 01 0,a 0, 03, urtuje druhy invariantni komplex.
V soublase s ! inv. ploch 2. stupné mdme svazek co! line-
drnich komplexd, invariantnich p¥i 'Go.

Podobné svazek lin. komplexi s reciprokymi poldrami O, O;
a 0,0, jest invariantni (ve v3ech svych Clenech) pfi supposici
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r—s=1, svazek s reciprokymi polirami.0O,0, a 0,0, pii
podmince » 4 s = 1. Podminky uvedené lze také psdti v prvnim
piipad$ (rec. poliry 0,0, a 0,0,) I, = k,k,, v druhém F, = k,k,,
v tietim &, = k,k;.

Zvolme jeden invariantni komplex linedrni ze svazku
(tfebas prvniho), pfisluSnou grupu *G'7, kterou pfipousti, oznatme
nyni ’Gg, je charakterisovdna vztahem s — r = 1. Pii této
grupé jsou tedy jednotlivé invariantni 4 piimky komplexu, tvo-
fici prostorovy Ctyrihelnik, a dvé reciproké poldry vzhledem
ke komplexu, totiz 0,0, a 0;0,. Jest patrno, Ze zvoleny line-
drni komplex je invariantni také p¥i uZzii grupé G’ s promén-
livym parametrem %,, jestlize » je libovolnd konstanta, s pak
=14 '

Linedrni komplex piipousti mnohé Sir§i grupy, sloZené
z 'GY a 'G’; vezméme piedné za zdklad invariantni reciproké
poldry, nepatiici komplexu. Na kazdé jsou dva invariantni body
0,, O, resp. O,, O,, jez jsou samodruznymi body dvou jedno-
parametrovych grup projektivnich transformaci bodovych ¥ad
na piimkdch téch. Tyto jednoparametrové grupy lze rozsifiti
na grupy s 2 a tfemi parametry. Vznikaji tak z 'G%, tyto auto-
morfni grupy lineirniho komplexu s invariantnimi rec. jeho po-
lirami: 'G},, pFi jejiZ kollineacich jsou invariantni jesté¢ body
0, a 0, na jedné, O, na druhé poldte; 'G,, pfi které jest

na kazdé poldfe jeden bod invariantni, tedy O, a O;; G,

s invariantnimi dvéma body na téZe poldfe, tedy O, a O,;

16, s jednim pouze bodem samodruznym pevnym O,, konetnd
‘Gfm) bez invariantnich bodd. Z grup 'GY lze sestrojiti pouze

§ir§f grupy, jichz kollineace maji na kazdé poldie aspoii jeden
samodruny bod spoletny, pokud totiz existuje na téchto grupa
jednorozmérnych transformaci s 1 nebo 2 parametry; jinak neni
zajisténo, %e produkt dvou kollineaci charakterisovanych kon-
stantami » a s je také charakterisovdn témito veli¢inami.- Tak
dostaneme grupu 'G, s invariantnimi body 0,, O, a O; a ‘Ggm
8 invariantnimi body O, a O;.

Pri 1GY i pii 1G‘l jsou invariantni 4 pifmky komplexu,
tvotici prost. ¢yrahelnik, 0,0,, 0,0,, 0,0,, 0,0,. Grupy G},
JjeZ maji spoletnou &dst tohoto invar. ttvaru, sklddaji 8irsf grupy;
pfi tom- jest miti na mysli, %e s kazdym invariantnfm bodem
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jest zdroveti invar. incidentni rovina, ptifazend bodu tomu invo-
lutorni t. zv. nulovou korrelaci, kterd definuje uvazovany komplex
jako souhrn p¥imek pii ni samodruZnych. Nalezneme tak grupy
s inv. linedrnfin komplexem: 'Gf,, pii které jsou 3 pifmky
komplexu samodruzné (0,0;, 0;0., 0,0,); 'Y, s invariantnimi
dvéma paprsky komplexu 0, 0;, 0,0, a bodem na jednom z nich,
tiebas O,, takze jest pevnd také rovina 0,0,0,; 'G%, s inva-
riantnimi dvéma paprsky, jez se protinaji (0,0, a 0,0,, také
oviem O, a rov. 0,0,0,); G, s invariantnimi dvéma mimo-
béznymi piimkami komplexu 0,0, a 0,0,, md oo* kollineac,
jezto lze voliti bod O, oo! zplisoby (tim urtena i rovina 0,0,0,
a tedy i jeji prisetik O, na druhé inv. pfimee), bod O, cc!
zplisoby (tim urlen i 0,), tedy >* grup 'Gj. Ddle 'Gf, s in-
variantni jedinou piimkou komplexu O, a dvéma body na
ni 0, a O, (s dvéma rovinami inv. 0,0,0, a 0,0,0,); "G,
pii niz je invar. piimka O,0,, incidentni bod ¢, a incid. rovina
0,0,0,; '6L,, s invariantni piimkou;, '6%, s invar. bodem a inci-
dentni rovinou jemu v komplexu piifazenou. Konelné nejsirsi
'6loep pii které jest invariantni pouze linedrni komplex; pocet
parametri plyne odtud, Ze miZeme dvé komplexové piimky
voliti libovolné (kazdou oo® zpisoby mezi oo® piimkami kom-
plexu), na kazdé pak stati voliti jeden bod (oo't' zpisoby),
aby uren byl invar. prost. &tyrdhelnik a tim i invar. &tyrstén
kollineace ; ke kazdému &tyrsténu patif pak G, tedy oo8+3+1+1+2
kollineacf. Nebo 1ze potet ten nalézti takto: cwo? zpisoby volime
ptimku v prostorn mimo komplex, volbou jeji stanovena i jeji
reciprokd polira vzhledem ke komplexu; déle na kazdé z obou
polir 4 body, kazdy oc! zpiisoby; tim urlen inv. &tyrstén, ke
kazdému '@, Nebo zvolime bod (oo® zpilsobi), tim i incid..
rovinu, na této dva body (oo?t?), tim i dvé roviny, na jich
prisetnici bod (w!); k tomu !'GL. ‘
Z grup 'G* sestrojime %ir$f, pokud jest invariantni aspoii
jedna piimka komplexu, incidentni bod a rovina; nebof v tomto-
piipadd existuje na roving g, ¢imZ zajisténa spoletnd kon-
stanta » a oviem i s =7 -+ 1. Vylouten oviem piipad dvoi
mimeobéznych pifmek komplexu. Dostanéme grupy: G, s invar.

21
tremi piimkami, '}, s invar. dvéma pifmkami se protinajicimi
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a jesté bodem na jedné z mnich, 'G}, s invar. dvéma pifmkami
komplexu, G, s invar. piimkou komplexu a dvéma body
incidentnimi, koneéné G‘(,), pfi niz jest invar. piimka, inc. bod
a inc. rovina.

Zvl4stnim piipadem grupy 'GY jest grupa, charakterisovand
(pti nasi volbé » = komnst.,, s=—=r -+ 1) hodnotami » = — 2 nebo
— 1 a tedy hodnotami s = — 1 resp. s = }. Jest to grupa 'G¥,
pfi niZz jsou invariantni v rovindch 0,0,0, a 0,0,0, svazky
kuzelosetek, v prostoru soustava oo? kiivek kubickych se spolet-
nymi body O, a O,; podobné pro »r =2, s=3 a pro r =1,
s = existuje systém «o? invar. kubik se spoletnou tétivou 0,0,.
Pii Sirdfch grupdch této 'G¢, kterou moZno oznaliti 'GY¥, jest
také lin. komplex invariantni; jsou to dle pfedeslého grupa
s 2 a 3 parametry 'GY¥ a 'GY9.

Nejsirsi grupou automorfnich kollineaci specmlniho linedr-
niho komplexu jest grupa !Gy,.

32. Pri grupé %Gy kollineaci K2, kterd obsahuje ty kolli-
neace ze zdkladni °G,, jez vyhovuji podmince r = konst. ve
vztahu &k, = %%, jest pro specidlni hodnotu konstanty » = — 1
invariantni svazek linedrnich komplexi se spoleénymi reciprokymi
polirami 0,0, a p. Na ptimece invariantnf O,0; (podobnd na
0,0,) indukuje totiz grupa *G,; jednorozmérnou grupu proj.
transformaci, a to v iadé bodové parametru %,, ve svazku rovin
s parametrem £,; pi grupé 2Gas a supposici r = — 1 maji
obé grupy tyZz parametr, kazdému bodu lze pfifaditi incidentni
rovinu, jeZ tvofi dvojici sob& piislusnych elementd v nulové
korrelaci; tato korrelace definuje linedrni komplex s invariantnimi
paprsky 0,0, a 0,0,. Dvoupar. grupu 2G,s nazveme p¥imé-
fenéji %G.. Jako pki této 2GY jest také pii uzdi grupé 2G,q),
kde je proménlivjfm parametrem a a plat{ &k, = m°, k, = m—°
s konst. m, invariantni svazek lin. komplexd s reciprokymi po- -
lirami 0,0, a p; tuto grupu oznatime 2@:.

7 grup @ a *G*, sestrojime zase 3ir3{ grupy. PHi *G}, existuje
na poléte p Jeden mvanantni bod O, grupy transformaci [(OO)]
na druhé polate 0,0, dva invar. body grupy transformaci [00]
v invar. roviné 0;0,0, miiZe existovati grupa s 1, 2 nebo 3 para-
metry. V souhlase s druhym .a tfetim pfipadem mé,me v prostoru
grupu %G, pfiniZ je invar. lin. komplex, jeho dvé rec. poldry, .
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na kazdé jeden bod (O, a 0,), a grupu *G), s invar. komplexem,
jeho dvéma poldrami a bodem na jedné z nich (O, na p). Z *G*

; 2@ g i i im i 231
vznikd pouze °G}, s tymZ invariantnim utvarem jako %G}, .

Grupy 2G%, sklddajici %ir8i grupy, mohou v8ak miti také
rizné invar. ree. poldry, za to spoletnou &4st invariantniho
utvaru patficiho do komplexu; tak nalezneme tyto grupy auto-
morfnich kollineaci linedrniho komplexu, slozené z °G} : *Gl,,
s invariantnimi dvéma pfimkami komplexu 0, 0, a 0,0, a druhym
bodem na jedné z nich, tfebas O, (inv. je ovSem také p¥islusnd
rovina O,p); °Gj, s invariantni pfimkou 0,0, a dvéma body
na nf Oy, O; (a s rovinami O,p, ¢3); *Gj,, s invariantnf piimkou
komplexovou 0,0, a bodem na ni O, (s rovinou O,p). Z jedno-
parametrovych ?G% lze konstruovati $ir§i grupy bez spoletnych
invar. rec. poldr obdobné tyto: ®GY.. s tymZ invar. atvarem

2(1)
1 fyat 2n! 1 9 e M 2Nl
Jjako *GY,, *G%, s invar. Gtvarem grupy *Gj,, konetnd *Gj,

4(2)?
obdobné grupé *G},, s invariantni pfimkou komplexovou O, 0;,
bodem na ni O, a rovinou jemu v komplexu korrespondujici

O, p ; na roving této existuje patrné je§t® nzsi grupa %gs, grupy %g,.

Bylo nalezeno, Ze p¥i 3G“ys jest invariantni svazek ploch
2. stupné se spoletnymi pfimkami », s; zdroveii jest invariantni
svazek lin, komplexd, obsahujicf specidlni linedrni kongruenci
8 koincidujicimi fidieimi ptimkami v pi{mce ¢ = O('. Piimka
tato ovSem patfi také ke komplexu. Linedrnf komplex ptipousti
vedle uvazované 3G‘ys, kterou oznatime 3G, téz uzif 3Gy
¢ili 3G%. Nalezneme &irdf grupy slozené z 3G i grupy sloZené
z *GY, a to °G), a °G),, s invar. linedrnim komplexem a spo-
letnymi invar. pfimkami », £ a druhym bodem O‘ na ¢; %G},
a @, s invar. piimkou ¢ a dvéma body na ni O, 0'; °Gj,

a(1) .
a %G, s invar. pHmkami » a ; 3G}, a °G,, s invariantni

pijiml?(;)u r & bodem O na ni (a pfifazenou rovinou).

Pii kollineacich grupy *G &ili °G¢, k nimz patii sou-
stava oo? invariantnich kubik, jsou invariantni také lin. komplexy,
kubikami uréené; lze grupu tu oznaditi tedy °G;. Linedrni komplex
jest ddle invar. pfi oo! takovfch grupdch, jez tvoif °G s in-
variantnim kuZelem, obsahujicim oo! kiivek kubickych, a pfi
%G, sloZené .z o® grup 5G%; pfi posledni grupd jest v celku
invariantnf svazek oo! kuZeldi, na kterjch lezf oo?® kfivek 3. st.



417

Podminkou, aby kollineace K! s invariantnim &tyrsténem
0,0,0,0, a parametry k,, k, =k, k, = k% méla invariantni
linedrni komplex s reciprokymi poldrami 0,0, a 0;0,, a tedy
svazek oo! takovych komplexii byl shleddn vztah 1 =—=s—r
(¢ili %k, = k;). Nejobecnéjsi typus K' piejde v K¢ s osow
inv. bodt 0,0, pro k, = 1, t. j. s = 0; podminka hot¥ejii redu-
kuje se zde na tvar » — — 1. Kollineace K® md invariantn{ lin..
komplex s rec. poldrami » = 0,0,, s= 0, 0,, platf-li o jejich pa-
rametrech %, = %7!; existuje oo! téchto komplexi Takovy kom-
plex obsahuje dva rovinné svazky paprski jednotlivé samo-
druznych, totiz svazky stfedd O,, O, rovin ¢,, resp. g,.

Kdybychom misto poléry volili pfimku komplexu, inva--
riantnfho pf¥i K?, za osu kollineace K, na pf. piimku O,O,,
platilo by %, =1 a proto ndsledkem uv. podminky %, = %,,
coz znalf, %e i pfimka O, O, obsahovala by rovn&z jako 0,0,
identickou transformaci; dostdvdme tedy nikoli K® nybrz K*°

Kollineace grupy G nechdvaji invariantnimi lin. kom-
plexy svazku s rec. polérami » a s; zvolime jeden invariantni
komplex k dal§imu vySetfovdni, jeho grupu pak oznatime °G.
Na s miZe misto grupy s 1 parametrem nastoupiti grupa proj.
transformaci s 2 nebo 3 parametry; lin. komplex ptipoustf dle
toho Sirsi grupy G, a °G:, slozené z °G%, pfi kterjch jsou
invariantnf bud jenom vSechny paprsky jednmoho svazku (stieduw
0, roviny p,) nebo neni paprski komplexovych pfi vSech kol-
lineacich grupy invariantnich; rec. poldry zistdvaji oviem samo-
druznymi. S druhé strany sklddejme G s riznymi poldrami.
Z oot grup 8G%, jez maji spoletné viechny invariantni pfimky
jednoho rovinného svazku v linedrnim komplexu (tfebas O,
V ¢,), z druhého takového svazku jen jednu piimku p, vznikd
GY’; rec. poldry tvoif rovinné svazky, » v roviné g, se stfedem
D na p, s vrovind O,p se stfedem O,, body O, leif pfi
riznych ®GY na piimce p. Maji-li °GY spoletné pouze invar.
piimky jednoho svazku (0,, ¢,), sklddaji bud *G} s invar. ro-
vinou g, obsahujici paprsky komplexu vesmés invariantnf
(stfedu 0,), na jedné z nich jesté invar. bod D, proto i invar.
rovinu incidentnf s bodem tfm a s bodem O,; rec. poldry opi-
sujf rovinné svazky, » v ¢, stfedu D, s v druhé invar. rovind
sttedu O,; nebo konetnd je$ts %iri °G.. Tato obsahuje oo®

27
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grup °G% se spoleénymi paprsky vesmés invariantnimi jednoho
rov. svazku komplexového (O,, 0,); rec. poliry r vypliuji
v pottu o? rovinu g, zminéného svazku, s pak prost svazek
sttedu O,. — VSech kollineacf K° pii nichz je lin. kemplex
invariantni, jest o7 (oo* pfimek s, tim i », % bodi O,, O,,
ke kazdému ttvaru 6G%), netvofi vSak grupu.

Bylo v pfede8lém nalezeno, Ze kollineace K*'° jejiz osy r
a s jsou piimky lin. komplexu, je automorfnf transformaci tohoto
komplexu. PonévadZ jest komplex twplné urlen péti pfimkami,
nutno mimo » a s voliti 3 pfimky; existuje tedy oo? linedrnich
komplexi invariantnich p¥i uréité kollineaci K'°. Pt vSech kolli-
neacich grupy °Q, (*°G%) jsou invariantni lin. komplexy systému
o3 komplexd, jeZz maji obé osy kollineaci spole¢nymi piimkami;
ze jest lin. komplex invariantnf pfi '°GY, patrno i odtud, Ze
komplexovd pfimka protinajici osy » a s je sama invariantni,
komplexovd piimka pak mimobéznd k osdm piechdzi kollineacemi
grupy v paprsky piimkové fady 2. stupné, kterou spolu s osami
urtuje a jez je celd v komplexu obsaZena. Mohou osy kollineace
K byti rec. poldrami invar. komplexu? Aby tomu tak bylo,
jest nutno (volime-li 0,0, a 0,0, inv. &tyrsténu kollineace K?

za o0sy), by %:-: lak =1, tedy dle hoiejéiho musf % =1,

odkudZ plyne, Ze kollineace K'° je identitou nebo involutorni
kollineaci dvojosou; neexistuje proto kontinuitni grupa dvojosych
kollineacf lin. komplexu, kde osy kollineaci by byly rec. pold-
rami vzhledem ke komplexu.

Z grup °G% sestrojime Zir’i. Lin. komplex je pfedn& in-
variantni pfi grupdch 1°G¢ a 1°G¢, difve nalezenych, jeZz jsou
automorfnimi. grupami plochy 2. stupné. Pfi '°GY (*°G;) md
‘komplex invariantni jednu osu kollineacif grupy, druhd osa na-
byvé rizngch poloh v soustavé ploinych p¥fmek 2, st, ku které
ona osa patif; drubd soustava je ve vSech svych ¢&lemech in-
variantni. P 1°G} (1°G%) jsou invariantnf vSechny piimky jedné
fady -vytvofujicich pfimek plochy 2. st., v komplexu obsaZené.
Radu novfeh grup, pi nichz je lin. komplex invariantnf, na-
Jezneme za supposice, Ze jednotlivé 1°G% majf spole¢nou jednu
‘osu (r), druhd pak Ze nabyvd riiznych poloh v komplexu. Jestlize
mimo invariantnf pi{mku » jest invariantnf bod a tfm i rovina
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jemu v komplexu piifazend, m4 druhd osa s o' poloh ve svazku
s invar. bodem jako stfedem v invar. roving; p¥isluins grupa
je G;. Nebo jest mimo » invariantni pifmka komplexovd u,
protinajici osu r; zde jest invariantni priiseéfk obou pifmek a
rovina jich, osy s invariantni pii jednotlivych '°G%, zaujmou
o? poloh v rovindch jdoucich p¥imkou # (v kazdé svazek oo?);
obdrzime tak grupu !°G%. Av3ak mimo » miZze byti invariantni
také p¥imka ji protinajici, jeZ nepatii komplexu; tim jest in-
variantni i jeji reciprokd poldra, protinajici rovnéz r; grupa
jest 1°G%. Nebo kone&né& jest grupdm °G% spole¢nd pouze invar.
ptimka r, osy s nabyvaji oo® poloh v komplexu; vznikd °Gi.
—- Dany komplex je invariantni pfi oo? kollineacich K1° (o3
piimek s, tolikéz pfimek », ke kaZdé dvojici '°GY), jez netvoif
grupu.

Pii MG} je invariantnich o3 komplexii, na kazdém 2
svazky paprski jednotlivé invariantnich; ke kazdé takové dvojici
patii oo! komplexid invar. Zvolime-li jeden komplex k dalsi
Gvaze, shleddme, %e jest invariantnii pfi oo! grupdch 'G.. jei
tvoi{ G s jednim svazkem paprski jednotlivé invariantnich;
kazdd slozka '*G, md druhy svazek takovy se stredem na ose r
a v roving komplexem jemu pfifazené. JestliZe s druhé strany
je invar. pfimka nekomplexovd (protinajici oviem osu r), tedy
i jejf poldra, méme grupu 'G}. Konetné, je-li pouze osa r
invariantni, existuje grupa *'G.

Lin. komplex je invariantni je$t& pii jednom typu kolli-
neaci, totiz p¥i limitnf homologii K*3, Nenf invariantni p¥i homo-
logii obecné K%; nebof nulové body invariantnich rovin homo-
logie lezi — jsouce invariantni — na osové roving, musi proto
prisetfk téchto invar. rovin, totiZz stfed homologie, jenz je
nulovym bodem roviny vyplnéné nulovymi body rovin téch,
leZeti na roving osové. Pii kollineaci K'® jest invariantnich
o3 lin. komplexii; existuje grupa 3G, kterou tyto lin. komplexy
ptipoustdji, tedy !®G:. — Lin. komplex je invariantni pfi oo
kollineacich K3, jez netvoi{ grupu.

Existuje jesté nékolik grup uzsich, piisluSnych k Sir§im
grupdim v odd. II. 3. sestrojenym, rovnéZ nékolik grup auto-
“morfnich kollineaci kuZelosetky a lin. komplexu; jsou obdobny
grupdm g”g, 19’sw) @ g5 (r=— 1) a vyzaduji delsfho rozboru.

27*
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III. Historické poznamky.

A) Klassifikace kollineaci.

33. Klassifikaci (nedegerovanych) kollineaci v rowviné podali
Clebsch a Gordan?), vySetfujice v theorii konnexu 1. stupné
1, tiidy methodami theorie forem zvl4stni pfipady kollineace,
konnexem vyjddiené.

Vsechny typy kollineaci, také degemerovanych, v roviné
i v prostoru vysettil nékolika zpisoby G. Loria %), mimo jiné
geometrickym vykladem dvojice forem bilinedrnich a applikacf
Weierstrassovy véty o vyznamu elementdrnich déliteli piislus-
ného determinantu.

S. Lie3) odvozuje rozborem svého symbolu pro infinitesi-
mélni projektivni transformaci nejprve 8 typi infinit. affinnich
transformaci, potom odtud 5 typid infin. proj. transformaci ¢&ili
5 typl jednoparametrovych proj. grup v roviné, coZ dopliiuje
G. Scheffers geometrickou @ivahou, Ze pouze uvedenych 5 dtvari
sestdvajicich z invariantnich bodd a pimek miZe se pii proj.
transformacich vyskytovati. Kratiim podobnym zplsobem uréil
typy infinit. proj. transformaci v roviné Lie na jiném mist&*).

Synthetikové d&li kollineace pfedev&im na homologické
a nehomologické; pro podrobné roztiidéni lze poklddati kolli-
neaci dvou soumistnfch soustav rovinnych za fez dvou proj.
svazkl prostorovych nekoncentrickych. Korrespondujici paprsky
takovych dvou svazki protinaji se dle véty Seydewitzovy
v kubické kfivee prostorové, stopy této v fezu rovinném jsou
samodruzné body kollineace; mé4-li rovina ona ke kfivce obecnou
polohu, vznikd 1. typus kollineace, dotykd-li se ji v 1. nebo 2.
stupni, vychdzi 2. resp. 3. typus, jestlize pak kubickd kiivka
se rozpadne v kuZelosetku a pHmku ji protinajici, existuje bud
4. nebo 5. typ dle toho, veden-li ¥fez pfimkou nebo pifmkou

1) A. Clebsch u. P. Gordan, Uber biternare Formen mit contragre-
dienten Variabeln, Math. Annalen 1. 1869. pp. 36(—400 (zvl. 390—400).
2) G. Loria, Sulle corrispondenze proieitive fra due piani e fra due
spazii, Giornale di matem. 22, 1884, pp. 1—16.
8) S, Lie-G. Scheffers, Vorlesungen wber continuierliche Gruppen,
1893. pp 56—67. v
’ ¢) Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen III. pp. 81—85.
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a zdrovell teénou kuZeloselky v prisetfku piimky a kuZelosetky.
V zékladé timto zplisobem klassifikuje Reye ®), bliZze Loria.

Jinak, nevybotujice z roviny, obdrzime razné typy kollineaci
volbou vzdjemné polohy dvou kuZelosetek v kollineaci sob& pii-
sludnych, z nichZ prvnf jest vytvofena paprskovymi svazky kor-
respondujicimi stfedd S a S, druhd svazky stfedd S, a §,,
v téZze kollineaci sob& prifazenymi; prisetiky paprski jdoucich
bodem 8, s kuZelosetkami jsou korrespondujicf body, prisetiky
obou kuZeloselek (vyjma S, v piipadé 1.—3.) jsou body samo-
druzné. Tak v podstaté Reye ®), soustavné Newson.

H. B. Newson vychdzi od dvojice dudlnich vét o projek-
tivnim vztahu kiivych Fad resp. svazkd na kuZelosetkdch?):
Dvé kiivky 2. stupns, lezici v téZze roving a majici spoleény
bod O, uvedou se ve vztah projektivni, pfifadime-li sob& body
jejich lezici na témz paprsku skrze O; nebof ob& kfivky jsou
perspektivni k svazku paprskovému O. Dvé kiivky 2. st., leZfci
v téZe roviné a majici spoletnou tenu ?, uvedou se ve vztah
projektivni, p¥ifadime-li sobé kazdé jejich dvé telny, protinajici
se v bodé na ¢; kiivé svazky 2. stupné z nich sestdvajici jsou
totiz perspektivni k radé bodové ¢. Kritkd dvaha ukazuje, Ze
dédna-li mezi dvéma rovinami kollineace, existuji dvojice kuze-
losetek, dotykajicich se téze p¥imky, z jichZ teten sobé& odpo-
vidaji ty, které se protinaji na oné piimce; i lze konstruovati
kazdou kollineaci pomoci teten takovych dvou kuzelosetek.
Z riznych moznych poloh vzdjemnych plynou tyto typy?®): pfi
obecné poloze obou kuzelosetek typ K?', maji-li kuZelosetky
dotyk 1. nebo 2. stupné v bodé mimo ¢, typus K? resp. K3,
konetné typus K* pii dotyku 1. stupné na ¢ a typ K° pii
dotyku 2. nebo 3. stupné tamtéz. Dudlné lze konstruovati kazdou
kollineaci v roviné také pomoci dvou kuZelosetek protinajicich

5) Reye, Geometrie der Lage, 2. Abth., 1. vyd. 1868 pp. 106—T7.
Loria na uv. misté.

6) Reye, Geom. d. Lage, 2. Abth., 3. (1892) nebo 4. (1907) vyd.
pp. 69—70. .

7) Reye, Geom. d. Lage, 1. Abth. 1. vyd. p. 104., 4. vyd. p. 133.

8) Newson, Continuous groups of projective transformations treated
synthetically, Kansas Univ. Quarterly 4. 1896. pp. 243—249.
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se v bodé O, jestlize piifadime sobd prisetiky kazdého paprsku
skrze O s obdma kfivkami?).

Klassifikace kollineaci v roving (ve svazku prostorovém)
vyskytuje se oviem také jako piiklad Kklassifikace kollineaci
v S.. Rozbor moznych piipadl, zvl. analyticky, byvd uvddén
v obsdhlejifch ulebnicich, !°) tamtéZ metrické specialisace.

34. Obecné typy kollinéaci v prostoru trojrozmérném
plynou z moZnych poloh spojnice dvou korrespondujicich bodi
vzhledem k invariantnimu étyrsténu; vypolitdvd je uz Staudt, ')
jenz podivd také konstrukei kollineacf téchto i partikuldrnich,
déle na pf. Reye'?) a j. (typus K® nazvdin plandrni, typ K1
,geschaart®). Také G. Battaglini3) v ivaze o prostorovém
konnexu 1. stupné, jenZ oviem definuje kollineaci v S;, uvddi
a charakterisuje algebraicky i geometricky obecné typy (nede-
gerované), nazyvaje typy K6, K'°, K'* perspektivnosti resp.
1. 2. 3. drubu (prospettiva, omologia di 1* 22 32 specie). Geo-
metricky rozbor vSech moZnych pfipadd kollineace v S, (také

v 8,;) poddvd Sannia'?), vychdzeje jednak od pfimky s body
vesmés samodruZnymi, potom od piimky jako osy bodd i rovin
samodruznych, potom od invariantnfho bodu a roviny. O obecnych
typech kollineaci jednd krdtce téz F. Schur 1), srovndvaje Pon-
celetovo a Chaslesovo roz&ffeni Desarguesovy véty o perspek-
tivnich trojihelnicich na vzdjemnou polohu dvou Ctyrsténd v S,
a ‘uvddéje dvé analogické véty souvisici s typem K¢, ktery
nazyvd axidlni kollineaci.

Klassifikaci vplnou kollineaci v S, podal na tychz zd-
kladech jako pro rovinu Loria?); vyklddd také souvislost jich

9) Newson, On the construction of collineations, Kansas Univ. Quart. 9.
1900 pp. 65—68.

10) Viz na pf. Heffter-Koehler, Lehrbuch der analyt. Geometrie L
pp. 182—185, Lie-Scheffers, Vorl. tber contin. Gruppen pp. 510—512.

11) Staudt, Beitrige zur Geom. d. Lage, Nurnberg, 3. Heft 1860. pp.
329—332. '

12) Reye, G. d. Lage 2. Abth. 1. vyd. (1868) p. 108., 4. vyd. (1907) p. 71.

18) Battaglini, Sulla geometria proiettiva. Memoria terza. Giornale di
matem, 14. 1876. pp. 110—138, viz pp. 114—116.

14) A. Sannia, Lezioni di geometria proiettiva, 2. vyd. Napoli 1895.

18) F. Schur, Uber besondre Lagen zweier Tetraeder, M. A. 19. 1882

pp. 429432,
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s riznymi druhy tetraedrdlniho komplexu. Jako pifklad své
klassifikace kollineacf v S, uvdd&ji typy kollineaci v S, (na
mistech ddle uvedenych) Segre, Muth & Predella; Loria a Muth
uvdd&ji podrobné také typy degenerované (11 typid singuldrnich
1. druhu, 6 typd 2. druhu, 2 t¥etfho druhu). Algebraickym roz-
borem ptichdzi také R. le Vavasseur 1®) p¥i stanoveni jedno-
parametrovych subgrup linedrni homogenni grupy 4 proménnych
k 14 (s identickou kollineaci) typim.

Newson 1) roz&ifil uvedenou konstrukei kollineace rovinné
pomoci dvou projektivné sobé korrespondujicich kuZelosetek na
S;. Dejme tomu, Ze v kollineaci p¥isludf bodu S bod S,, tomuto
bod S,, tedy svazku prostorovému stiedu S svazek stiedu S,
tomuto svazek stfedu S,. Korrespondujicf paprsky svazkd S a
S, protinaji se v bodech prostorové kiivky kubické C, obdobné
svazky S; a S, vytvofuji kubiku C,; v dané kollineaci pii-
slugi kfivee ¢ kfivka C,. Obé kubické kiivky leZi na témz
kvadratickém kuZeli stiedu S,, korrespondujici body obou k¥ivek
lezi na paprseich skrze S,. KQZdou kollineaci prostoru lze tplné
sestrojiti pomoci dvou kubickych kiivek C a C,, protinajicich se
v bodé S, a lezicich na témZz kuZeli kvadratickém s vrcholem
v 8,. Ktivky C a C, protinaji se mimo bod S; obecné jesté ve
¢tyrech bodech, jeZ jsou oviem samodruzné body kollineace;
jsou-li tyto Ctyfi prisetfky rizné, méme typ K?*:[0000],
splynou-li dva nebo dva a dva nebo tfi nebo konetné
ttyfi prisetiky, vznikd resp. K*:[(00)00], K3 :[(00)(00)],
K*: [(000)0], K®:[(0000)]. Splyne-li jeden nebo dva z prise-
¢iki téch s bodem S,, jest kollineace homologii obecnou
K2 :[20] nebo limitni K*3:[(20)]. Degeneruje-li kvadraticky
kuzel, na némz C i C; lezf, ve dvé roviny se protinajici, de-
generuje kazdd kubika v kuZelosetku a piimku; ob& kuZelo-

16) R. le Vavasseur, Les sous-groupes du groupe linéaire homogéne
A quatre variables: sous-groupes & un et & deux paramétres. Annales de la
Fac. d. Sc. de Toulouse (2) 8. 1906. — Pfi svych analytickych vySetFovanich
ustanovil typy X! az K5 W.de Tannenberg (Sur les équations aux derivées
partielles du premier ordre a deux variables indépendantes, qui admettent
un groupe continu de transformations, Annales de Toulouse 5. 1891, pp. B
1—150, spec. pp. 115—126). )

17) Newson, On the construction of collineations, Kansas Univ.
Quart. 9. 1900, pp. 68—71,
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setky lezi v téze roving, v druhé lezi obé pfimky koincidujice
(p) a majice s kuZelosetkami jeden jich prisetik A spoleiny.
‘Tti z prisetfkd obou kuZelosetek (mimo S,) jsou samodruZné
body pfisluiné kollineace, pfimka p jednim z nich (4) je osou
bodd samodruZnych; vznikd typus K°:[100]. Maji-li kuZelo-
:setky dotyk 1. stupné mimo S, i 4, mdme K7 : [1(00)], maji-li
dotyk takovy v A, typus K®:[(10)0], pii dotyku 2. stupné
mimo S, existuje typ K?:[(100)]; splyne-li bod 4 s bodem
8;, jest kollineace typu K'°:[11], maji-i v bodé 4=,
kuzelosetky dotyk 2. stupné, jest kollineace typu K'*:[(11)].

O obecnych kollineacich, jez na dvou pevnych mimobé&z-
kdch vytvofuji dané proj. transformace, jednd E. Meyer 5).

35. Pro klassifikaci kollineaci v S, navrhoval uZ Cayley 19)
(r. 1855) uziti rozboru determinantu, jehoZ tleny jsou lin. funkce
proménné velitiny. Takovy determinant n - 1. stupn& roven
nule slouzi totiz k stanoveni samodruZnych elementdi dané kol-
lineace; Cayley opiraje se z tdsti o tivahy Sylvestrovy uddvd
rekurrentni algorithmus, jak nalézti mozné piipady struktury
tohoto determinantu, uZivd vhodného symbolu pro sloZeni jeho

a podivd také vzorec pro polet symbold, t. j. pro polet

18) E. Meyer, Uber die Kollineationen, die auf zwei windschiefen
Geraden vorgeschriebene Punktprojectivititen erzeugen. M. A. 59. 1904.
pPp. 398—408. Nékteré veéty jeho plynou snadno také z naseho rozboru; na
pf. véta, Ze existuje oo! kollineaci (typu K?'), jeZ maji dvé mimobéiné
pfimky invariantni a vytvofuji na nich tytéZ dané projektivni transformace.
Nebof jestlize piimky ty jsou tiebas 0,0, a 030,, plati podminky

ky
?2 =¢q, kg =c¢y,

t. j. pfi tfech proménnych dva vztahy. Nebo Ze mezi oo! kollineacemi (typu K8),
pfi nichZ m4 dand projektivnost na pfimce-ose samodruZnych rovin dva
redlni body samodruzné, existuji dvé a pouze dvé homologie. Kollineaci
dvojosou uvaZuje také Em. Weyr, Geometrie der riumlichen Erzeugnisse
einzweideutiger Gebilde etc.” (Note D: Die windschiefe Raumkollineation),
Leipzig, 1870, : '

19) A, Cayley, Sept différents mémoires d'analyse: No. 7. Recher-
ches sur les matrices dont les termes sont de fonctions linéaires d'une
seule indéterminée. Crelle’s Journal 50. 1855, pp. 313—317,
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typi kollineaci v S,2°). Jako pifklad voli jenom rovinu,
v nfz nalézd 6 typd (s identickou kollineacf); pro » = 3, at
potet typd uddn 14, uvedeno (patrné nedopatfenim tisku) pouze

12 symbold, mezi nimiz na pF. , gl ! znati, e determinant md

dva faktory dvojné, z nichz pou'zﬁden vyskytuje se ve viech
Nk
1
znadi, %e determinant mi jeden faktor trojnisobmy, jej% maji
vSechny prvni subdeterminanty za faktor 2. stupné, vSechny
drubé minory jako faktor jednoduchy, druhy C¢initel pak Ze je
v determinantu jednoduchy. Znatil by tedy onen symbol typus
K7: [1(00)], tento homologii K2:[20] v S; %*). Symbol Cay-
leyiv souvisi tGzce se Segreovym, jenZ nezdvisle pfipadl na
na touz mySlenku a ji provedl.

Segre®?) (r. 1884) utinil zdkladem své klassifikace kolli-
neaci v S, dilezity theorém Weierstrassiv?®®) o ekvivalenci
dvou Fad forem bilinedrnich; k vét& té se piipinajici theorie
Weierstrassova doSla ostatné jako dokonaly princip klassifikaéni
i tetnych jinych applikaci, zvl. v geometrii.

prvnich minorech jako faktor jednoduchy, nebo symbo

Kollineace mezi dvéma prostory soumfstnymi je totiz vy-
jddfena dvojici bilinedrnich rovnic

2 Qi T; f; = 0, b §‘k = O,

20) Poget typl kollineaci ustanovuje postupné az pro S;, E.B. Wil-
son, The number of types of collineations, Jahresber. d. deutschen Math.-
Ver. 17, 1908. (fijen) pp. 341—344, »nemoha nikde nalézti otszku tu Fedenue.
Vysledky jeho shoduji se s &isly, jeZ udal uZ Cayley (az pro S;q); pocet
typt kollineaci v Sn pro n=1 aZ 10 jest (bez identické transformace) po-
fadem 2, 5, 13, 26, 57, 110, 222, 423, 816, 1526.

21) V svém piikladé rovinnych kollineaci interpretuje Cayley ne-
21
1

, kdezto onen

spravné symbol \%\ jako homologii, kterd viak m4 symbol

znati kollineaci [(00) Of.

22) (. Segre, Sulla teoria ¢ sulla classificazione delle omografie in
uno spazio lineare ad un numero qualunque di dimensioni. Memorie Acc.
Lincei (3) 19., 18384, pp. 127—148.

28) Weierstrass, Zur Theorie der bilinearen und quadratischen
Formen. Monatsber. Akad. Berlin, 1868. pp. 310-338.




426

z nichz aspoi jedna md determinant koefficientd == 0; z
(¢t=1,2...n+1) znati tu homogenni soufadnice bodu z’
v lin. prostoru S,, & (¢k=1, 2,...n 4 1) pak hom. souf.
roviny &', t. j. lin. prostorn S’,—; v konjektivnim S;. Dejme
tomu, Ze jind kollineace je ddna dvojici
oz, =0, Tgnzuf=0;
i jest pro klassifikaci zdkladni otdzkou, co jest nutnou a dosta-
tetnou podminkou toho, by obé& kollineace byly projektivné iden-
_tické, t. j. aby jedna pfechdzela v druhou linedrni transformaci.
Weierstrass dokdzal, Ze podminkou takovou jest, aby elemen-
tarni délitelé determinantu | @ — Abi | souhlasily s elem. déli-
teli determinantu | pax — Agu |
V jednodussim tvaru jest vztah kollinedrni mezi S, a S,
vyjidfen rovnici s kontragredientnimi proménnymi

Sazx:§, =0,
z niZz vypisujeme vzorce pro kollinedrni transformaci bodn
gx;c ey 2 Qir T
a roviny :
o= %’ Qi S‘k
Aby kollineace nedegenerovala, musi | ai | == 0.
Pro samodruzné body z plati » 4- 1 rovnic
0T = 2 an Zi;
i

jest Fediti nejprve charakteristickou rovnici

| @1y — 0, Oy yev e Onyrl
| Gae y Bgg = 04 .o Qnyy2
d4(@)=| . =0,

Q1a+1 5 A2+l yeeeOuiln+1— Q

jez md obecnd n -4 1 riznych kofent g:. Dosadime-li ¢ = g do
hofejsich rovnic, nalezneme soufadnice » -} 1 bodd samodruZ-
nych. Jestlize vSak nékteré z kofenii ¢ jsou ndsobné, tieba
stanoviti, aZ do kterého stupné annuluje takovy kofen viechny
subdeterminanty derminantu 4 (¢); dejme tomu, Ze tfebas pro
0 = yp jsou rovny nule viechny subdeterminanty aZ do stupné
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(n — b + 2)., nikoli uz vSechny stupné (» — h -+ 1).5 pak z ho-
fejsich rovnic zbude pouze % nezdvislych, existuje oo"—! samo-
druznych bodd, jez vypliuji t. zv. zdkladni prostor bodovy
(h —1). rozméru Si—1; %, jak patrno, musi byti = 1. Obdobné&
z transformaénich rovnic pro rovinu plyne existence zékladnich
prostord rovinovych; zdkl. prostor bodovy a rovinovy, piisluiné
k témuz kofenu, sluji konjugované. (Dokontent.)

0 jistém integralu omezeném.
Dr. Ant. Pleskot, prof. v Plzni.

\Y XVIA roéniku Casopisu ,Monatshefte f. Mathematik w
Physik® (str. 141—160) zabjval se p. G. Huber vytislenim
integrdlu:

log si .
—f 1T —dy, - (1)

a—bsinte

v némZ a i b realnd ¢fsla znalf; pii tom se vyslovil, Ze integrdl
tento nelze vydistiti obvyklymi methodaml, nybrz jen pouZitim
volné integraéni cesty.

UkdZzeme, Ze moZno bez pomoci volné integrace obvyklymi
methodami pfedloZeny integral vytisliti a k zdvérku pak jinym
zpisobem spotivajicim na volné integraci predloZeny integral
vytislime.

V integralu hoiejsfm, ktery lze patrn& téZ psdti ve tvaru:

T

J_il log sin o
_20 a—bsing

b
zavedme substituci :
t = cot @;
tim proméni se v mtegrél
1 plgg + 72 "log (1 4 t°) dt

J='."2”w e +1)—b a(1+t’)—b'
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