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tedy <t zzc = <t cxy. Jsou tedy body a, b, ¢, d stfedy kruZnic
do trojihelnfka xyz vepsanych. Z toho patrno:

f) Hyperbola rovnoosd prochdzi sttedy a, b, ¢, d kruZnie,
do poldrného trojihelnika xyz vepsanych.

Ab

Jsou-li tudiz diny 4 te¢ny hyperboly rovnoosé, mozno po
sestrojeni poldrného trojihelnika sestrojiti 4 body Zidané khvky
a provésti feSeni vétou Desargues-ovou.

I tuto v&tu moZno vysloviti pro kuZelosetky obecné a z od-
vozenych vét daldf ziskati principem duality.

KuZelosecky dvojnasobné se dotykajici dvou
kruznic.

{Dikazy vét, uvefejnénych Steinerem v Crelleové Journalu sv. XLV.
str. 189—211, Gesammelte Werke d. II. str. 445—468.)

Dr. Q. Vetter.

I

§ 1. V pojednini ,Uber einige neue Bestimmungsarten
der  Curven zweiter Ordnung nebst daraus folgenden neuen
Eigenschaften derselben Curven“ uvefejnil Steiner bez dikazi
Fadu vét o kuZeloselkéch, které se dvojnisobné dotykaji dvou
danych kruZnic.

Z praci, jez dikazy téchto vét poddvaji, uvddim zvla§té
tti: Sporer, ,Uber Kreise, welche einen Kegelschnitt doppelt
berithren“ (Zeitschr. f. Math. u. Phys, sv. XLI. str. 210—220),
Schiissler, Uber Kreise, welche Kegelschnitte doppelt berithren*
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(Archiv d. Math. u. Phys., . 3. sv. IL. str. 1—42) a Fiedler
,Uber die Durchdringung gleichseitizer Rotationshyperboloide
von parallelen Axen“ (Acta math. sv. V. str. 331—408). Sporer
a Schiissler poddvaji dikazy na zdkladé vét planimetrickych,
vychdzejice od kaZdého druhu kuZelosetky, elipsy, hyperboly
a paraboly, zvl4§té. Sporer zabyvd se vyhradn&, Schiissler vétsi-
nou piipady, kdy stfedy obou kruZnic leZf na téze ose kuZelo-
setek. Fiedler vychdzi ve svém zajimavém pojedndni z avah
prostorovych, opiraje se o vysledky cyklografické. Dokazuje
viecky véty Steinerovy o kuZelosetkdch, jeZ se dvojndsobnd
dotykaji dvou kruZnic a jejichZz jedna osa prochdz{ obéma
stfedy danych kruznic. P¥ipad, kdy stfedy kruznic le#{ na riznych
osach, te§i jakoZto projektivii zev3eobecnéni piipadu prvého,
aniz by jej do vSech detaild provad&l. Ponévadz v prvé Eésti
uzivd proniku dvou rotalnich hyperboloidd, z nichz jeden se
pohybuje, takZe jsou hledané kuZelosetky priméty urtité sou-
stavy fezii pevného hyperboloidu, musi se tvahy jeho stykati
s Gvahami ve II. &dsti tohoto Eldnku, kde se vyskytuji tytéz
fezy, ovSem jinak definované.

Videéf myslenkou tohoto ¢ldnku byla snaha, zaloZiti dikazy
Steinerovych vét na tdvahdch, které by nejen neéinily rozdilu
mezi ellipsou, hyperbolou a parabolou, ale které by ve svém
zékladé stejné postupovaly, necht lezf stfedy danych kruZnic
na téZe ose hledanych kuZeloselek nebo na riznych oséch.

Véty uvedeme dle J. Steiner’s Gesammelte Werke, dil II.
str. 445—468. Oznaeni provedeme oviem ponékud jiné, aby
vyvody naSe vzhledem na zpisob odvozeni se nestaly nepfe-
hlednymi.

§ 2. Dané kruznice nechf lezf v pidorysné a stredy jejich
na ose X. Jednou z danych kruZnic, 4, prolozme rotatni plochu
drubhého stupnd e, jejiz stfed lezi ve stfedu a kruZnice 4.
Druhou kruZnici B proloZme rotaéni vilec 3, jehoZ osa jest na
rovinu kruZnic, pidorysnu, kolm4. Prise¢nd kfivka ploch « a g
jest kiivka 4tého stupn®, kterou lze proloZiti 4 plochy kuZze-
lové B, y, 8, & Vrcholy jejich lezi ve vrcholech spoletného po-
lirntho &tyfsténu ploch « a 8, tedy v nekonefnu na kolmici
k pidorysné — vélec 8, v nekoneénu na kolmici k X v pido-
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rysné — vélec y a ve spoleénych sdruZenych poélech d a e obou
danych kruznic — kuzely 6 a e&. Tetné roviny vélce y a ku-
zelli 0 a & protinaji plochu « v kuZelosedce =, jejiz phdorys
2, se dvojndsobn& dotykd kruZnice A4, obrysu to pidorysu
plochy « a kruZnice B, nebof X se dotykd ve dvou bodech pri-
setné kfivky ploch « a 3, které lezi na dotykové povrchové
piimce vélece p, po pfipadé kuZeld & nebo .

Kuzelosetky ' jsou seskupeny ve tfi skupiny dle toho,
které z ploch 7, 8, & pisludeji. Oznatime jo 37, 39, >°.

Steiner pfedpoklidd, Ze kruZnice 4 a B jsou jen redlné,
rovndz i 3. Véty vSak maji, oviem s nutnymi zménami, i platnost
pro p¥pad, Ze jedna nebo ob& kruZnice jsou imagindrnf.

Jsou-li ob& kruZnice redlné a lezi-li mimo sebe, nebo 4
uvnitf B, volime za e rotatni jednoplochy hyperboloid, lezi-li B
uvnitf 4, kouli; protinaji-li se, 1ze voliti ob& plochy. Je-li aspoii
jedna z danych kruZnic imagindrni, bude « dvojplochym rotaénim
hyperboloidem. Pouzijeme hyperboloidd, jichZz merididny jsou
rovnoosymi hyperbolami.

Je-li rovina fezu redlnd, jest =~ a =, bud redlnou kuZelo-
setkou aneb imagindrni elipsou. Je-li viak rovina Fezu imagi-
nirnf, jest =, obecnou imagindrni kuZelosetkou (viz XIV. vyr.
zprévu redlky v Lipnfku). K témto Fezim vSak nebudeme p¥i-
hlizeti. ‘

§ 3. Nejdfive nutno odvoditi n&které vlastnosti plochy e«
a jejich fezd.

Veddlenost redlného bodu p plochy e od pidorysny rovnd
se odmocniné z potence jeho phudorysu p, ke kruinici A s pa-
tHiénym znamenim.

Pii kouli jest p, uvnitk 4 a PP, TOVNO polovind nejkratsf
tétivy bodem p,. Pfi jednoplochém hyperboloidu leZf p, vné 4
a povrchové pfimka svird s piidorysnou thel 45° t. j. pp, rovni
se tetné z p, ke kruznici 4. Pfi dvojplochém hyperboloidu déna
potence bodu p, k imagindrni kruZnici 4 soutinem vzddlenosti
bodu p, od priseifki priméru p,« s kruznici 4, t.j. vyrazem

(ma + o) (p,a — @) = p,a* — a’,
27
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kde a jest imagindrnim polomérem kruZnice 4. Vyraz ten, jak
zndmo, rovnd se &tverci vzddlenosti bodu p rovnoosé hyperboly

od vedlejsi osy, je-li délka vedlejii poloosy hyperboly \/— aZ.
Véta ta platf i pro imagindrni p, jak by bylo lze podtem

se presvédeiti.
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Obr. 1.

§ 4. Vedeme-li pilicim bodem m libovolné tétivy 14
plochy « rovinu kolmou nu tuto tétivu, tu “piédorys hlavni
pFimky prvé osnovy bodem m vedené protind X v bodé 1,, ktery
md od stfedu a,, tuté¥ vezddlenost jako pidorysnd stopa k
hlavn{ primky druhé osnovy bodem m od pudorysu m,.

Prodluzme (obr 1.) p,g,, 2% protne obrys druhého primétu

plochy o v bodech 1, 2. Spojnice pilictho bodu o, tétivy 12
,& stiedu a,; jest prﬁmér sdruzeny sméru 12. Odchylka jeho od
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osy X dopliiuje se s odchylkou sméru 72 od X na 90°. Ponévadi
pak m,k, stoji kolmo na p,g,, Jest

<t mokytyy = quzX = <X 0,25k,

Jest nutno ukézati, Ze I, lez{ na a,,0,. Stfedem o vedeme
primér D rovnobéind s pg, ktery jest sdruzen diametrslni ro-
ving, urtené body m, a a o, nebot o jest stted fezu (Ipq2),
rovnobézného s D. P6l pidorysn& promitajici roviny (DD,) leii
v nekonetnu na pidorysné stopé P sdruZené poldrné roviny
“(amo), jsou tedy P, a D, sdruzené priméry kruznice 4 a stoji
na sob& kolmo. Hlavnf pffmka roviny (amo) stojf také na D,
i D kolmo, proteZ stoji kolmo i na pg, €ili stopa I lezi na ao,
nérysné stopé diametrdlni roviny. Pravoihlé trojihelniky m'm,k,
a ayl,l, jsou shodny, prodez

m'k, = myk, = a,,l,.

§ b. Prihlédneme k rovinnému fezu plochy «, ktery vo-
lime kolmo na druhou primétnu (obr. 1. a 2.). Uhel, ktery
svird rovina fezu s osou plochy «, budiZ ¢. Pidorys kuZelosetky
fezu jest kuZzelosetka, jejiZz poloosa leZfei v X budiZ ¢ a poloosa
kolmé na X d. Vzdédlenost ohniska, a to redlného nebo imagi-
nirnfho, leZicfho na ose kolmé k X, od stfedu budiZ e. '

Pro kouli (obr. 2.) jest:

d*=a*—a,0," (1 + tg%)
2
ar
Pro hyperboloid jednoplochy (obr. 1.) jest

= sin’p.

d? = a® — a,0," (1 — tg%).
Pomér poloos fezu rovna se poméru poloos kfivky, v v_niz
rovina fezu protind asymptoticky kuZel. Pondvadz pak 0,3 = a,,0,
a vrcholovy thel kuZele jest pravy, jest

- . .
¢ __ a0, sinte sin? @

*.2 _s . .
a*  0,0,° — a0, . sin®@—cos?®p

Pro hyperboloid dvojplochy, kde a jest tslo imagindrni,
stanovime obdobné tyté% vysledky.

27*
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Shrneme-li tyto vysledky v jedno a vypoéteme-h cae=
\d* —¢3, obdrifme vzorce '
sin @

% e 42
¢t =a%—
sin® @ + cos® ¢

_——2
+ a,0, t9* @,
——e sin® @ + cos? @
cos* @
cos? P . _ 'a—o—n
sin? ¢ + cost ¢ 17

kdez hotejii znamenf plati pro kouli, dolejif pro hyperboloid.

L e 2
a*=a* I a0,

’

et =+ q?

2

Obr. 2.

§ 6. Vezméme v tivahu kruZnice 4 a B, jejichz stfedy
jsou a a b. Osu X polozime do spojnice ab. Rovina Fezu
budiz ¢. KuZelosetka 3, dotykd se kruZnice 4 ve dvou bodech,
JeZ leZ{ na stopd P%, kruZnice B také ve dvou bodech, jez lezf
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na dotykové tétivé ¢,, Pidorysu to dotykové povrchové piimky @
piislusného kuzele. Pon&vadz vrcholy ploch 7, d, & jsou vreholy
¢, d, e spoletného poldrnfho trojihelnika kruZnic 4 a B, plati:

Dotykové tétivy prochdzeji pFislusnym vrcholem spoled-
ného poldrniho trojuhelnika kruinic A a B.

§ 7. Jest lhostejno, kterou z damgjch kruinic proloZime
rotaéni plochu «.

Prolozme o kruZznicf A, sestrojme na p¥. kuZel & o vrcholu d
a kuZelosetku X lezicf v g. Dotykové tétivy s 4 — P{ —a
8§ B— @, — prochédzeji bodem d. Nyni zméfime konstrukei a
prolozme kruznicf B rotalnf plochu o’. Bod d se neménf a v ném
lezf vrchol kuZele ¢’. Dotykovd tétiva kuZelosetky =, s krui-
nicf B prochdzi bodem d, lze ji tudiZ povaZovati za stopu ro-
viny ¢, ve které lezi kuZelosetka 3’, promitajici se do =,. Po-
névadz pak =, dvojndsobné se dotykd kruznice 4, musi se ¢
dotykati jednoho ze tH zde se vyskytujicich kuzeld a to kuzele d”.
Dojdeme tudiz k téZe kuZeloseice Z,, nechf prolozime rota&ni
plochu kruZnicf 4 nebo B.

H.

§ 8. Steiner probird nejdfive vlastnosti kuZelosetek, jichz
osa lezf ve spojnici ab. Jsou to fezy piisluiné kuzeli y, ktery
jest, jak jsme ukézali, vélcem.

Vilec y jest parabolicky a ndrys jeho jest parabola, ma-
jict osu v X, vrchol v prisediku osy X s chorddlou kruZnic
4 a B, poloparametr jeji rovnd se veddlenosti stFedi a a b.

Prvou tdst této véty dokdzal prof. Jarolimek ve stati:
»,0 primété priseku dvou toénych ploch II. ¥4du na spole¢nou
rovinu hlavni.“ (Cas. math. a fys. XI, 187.) Poloparametr této
paraboly stanovime subnormélou bodu 1 (obr. 3.), jehoZ prvy
primét 1, le#f na kolmici v & k X vztyfené. Tetna C v bodd
tom k prisetné kiivce 4. stupnd vedend promitd se do teiny C,
kruznice A rovnob&Zné s X a do tetny C, paraboly y,. Telna C
jest viak také tetnmou kfivky, v niZ promitajicf rovina (CC,)
plochu o protind v bod8 1. Pk kouli jest druhy primét této
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Obr. 3.

" ktivky kruZnice o stfedu v a,,, musi tedy norméla bodu;1 pro-
chizeti stfedem a,,. P hyperboloidu jest druh§ primét této
- kiivky rovnooséd hyperbola. Polomér a,,1 jest sdruzen sméru C,.
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proteZ thel
< 1,a,,b,, = 90° — <X 1,2h,, = <X 1,1,
¢ili L
y9b1a = b5t
kdez ¢ jest prisetik osy X s normdlou v bod& 1,. Jest tedy
subnorméla a tudiZ i poloparametr paraboly 7, roven vzdélenosti
stiedd a,,b,,.
Viélec y jest vzdy redlny.

§ 9. Dotykové tétivy kuZelosetky 37 s kruinicemi A a B
Jjsou rovnobéiny a stejné vzddleny od chorddly L,. [Steiner,
1. c. 454].

Ponévadz vilec y stoji kolmo na nérysné, jest P§, stopa
jeho teéné roviny o, kolmé na X. Dotykovd piimka jest také
na » kolma a tedy i @, kolma na X, proteZ obé& tyto dotykové
tétivy jsou rovnob&iny s L, (obr. 3.). Pon&vadz pak ¢, jest
tetnou paraboly y, a g, bod dotytny, jsou pHmky @, i P{
stejnd vzddleny od L,.

Vétu tu mohli bychom i vysloviti tak Ze doty)fové tétivy
harmonicky déli chorddlu L, a pfimku v nekoneénu.

§ 10. Druhé odmocniny o, $ potenci kteréhokoli bodu ku-
Zelose¢ky 2% vzhledem ke kruinicim A a B maji stdly soulet
nebo rozdil 1. Zpravidla rozpadd se 2§ na &tyFi oblouky; pro
dva jest l= o -+ B, pro jeden l =« — @, pro jeden | ==  — a.
[Steiner, 1. c. 447.] ‘

Budiz p bod kuZelosetky 27 (obr. 4.), leZici v te€né ro-
ving ¢. ProloZime rotalni plochu &' kruZnici B. Vidlec " md
parabolicky nirys soumérny s 7, dle L,, nebof ob& paraboly
maji osy v X, vrchol v ! a poloparametr rovny délce a,,b,,.
p, jest primétem bodu p’, lezictho v ¢'. Ponévadz (dle § 3.)
vzdélenost bodu p od pidorysny déna jest odmocninou z potence
bodu p, k A a vzdédlenost bodu p’ odmocninou z potence bodu p,
k B, pfi temZ oviem nutno vziti potenci s patfiénym znamenim,
lze délku ! vyjadFiti souttem nebo rozdflem vzdélenosti bodd p,
a p’y od osy X. Ze soumérnosti piimek o, a ¢, dle. L, plyne,
Ze g, 8 o'y jsou také soumérny dle rovmobd&izky s X jich pri-
setikem vedené a e tedy soutet resp. rozdil vzddlenosti bodd
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D, 8 p'y od o8y X se rovnd tsecce @Q,P%’, t.j. vzdilenosti
piHmky, podél nfz se o dotfkd vélce y, od piidorysny. Pro body

<

kuzelosetky 37 mezi dotykovymi tétivami P§ a @, jest I==a 4§,

N

Obr, 4.

pro body za tétivou @, jest I —=a — B, pro body za P¢ jest
l=p—ae. o

§ 11. Dotyéné body kuZelosecky 2} a kruinic A a B leZi
_na kruénici opsané kol puliciho bodu my délky a,eb,e; spojnice
dotyéného bodu na A s dotyénym bodem ma B jest piilena
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chorddlou L, v bodé, ktery jest patou kolmice z my na spoj-
wict tu; dseky, kiteré ma spojnici té vytinaji kruinice A a B,
jsou stejné. [Steiner, 1. c. 4564, 455.]

Jeden z prisetikd (obr. 3) P{ a A budiz_p, a jeden
z prisetiki @, a B budiZ ¢,, pllici bod tétivy pg budiz m'.
Pondvadz o, a tedy i p.g, se dotykd y,, leZf m', na L, a m',
na L,. Kolmice v bod$ m', na p.g, prochézf ohniskem f para-
boly y,. Kolmice v bod$ m', na p,q, vztyteni protind X
(dle § 4) v bods, jehoz vzddlemost od a,, 8¢ rovmd délce

5‘:9%6“‘, prochdzi tedy pilicim bodem m,, tsetky a,,b,,.

m,, jest stfedem kruznice, na které lezf body p, a ¢;.

Kolmice z a,, a b, na P,q, spusténé protinajf spojnici tu
v bodech 3 a 4. Z Gméry

T — T o !
GygMyq t Mygbyy = 3m'y 1 14

plyne rovnost tsekii 3m’, a m',4 a tedy i rovnost
3, =04

totiz polovitnich tativ kruznicemi 4 a B na spojnici pg,
vytatych. '

Z toho, %e paty kolmic z m,, na p,q, spusténé le na -
L,, plyne disledek:

Spojnice p,q, obaluji parabolu II, jejié ohmisko jest m,,
a vrchol 1,,. [Steiner, 1. c. 455.]

§ 12. Osm dotyéngjch bodii dvou kuZeloseéek 3% leZi ma
kuZeloseéce 4. [Steiner, 1. c. 454.] '

Necht lezf kuzelosetky X a 3?'vrovindch g a o' (obr. 3.),
dva z dotytnfch bodd na A budtez p, a p’;, na B g, a ¢',.
Body p, ¢, ¢' prolozme vélec { druhého stupng, kolm§ na n4-
rysné a soumdrny dle pidorysny. Narys §, tvoi s 7, svazek,
jehoz zékladni body jsou ¢;, ¢’; & body s témito body soumérné
dle X lezfci. Svazek ten vytind na X involuci, jejiz stied
jest 1,5 & jejiZz dvojice jest 5, 6. Do involuce té patif i dvojice
8 b, 6 dle /,, soumérné, tedy p,, p', tili vdlec § prochdzi bo-
dem p'.
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Priseénd kfivka ploch « a ¢, na niZ lezf body p, ¢, »', ¢/,
jest 4. stupné, lezf vSak na vélei 2. stupné kolmém na pido-
rysné, nebof tato a bod v nekonefnu na kolmici k nf jsou
spoleénym polem a poldrni rovinou ploch « a §. Pddorys tohoto
vélce jest kuZelosetka «, na které lezi body p,, ¢, »,’, @’

§ 13. Praseéiky dvou kuZelosedek X} a X! lei na krus-
nici opsané kol bodu m,,, pilictho a,,b,,. [Steiner, 1. c. 454.]

Dikaz 1ze provésti zcela obdobné jako dikaz véty § 11.
Tfeba jen dokazati vétu:

Spojnice prisesiki dvou kuelosetek 37 a 37" jsou kolmy
k ose X a stejné vzddleny od chorddly L,.

KuZelosetka 37 lezi v rovind ¢ (obr. 4.) a 37 v ", Pri-
setnice rovin ¢ a ¢” — P — jest kolma k ndrysng, stoji tedy
i pfimka P,, na které lezf dva z téchto priseéikd, kolmo k X.
Kuzelosetku 37 “ 1ze v8ak povaZovati iza plidorys kuzelosetky 37",
jez lezi v rovind o', soumérné s ¢“ dle pidorysny. Ostatni
dva prisetiky kiivek 37 a 37" lze povaZovati za priméty prii-
sefikii kuzelosetek 37 a 37", jei leii na priisetnici P’ rovin
o a o". 1 P’ stoji na X kolmo. L,, o5, 0,'" a @,’"" jsou telny
paraboly 7,. Rady, jez tetny vytinaji na o," a ¢.""’, jsou po-
dobné, protez

Pgl lP"" '2 29,
kde g,"’" jest dotyény bod telny g,”’. Ze soumdrnosti teten g,"
a ¢, a z rovnosti Gsekd P¢"g a 2¢,”" plyne rovnost

e =T
a tudiz i
P 2=1P,
Pondvadz pak ¢,” a g,"’ svirajf s X ty% tGhel, jest i
31, = 1,4

§ 14. Takeé spoleéné tetny lze povaZovati za dva zvl4stni
piipady kuZeloselek = ..1, totiz R a R', S a 8’ (obr. 5.). Body
dotyéné budtez r, +”, »/, »"', s, s“, s', &'"". Z v&t dokézanych
’ plynou pro tetny tyto dﬁsledky:
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Body r, v', r", v'" leki na kruinici opsané kol m, po-
dobné ¢ body s, s', sy 'y chorddla L pili seky teden mezi
body dotyénygmi (§ 11.). [Steiner, 1. c. 450.]

PriseCiky teéen y, y', 2z, 2' leZi na kruZnici M (§ 13.),
kterd md za pramér ab. [Steiner, 1. c. 450.]

Obr. 5.

Veddlenosti primek D =7z a E=gy od chorddly L
jsow stejné (§ 13.). [Steiner, 1. c. 450.]
Z toho plynou rovnosti [Steiner, 1. c. 450.]:

e

re=yr =1 =y'r" =zs =3s"y

=5z

-

<
[

=T =y =y s =55 =yi=y'7.

Spoleéné teény tvori v kakdé kuZeloseice 37 Gtyri stejné
dlouhé tétivy, rovné délce I, jes jsou chorddlou pileny (§ 9. a
§ 13.). [Steiner, 1. c. 455.]

Spoleéné teény dotykajt se také paraboly II (§ 11.). [Stei-
Der, 1. c. 455.]
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§ 15. Geometrické misto ohnmisek kudeloseéel: 37 jest
krunice podobnosti N dangch kruinic a osa X; na této jsou
ohniska kaidé kueloseéky 37 harmonicky délena body po-
dobnosti. [Steiner, 1. c. 455.]

Die vyrazi § b., je-li g ohnisko kuZelosetky 37, leZici na
ose kolmé k X, jest jeho vzddlenost od stiedu a,2 dédna vy-
razem

2
@10 =— “’12012 +et=a \/i- Sind ;Osi Z’osa PN
PonévadZ pak poloparametr paraboly y, jest vidy a,,b,,,
necht prolozime rotaénf{ plochu « tou & onou kruZnief, a po-
névadz dotykové tétivy jsou stejné vzdileny od chordély L,,
jest @ pro tutéz kuZzelosetku 37 v obou pifpadech stejné. Proto
1ze vystiednost stanoviti i rovnici

cos® @ e

2 —
e + — b0,

T =" sin®g+cos’g

tili

b \/ cos? @
biag = — sin® @ + cos2 N
Tudiz jest

@59 : b,a9 =a: b,
t. j. g leZf na N.

PondvadZ N patif do svazku kruZnic prochédzejicich ohnisky
kuzelosetky 37 na ose kolmé k X, nechf jsou reilné nebo
imagindrni, musf prisefky kruZnice N s X, tedy body podob-
nosti, harmonicky déliti ohuniska kuZelosetky X% na X.

Z toho plyne disledek:
Pravovhelnik ze vzddlenosti ohnisek ma X kaidé kuZelo-

sebky 37 od stfedu krusnice N jest roven d&tverci poloméru

této krudnice. [Steiner, 1. c. 453.]
‘ Dile jest:

P a® cos? ¢ T a,,0," (sin® @ + cos? (p)
' cos® @

+ a? cos® @ °F a,,0," (sin®@ + + cos® ?P)
sint ¢ + cos? @ !
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¢ili
d2:e2—1: i60329’_.
T T sin® g +cost !
jest tudiZz sprdvna tméra
P =a:a,y =b:b,9
aneb, rozeznivdme-li jako Steiner [l. c¢. 453.] pipady, kdy
jest hlavni osa kolma na X a kdy lezi v X, plati:

Je-li hlavni osa kuZelosecky 3% kolma na X, jest primér
této poloosy k vystFednosti ddn podilem

a:a,g="u:bg,

lesi-lv v X, rovnd se pomér {tverce vedlej$i poloosy ke ctverce
vystrednosti podilu

a®: a9’ . 9" = b%: biag' + 0199,
kde ¢’ a g" jsou ohniska leZict na X.

Pongvadz délka I (§ 9.) jest ddna potenci bodu g,, v némz
se 37 dotykd B, k A4 a tato se rovnd (§ 3.) vzddlenosti g od
prvé primétny, &ili vzdélenosti g, od osy X, jest

U:iayghe = ay3b,5 - 19 @ 2 ab, =g @.
Dle § b. jest
2
? = 1 '_""_ cotg’ ?,
¢ili -
liagb,=c:e\[=1.%

§ 16. Dotykové teny T a 1" maji obdobné vlastnosts
jako body p, a g,. [Steiner, 1. c. 455.]

Diikaz 1ze provésti (obr. 3.) pomoci poldrnfho systému,
ktery body kruZnice A prevaddi do tefen kruZnice B a naopak.
Systém stanovime tak, %e imagindrnim kruhovym boddm v ne-
konetnu ptifadime dvé spoletné tetny S a &' kruZnic 4 a B
soumérné dle osy X. Protinaji-li se dané kruZnice v bodech re-
dlnych, pfifadime kruhovym bodim teny imagindrni, jsou-li
viak viecky &tyfi telny redlné, pak bude ¥idfef kiivkou polédr-

*) Vyraz, jejz Steiner [l. c. 453] uvidi, neni, jak v dodatku ke II. dilu
Sebr, spist ukézdno, spravny.
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nfho systému obecnd imagindrni kuZelosetka (viz XIV. vyr.
zprava redlky v Lipnfku). Systém bude urten, déna-li jesté dvo-
jice sdruZenych péld, za né%z volime bod ¢ a priseéik % kruz-
nice B s osou X tak, aby se viecky dvojice 7 a &, ¢ a &,
z — prisetik teten S a S’ — a 1b&Zny bod osy X soutasnd
oddélovaly aneb neoddélovaly a mohly tedy tvofiti dvojice bo-
dové involuce na ose X. KruZnici 4 odpovidd v polérnim sy-
stému kruZnice dotfkajici se teen S a S’ a prochdzejici bodem %
tak, Ze jeji druhy prisetik s X, %', tvofi s ¢/ dvojici zminéné
involuce, totiz kruZnice - B. KuZelosetce dvojndsobné se dotyka-
jici kruznic 4 a B, kterd tedy v kaZdém dotyéném bod8, na
" pf. p;, mé dva splyvajicf body s A spoleéné, odpovidi poldrné
kuZelosetka, kterd md s B dvakrdt po dvou spoleénych splyva-
jicich te€ndch, tedy kterd se B dvojndsobné dotykd, ¢imZ ana-
logie dok4zina.

Z ptisludnych vét uvddi Steiner jen dvé:

Prisecik v teCen T a T leZi na kruinici podobnosti N.
[Steiner, 1. c. 455.]

Priseciky w, w' teCen T a T' s osou X déli harmonicky
body podobnosti = a z'. [Steiner, 1. c. 455.]

V poldrnim systému odpovidaji spojnice priisetikd kruZnic
A a B, totiz piimka v nekonenu a chorddla L, prisetikim jich
spoletnych tefen, bodim x a ‘. Parabole I7 (§ 11.), jeZ se dotykd
spolenych teden, odpovidd kuZelosetka, prochizejici body z a
x/, prisetiky danych kruZnic s chordélou L, a imagindrnimi
kruhovymi body v nekoneinu. Jest to tedy kruZnice podob-
nosti N. Tetndm paraboly IT, spojnicfm p,g,, pHsluii poldrné
prisetiky v, leZicf na N. Dotykové tétivy P¢a @,, které harmo-
nicky d8li L, a pfimku v nekonelnu, jsou pi¥ifadény bodim
u & u', harmonicky délicim z a =’ .

§ 17. Kuzelosetky 27 lze déliti dle reality a imaginarity,
dle tvaru — hyperboly, paraboly, ellipsy — a dle reality do-
tyku 8 4 a B. Rozdélenf to pro redlné kuZzelosetky probfrd
Steiner [l. ¢. 467.—461.]. Odvozeni jednotlivych skupin kfivek
,mna zdkladé ploch « a 8 jest jednoduché. Rovnéz i dikazy vét
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0 maximdlnim a mmlmdlnim I pro urtité pifpady. [Steiner, L c.
458, 459.]

Stfedy viech kuZeloseéek 27 tvoii fadu bodovou na ose X.

§ 18. Jsou-li dény v roviné tii kruZnice A4, B, B', jichz
sttedy lezf na X, tu proloZfme jednou z nich, na p¥. 4, rotaéni
plochu o, ostatnimi, B a B’, vilce § a §'. Priselné k¥ivky lezi
na Jdvou parabolickych vileich y a . M4-li se kuZelosetka
37 viech tif kruznic dvojndsobné dotykati, musf se rovina K
dotykatl obou véled. Jsowli vzddlenosti stiedd

ab=s, ab'=s', bb=s",

tu lze thel @ stanoviti pomoci vzddlenosti bod& ! a !, v nichz
chordily kruznic 4, B a 4, B’ protinaji X. I jest:
W — $'%+a*—b? '+ oz’—b2
— 25’ 2s

Ponévadz 1, I' jsou vrcholy parabol y, a y,, jichz polo-
parametry jsou ddny délkami s a s’, plat, Ze

W=pl —pl=15(@tg g —stg o) =1is"tg .

Srovndme-li oba vyrazy pro i/’ a dosadime-li s" za s’ —s,
obdrzime
: ss's" — a%'" 4 b%s' — b'%s
SslS" *

tg® o =

PondvadZ konstanta ! vzhledem ke kruZnicim A a B jest
déna vzdédlenosti dotykové piimky @ vdlce y, od piadorysny
(§ 9.), tli dotyéného bodu g, paraboly 7, od osy X, jest

l=stgo.

Dosadime-li z této rovnice za ¢g ¢ do rovnice piedeslé a
upravime, obdrzime

12 — s‘i“ (ss's” — a%" + b%’ — b%).%)

*) Nesprdvny vyraz Steiner@v [l. c¢. 461.] opraven jest v poznimce
[ibid, 740.] rovnéz nespravné. Spravny vyraz uvadi Fiedler [l. c. 403.].
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III.

§ 19. Nemaji-li dvojndsobnd se dotykajici kuZelosetky osu
v ose X, pak jsou vytvofeny priiméty Fezii dotykajicich se ku-

tar,
.

A4 .
al.-" D \
w - s 7L /- —
G

u

2L J ) 4
U (4
Obr. 6.

zeld & & & (obr. 6.). Také tvoi vidy dvé, dle X nesoumérné
~ tetny, degenerované kuZelosetky systému.
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KuZely & a & jsou rotalni a jejich osy jsou kolmy na
pudorysné. '

Plochy ¢ a g prochizeji v pidorysné lezicimi imagindrnimi
kruhovymi body v nekonetnu. Body témi prochdzeji tedy také
kuZely & a ¢ proteZ jejich kruhové fezy jsou rovnobéZny s pido-
rysnou. PondvadZ ¢ i 8 a tedy i jejich prisetné kfivky jsou
dle pidorysny soumérny, jsou i kuZely J a ¢ dle = soumérny,
protez jejich osy musi byti na = kolmé a kuZely jsou rotatni.

§ 20. Vaty, tykajici se kuzelosetek =7, plati s pattitnymi
zménami i pro kuZelosetky 37, stali tedy provésti dikazy jen
pro-jednu soustavu.

Dotylkové tétivy kuZelosechy 2’1’ s kruinicemi A a B stoji
na sobé kolmo, prochdzejice spoleinym sdrudenym pélem d.
[Steiner, 1. c. 464.]

Do dotykovych tétiv promitaji se ptidorysnd stopa.P$ ro-
viny ¢ a povrchovd pfimka @, podél které se o kuZele d dotykd.
Ponévadz osa kuZele stojf na » kolmo, jest ¢ pfimkou sklonu
roviny ¢ a jeji primét @, svird s P{ pravy thel, jehoZ vrchol
jest d.

§ 21. Z os kadé kFivky 3¢ prochdzi jedna stiedem a,,,
druhd stredem b,,, geometrické misto stiedd kuZelosesek =°
jest kruinice opsand mad primérem a,,b.,. [Steiner, L. ¢c. 464.]

Plocha o jest rotani, proto jest jeji rovinny fez soumérny
dle merididnu kolmého na rovinu ¥ezu. Ponévadz pak merididn
ten jest na » kolmy, jest i primét 2“1’ dle primé&tu tohoto me-
ridisnu soumd&rny a osa kuzelosetky 3¢ prochdzi stfedem a,.
Osa ta jest kolma na stopd P$ a rovnobéZna s dotykovou té-
tivou @,. Druhd osa kolmo pilf tétivu ¢, a prochdzi tedy
stfedem b, ,.

§ 22. KuZelosetky 2% jsou si podobny (t. j. involuce jich
sdruzenych primérd jest u viech stejnd) a pomér jejich os ddn
imérams :

¢+ d5 =0, : dag
cg-C rdyg.d, =b:a,

kdes osy cg, ¢, prochdzeji bodem a,o. [Steiner, 1. c. 464, 740.]
28
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Ponévadz kuzel J jest rotadnf, maji vSechny jeho tetné
roviny tutéz odchylku od ». Kdybychom je tedy ototili kol osy
plochy « tak, aby stily kolmo na ndrysné », byly by rovno-
bé%ny a protfnaly by plochu « v kuZelosetkdch, prochdzejicich
tymiz body v nekonetnu.

Ze vzorci § 5. plyne po pathcném zkréceni

¢} :d}=sin® @: (sin® ¢ + cos? q).

Volime-li rovinu ¢ kolmo na », lezi stied kuzelosetky 37
v b,,. Dle obr. 1. a 2. jest

0, P = a0, . tg* ¢, a P{=a,a (t9° ¢ = 1)
PonévadZ v naem piipadé Pj le#i v d, jest

b,,d : &t ,d = sin® ¢ : (sin® @ =+ cos?® @),
¢mZ prvd Gméra-dokdzdna. Obdobné plati
€21 a7 =bye: e
Znésobfme-li ob& dméry, tu nasledkem vztahd
Qyqd - Gype = @%, byqd . bje = b2
plati
cye 2 dgd, = b: a.
Z vét 8§ 21. a 22. a z véty o stejnych obvodovych thlech
kruznice plyne disledek:

Jsou-li kuzelosecky Z‘f hyperboly, prochizeji jejich asym-
ploty prisediky telem 2z a 2’. [Steiner, 1. ¢. 466.]

§ 28. Geometrické misto ohnisek kudelosedek 3¢ jsou dvé
kruZnice, soustfedné s A a B o polomérech a4, by, jeZ se bud
pravouhelné aneb diametrdlné protinaji. Prochdzi-li hlavnt osa
kFivky 2‘,’ bodem b,,, leZi jeji ohmiska f, f na KkruZnic
o stredu a4 © jest obdélnik ze vzddlenosti ohnisek od b,, roven
étverci poloméru by, [Steiner, 1. c. 465.]

PondvadZ jest dle § b.

sin @
sin* @ + cos* @
e sin? @ + cos? @

cos? ¢

cQ=aQ

=+ amol2 tg* o,

d*=a® I a0,

2
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pfi demZ ¢ jest délka poloosy prochézejici a,,, jest
—e__ —e @ __ 2 — 0 cos? @
ayf = a0, + d cC=Ta sin® g I cos® @

tedy hodnota pro viechny 3¢ stejni. Pro ohniska f a £, le-
#fci na ose prochdzejici bodem a,,, jost

= aj.

e 2__'2 2___ A% — o2 Qﬂ.(p___
b”f =S Q90,4 +c d*=s +a. sin® @ + cos? @
Déle plati:

mﬁmﬂ = bl2olz_olf.z=sg— @199, n—dg‘l—cg =51Tf_“‘z= b3-

Soutet nebo rozdil étverctt aj a b3 jest roven s2, dle &ehoZ
se Fidi zpisob protinani obou ohniskovych kruZnic.

=bj.

§ 24. Dotgkd-li se __2_‘1’ kruinic A a B v bodech p,, p',,
9, 'ty Jjsou spojmice piqy, Pidy'y P'dy PgS tenami uréité
kuZelosecky 4, jeZ md ohnisko v d, dotykd se spoleényjch teden
R, R, S, S8 a jejii druhé ohnisko déli s d harmomcky stredy
a5 2 by,. [Steiner, 1. c. 465.]

K tomu lze pfipojiti:

Ridict prémka kudeloselky 3° vehledem k ohmisku d stoji
v ¢ na X kolmo.

Ponévadz poldrnd rovina bodu d vzhledem k & protind osu X
kolmo v bod§ ¢ a rovina Fezu 3° prochdzi bodem d, promits
se poldra D bodu d vzhledem k X do piimky D, (obr. 6.),
kterd jest tudiZ také poléarou bodu d vzhledem k prumétu 39, Body
Py, B, 45y 4, lezice na 39, tvoi &tyfroh, jehoz dJagonalnim
rohem jest d, proteZ jest D, jeho diagonélni stranou, jeZ pro-
chiz{ druhymi diagondlnimi rohy 1 a 2. D, a d Jsou viak také
dlagon:ﬂni stranou a diagondlnim rohem &tyrstranu p,q,, 1,4,
Pi'qy, p,'q,' & tvoi spoletnou poliru a pél vSech kuZelosetek
tady, jez se stran tohoto &tyfstranu dotykaji. Tetny z d k této
fadé vedené tvoi{ involuci, jejiz dvojné paprsky P§, @, stoji na
sob& kolmo. Lze tudiz za dvojice této involuce povaZovati i spoj-
nice bodu d s imagindrnfmi kruhovymi body v nekoneinu,
proteZ jedna z kuZeloselek fady, 4, md v d ohnisko a v D,
PHslugnou pkmku Hdicf, Rada kuZeloseéek k ni% 4 nilex, sta-
novi v o, involuci teten, jejiz dvojice jsou také p,o,, p,‘0, &

28*
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4101, 4,'0,. Osy kuzelosetky, pilice dhly <t p,0,p, 8 < q,0,q,', d&lf
obé tyto dvojice harmonicky, prodez jsou dvojnymi paprsky této
involuce. Délfce také tetny z o, k 4 vedené harmonicky, jsou
kolmymi sdruZenymi poldrami kuZelosetky o a jejich prisediky
a, a by, 8 jeji osou X déli harmonicky d a druhé ohnisko
kuZelosetky té. Ponévadz pak pro jakékoliv ¢ jsou ohniska a
Fidief pfimky kuZelosetky A tytés, obaluji kuZelosetku 4 viecky
spojnice dotyénych bodd a tedy i spoletné teény kruznic 4 i B.

§ 25. Spojnice dotyényjch boddi p,q, atd. vytinaji z kruinic
tétivy, jichZ pomér jest konstantni [Steiner, 1. c. 465] — a lo
' a,.d '

roven

12
Diikaz provedeme pro kouli a jednoplochy hyperboloid.
Pro dvojplochy hyperboloid bylo by nutno provésti ve vyrazech
vhodné zmény. Oznat{me (obr. 7.) 1hly o, %, =, 4 a délky d,
d‘, p, ¢, x. Pondvadz q,q jest ddno odmocninou z potence
bodu ¢, ke kruznici A4, jest

¢, = V= (&® =) =qcoty p,
. kdez - plati pro kouli a — pro hyperboloid a tdhel ¢ defino-
vén uvedenym zpisobem. Dédle jest
y d sin? @
T cos®p +sinto’

Body 3, 4, m,” jsou priméty bodd a,,, b5, @ na spojnici
2.9, Jest pak pomér ”

b — mp, __ P Sin x
Earper e n? .
m,"q, =+ bcosxF 2d — ;”:‘ ‘img P sin (8 + )

Ponévadz
tg x = "!21'7
jest po dosazenf
— p? (cos® g =+ sin® 9)
T g%(sin®g + cos®* @) +-2dg sin® @ sind — 2dp sin® g cos 8 °
Z trojahelnika a,,dp, obdrZime

p=—dcosd 4 Va®— d%sint g,
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z trojthelnfka a,,dg, a vztahu pro z
-+
qg= 37171(;) (Va2 sin?p - g% cos® p—d? sin® cos® @ + d sin ¢ sin 9).
Po tpravé jest
Q2 (sin® @ + cos? @) T 2dq sin® @ sin & = a® sin®p —d®sin®q.

Yo

Obr. 7.

Dosadime-li tuto hodnotu a vyraz pro » do rovnice pro £,
obdrifme rovnici ’
k__cos"«p_-*_-_sin“qJ__i
- sin? @ - a’
nezdvislou na volb& dhlu J‘. Protoze pak, jak zfejmo, také
~ Domér IR

mllla d

m‘u4 - a

’
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jest také pomér tétiv
2.3p, _ d
2.49," d

§ 26. Jsou-lt U, U a V, V' teiny dotykové kuseloseiky
3% s krusnicemi A a B, le#i jejich prisesiky uw= (U, U'),
v=(V, V') na polire D, tvoFice involuci — a to o drvojnyjch
bodech v priseéicich z, 2’ spoleényjch tecen s D. — Geometrické
misto ostatnich prusediki w téchlo tecen jest krudnice 4', kierd
protind D v bodech z, 2’ a md s A a B tutés chorddlu L,,
takZe jeji stred také lei na X. [Steiner, 1. c. 465.]

K dikazu pouzijeme téhoZ poldrnfho systému jako v § 16.,
jimZz se body kruZnice 4 pfevddé€ji do teten kruZnice B a na-
opak. Spoleény pdl d pfevddi se, jak zfejmo, do poliry D,
Kolmé dotykové tétivy P§ a Q, prevddéji se do priselfki teten
w a'v. Ponévadz P! a @, harmonicky d&li diagonélni strany
¢tyrrohu zékladnich bodé kruhového svazku A, B protinajice
se v jeho diagondlnim rohu d, déli » a v harmonicky diago-
ndlni rohy 2 a 2/ ve tyfstranu zékladnich pifmek svazku ku-
zelosetek A a B, lezice na jeho diagonalni strand D.

Prisetiky w jsou ve vytéeném poldrnim systému pfifadény
spojnicim p,q,, P9, p,'0; & p'qy’, jeZ obaluji kuZelosetku 4,
kterd se dotyké spoletnych teten R, S, R' a S'. Proto leif
i body w na kuZeloselce pfifadéné 4’, kterd prochdzi spolet-
nymi body kruznic A a B, jest tedy kruZnici, majiei s 4 a B
spoletnou chordalu L,. PonévadZ pak, jak z § 24. patrno, se 4
dotfk4 spojnic pélu 4 s imagindrnimi krubhovymi body v ne-
koneénu, prochazi 4' také priisetiky z a z' spoleénjch teten
8 poldrou D. '

§ 27. Ktivka 4. stupné, jiZ se zabyvd Steiner [l. c. 462
a 463], a jeji specialisace vymykd se z na¥i tvahy; privé tak
1 véta II, kterou uvddf v tvodu svého pojedndni [l. c. 448
a 449].
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