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Ulohy.

ReSeni uloh.

Z mathematiky.

1.

Stanoviti hodnotu souéinu prvjch n élenii Fady arithme-
tické &tvrtého stupné

1, 5, 15, 35, 70, 126, . . .
Jan ‘Svoboda, uf, hypot. banky v Brne,
Refeni 1. Zaslal p. F. Mddle, stud. VIL tf. redlky v Ra-
kovnice.
Pro obecny élen arithmetické fady stupné& r-tého

@y Qgy Ugy o oo Qny oo
plati vzorec

a, =a, + (” T l)da, +(" ; l)d"a, +... -I—(" 7 1).d'a1

jsou-li da,, 4%,,... 47a, prvni Eleny piisluinych Fad rozdi-
lovych.
V daném piipadé jest fada _piivodni a Fady rozdilové

1, 5, 15, 85, 70, 126, .
4, 10, 20, 35, 56, . . .
6, 10, 15, 21,..

a tedy
a, =1, da, = 4, 4%, = 6, Aa,_4 A%, = 1.
IJBSt

a.,=1+( _1).4 ("2) ( 1)'.4+(”:1).1
=("31) () (2 ()
() ()
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a uzijeme-li vlastnosti binomickych soutiniteli, vyjadiené vzorcem

(G
(1) +5(5)+ () +(2)

= 1"(?)28("311[(z>+<"ﬂ+<%' )+(3)

n+1 (n+w+(w+v

("3
[(n-i-l) n+1’]+|:(n-:|%- )+(n—‘}1-1):| '

jest

()
3
41 ,
Jost tely n+ 3 n(n+1)(n+2) (n -+ 3)
w=("?)= =

Soutin prvnich » &lend bude
1.2.3.4 2.3.4.5 3.4.5.6 n(n+1)(n+2)(n+3)

7S S 7 S 24
_al(i+ DI +2)! (n + 3!
12. 94
_2@) (41 n+2°m+ )
94 +1

oy
(T
R ey ey
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lze té% kratleji zjednoduditi pomoci vzorce
m, \[m, m, my m, m,
(7)) (22 () +(2e)(3)
m,\(my\__[(m, + m,
£ (0)(7)=(" )

klademe-li v ném m, =4, m, =n — 1, r =4,
Vzorec ten dostaneme, utvof{me-li souéin fad pro (1 + »)=!
a (1 + x)™2 a’'pak fadu pro (1'+ z)=1+=2 a v identickych vy-
razech (1 4 z)™1 (1 4 x)=3 = (1 + z)=st=e porovname soudi-
nitele u .

Reseni 2. Zaslal p. Ladislav Novdk, stud. ném obch.
akademie v Praze.

Obecny &len arithmetické fady &tvrtého stupnd lze psati

ve tvaru
ay = kyn* + knd 4 kyn® 4 kn 4 k.

Abychom koefficienty %,, %,, k;, %,, %, uréili, polozfme si
n=1, 2, 3, 4, 5. Tak dostaneme, uvdzime-li, ze a, =1, a, =5,
a; = 15, a, = 385, a; = 70, k urleni péti koefficientd %,, ,,
kqy ks, k, p8t linedrnich rovnic. Z t8ch vypoéteme

—_ —_1 — 11 —_1 —
ko =q0 b =14 kz—ﬂa ky =1 k. =0.

Odtud .
an __.—124 + 14,8 11n2+ :” '
n(n"+6n"'+11n+6) n(n+l)(n+2)(n+3) n-3
24 24 "
Dalsf postup jest jako pfi feSenf 1.
2.

Resiti jest rovnici

1+smw+—sm x+——sm3w+ sm‘*m-{— :-_-%6-

. DE- J. glé'pa'nek v Tébote,

Rogenf 1. Zaslal p. Bohumil Hummel, stud, VL tf. r.
v Pibrami.
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Jde nejprve o to, setfsti Fadu na levé strané dané rovnice.
(Ze jest konvergentni [a to absolutn&] pro | sin « | << 1, pozné-
vime z toho, Ze jeji &leny jsou vesmé&s co do absolutni hodnoty
men¥{ neZ ¢leny konvergentni Fady geometrické [s &Eleny klad-
nymil). v

Pisme v ni )

Sitn x
5 =9

takze nabude tvaru
S=1+ 2¢ 4 3¢* + 4¢® 4 59* +- .
Nésobme tuto fadu ¢. Tak dostaneme
Sq=1q+ 29> + 3¢ + 49 + 59" + ..
a odettenfm obou fad

S(l—q)=1+q+qﬂ+q3+q4+--.=i}q

a tedy
| 1

S=a—pr = a—tsmar

Méme tedy rovnici

1 — 1
A—isinz)?™ °
a tedy
1 —1isinx)? =5,
l—isime=H3%

a odtud bud sin z = §, neb sin z =1
Vyznam md pouze feSeni sin x — 1
Odtud plyne

Ll

z == 80° 150°
z=30°+4 360°.% (k celé tislo),
x = 150° 4 360° . %,
Reboli v mife obloukové
= —g- + 2kn,

a obecné .

B
= —6— + 2’9”.
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Reseni 2. Zaslal p. Miloslav Hampl, stud. VIIIa. tf. g.
v C. Bud&jovicich.

Soudet Fady
1+ 2¢ 4 3¢ + 4¢° + 5g* . ..
Ize urtiti takto:

Radu geometrickou

L g+ @+ @+ .. =

~

ndsobme ¢. Dostaneme Fadu

T

~

a derivujeme-li ob& strany této rovnice, bude

d 1
1+2q+3q2+4q3+5q4+...=a?liq=(l__q)z.

3.

Do p#imého kuiele Lruhového o daném dhlu vrcholovém
vepisi kuZel podobny, jehoZ wrchol padne do stredu zdkladny
prvého kusele. Do tohoto druhého kuZele vepisi podobny treti,
do tohoto Cturty atd. vidy dle téch¥e pravidel.

Jaky jest soudet ¥ady objemi a Fady povrchi téchto kuseli ?

Dr. J. Stépdnek v Tabote.

Refeni. Zaslal p. Jaroméir Mares, stud. Vla. -tf. .
v Praze-ll . ‘

Oznadfme-li » polomér .zaklédny, v v§8ku, s stranu, « thel
vrcholovy, ¥V objem, P povrch daného kuZele, bude

R «
v == r colyg 5

.
§= ’
sin —-
2
7% ar3 cotg -
V= 3= 3 ,
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P:nr(r+3)=nré(1—i-—l-—)
sin —-
T4« T—c

sin cos
4 4

= 2m»?
. a
sm—2—
Rozméry jednotlivych kuZeld jsou v poméru
R SR S
gyt
a tedy povrchy v poméru
.11
& fgE

1
87
a objemy vpoméru-l:%:%:—sl;:

Jest tedy soutet povrchi ddn fadou geometrickou o po-

-
1 1 1 P 4
P(1+T+F+F+"')"‘l_i—?P
4
z 4 T—a
____inssm 4 0s—j
3
sin —
2

a soulet objemi fadou geometrickou o podilu 3
14 ——§-V

[S=Y
I
-3

11 1
V(1+?+§7+§+...)=
1-%
8 . o
=g1 " cotg-2—.
4.

Dokdgati, Ze plati vatah
ne?~1—n—1azr=1~— (1 —z)* X,

jeelih X=142X43X*+4...4 (n—1) a2 .
‘ Prof, Jan Kroupa.
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Reseni. Zaslal p. Frant. Friedmann, stud. VIL tf. g.
v BeneSové.
Vyraz pro X miiZeme rozepsati
X=14a4+2°4+2*+F...F 22

+ex4 424 ... F 2?2
2234 .. a2

Settéme fady v jednotlivich fddcfch. I bude

i1 — —3 wn_
x=% p— +ac — +a:’ + R

(w"-1—1)+(wn—l—m)+(wn—1—w*)+ o (e — )
z—1

(n—l)m"—l-—(1+:z;+m‘l+ . 4 29

z—1

—1___
a dosadime-li za fadu v zdvorce jeji souéetw; — 1 a upravime

1

n—1a® —nz—141
(@—1)* ’

takZe skutelnd jest vztah svrchu napsany splnén.

X =

Pozndmka. Podobné, jako zde naznateno, moZno stanoviti
soudet fady v dl. 2. a naopak uziti obou zpisobid tam vyloZenjch
k feSeni dlohy dané.

b.

Pravidelny jehlan pfimy n-boky jest stanqven poboéni
hranou b jakos i hranovym dhlem B hran poboénych. Vrcholem
zdkladny wvésti po jeho pldsti lomenow Cdru tak, aby kaZdd
Jjejt seéka byla kolmd k ndsledujici hramé poboéné, a uréiti
délku této spiralovité édry-vedouci k vrcholu. jehlanu.

Prof. Jan Kroupa.

Reseni. Zaslal p. Jan Hladik, stud. VI. tf.r. ve Velkém
Meziiiei. :
Zékladna jehlanu budiz ABC'..., vrchol V, Lomend &4ra
vychdzejicf z bodu A4 vytind body M, N, P,... na hranich
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pobotnyech BV, CV, DV, ..., kteréz sviraji vesmés hranové
thly = B.

Jelikoz

ANAMV ~O A MNV O ..
jest
AM:MN = AV : MV = 1: cos §,
takZze podil tisefek sousednich lomené &dry jest stily rovny cos g,
coz jest quotient geom. ¥. konvergentnf, jejiz prvy ¢len jest
z A\ AMYV.
AM = b sin 8,
druhy
MN = b sin B cos f.
Délka lomené &dry jest pak

2b sin £ cos _,g_

r= 1b—3i1:ofﬂ= : ; =,
2 sin® 9
z tehoZ
x = b colg B

’g“o
Usetka tato d4 se sestrojiti smadno jako odvésna pravo-
Ghlého trojtihelnfka, pfilehl4 k dhlu %, leZfeimu proti odvésné b.

Pozndmka. Roste li » do nekoneéna, ptejde jehlan v ro-
tatni kuZel, na némZ podobnym zpisobem moZno urtovati Eiry
protinajicf povrchové p¥imky pod tymZ idhlem., Jsou to tak
zvané loxodromy na kuZeli rotaénim.

6.

_ Pfimy trojboky jehlan pravidelny jest uréen zdkladni
hranou a, poboéni b; vrcholem sdkladny vésti rovinu, aby
protinala jeho pldst v trojuhelniku nejmensiho obvodu, jeho
pak délku stanoviti.

Prof, Jan Kroupa.

Resenf. Zaslal p. Jaromir Mares, stud. Vla. tf. redlky
v Praze IIL
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Budiz onen jehlan ABCD a rovinu hledanou proloZme
vrcholem 4. Md-li prisek mfti minimélni obvod, pfejde po roz-
vinut{ pl4§td jehlanu do roviny v tsetku, nebof ta jest nejkratif
vzdélenostf dvou bodd. Nazveme-li dhel sevieny dvéma poboé-
nymi hranami 8, pak plati

m B —2
s 9 = % .

Délku nejmensfho obvodu vypolteme z rovnoramenného

trojihelnfka rozvinutého pld§té 4AD, kde ramena jsou b a thel

jimi sevieny 383. Bude tedy

2___ .2
2b sin 3% =2b (3sin -—g——4sin3$)=a—l—(367—a—).
a(3b2—a?)

M4 tudiZ fez o minimélnim obvodu délku 5T

1.

Sestrojiti rovnostranny trojuhelnik, ddn-li jeden jeho
vrchol a sbyvajici dva jsou ma danych dvow pFimkdch.
Dr. Josef Klima.

Reseni. Zaslal p. Lad. Novdk, stud. ném. obch. akad.

Jest ddn vrchol A a dvé piimky p, g. Jsouli B, C' hle-
dané vrcholy, lezicf na p, ¢, a mé-li byti trojihelnik ABC rovno-
strannym, musf byti dhel pfi 4 60°

Ototfme-li tedy ptimku p s nezndmym dosud vrcholem B
kolem bodu A o 60°, protne ndm pfimka p druhou piimku g
v hledaném bodé C a to z toho divodu, 76 AB — AC.

Sestrojeni: P¥imku p ototime o 60° kolem 4, potom pro;;ne
ném pifmku ¢ v bodé (. Nad tdsetkou A C sestrojime rovnostranny
trojiuhelnik tak, aby tfeti vrchol B leZel na piimce p.

Uloha jest dvojznatnd, jeito omo ototeni piimky p kolem
bodu 4 o 60° 1ze provésti dvojim zpiisobem. Ono otolenf pro-
vede se tak, Ze ototfme na pf. 2 body pifmky p.
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: 8.

KruZnice k dotgkd se krusnice 1 v bodé C, jimZ vedena
jest libovolnd seéna s, sekouct kruZnici kv bodé A a kruZnici
l v bodé Bj; jaké jest geometrické misto bodu D harmonicky
sdrufeného s bodem C vshledem k bodum A. B.

Jusef Kalal, prof. r. v Pribore,

ReSenf 1. Zaslal p. F. Mddle, stud. VIL tF. r. v Rakovnice.

Sede-li libovolnd seéna s dané kruZnice v bodech vytéené
vlastnosti a zobrazime-li obdobnou &¢tvefinu (CPMN) na stfedns,
jest patrno, Ze MA | s, NB | s a jeito dle pfedpokladu jest
(CPMN) = (CDAB), musi i PD | s, &ili bod D jest vrcholem
pravfch hld nad CP sestrojenych a tedy hledanym geom.
mistem jest kruZnice nad primérem CP. (Apolloniova kruZnice
bodli MN).

Redenf 2. Zaslal p. Lad. Novdk, stud. ném. obch. akad.

Zvolime-li sttednou kruZnic za osu = a bod C za potétek,
majf ob& kruZnice rovnice

k=a*+4 y*—2rza =0,
l=a?+ y* —2Rx=0
a libovolnd seéna s=y =k
Z toho plynou soufadnice priseénych bodi
A 2r 2rk ) B ( 2R 2Rk
(1-—|—Ic“’ TF#) P\TF# 1+kﬂ)
a jezto soufadnice bodu C jsou x¢=0, yc=0, jsou soufadnice
bodu D, jako &tvrtého, harmonicky sdruZeného bodu
R 4Rr
T (BAn)A+E)
_ 4Rrk
TR+ a+EyY
Z t&chto rovnic nutno vyloutiti proménnou smérnici %; jest
pak z prvni rovnice

14 k2=

4R
z(R+ 1)
4Rr —z (R + 1) .

z(R+ 1) !

a k=
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i obdrzime tedy rovnici
[ 4Rr — z (R 4 7)

s ac z (R -+ 1) ’
¢ili po upravenf
4Rr
2 2 —
z% 4 y? — L, 0,

coz jest rovnice kruhu o stiedu na ose z a dotfkajictho se osy
y — jest tedy onim geom. mistem kruZnice, opsand nad pri-
mérem, jenz na stfedné obou kruZnic druhé dva priseéiky
harmonicky oddéluje.

9.

Vrcholem étverce vedena jest primka o v dhlu « k jeho
strané. Jak velké jsou pldsté vytvorené otodenim obou vwhlopFicen
kolem osy o a jak velky musi byti tihel o, aby pldsté ty byly

co nejvétsi.
Skolnf rada Viclav Hiibner.

Redeni. Zaslal p. Jan A. Novdk, stud. VIL tf. r. v Uh.
Brods.

Predpoklddejme, Ze osu o vedeme vrcholem A. Oznaime
¢ thel, ktery svird osa o s uhlopfickou AC. Pak jest, znalf-li

o Ghel, ktery svird osa o se stranou 4B, a -} ¢ = %
Vzhledem k soumé&ranosti &¢tverce dle thlopiitky miZeme
pfedpoklddati, Ze osa leZi na téZe strané thlopficky AC jako

vrehol B a statf se pfi dhlu ¢ omeziti na hodnoty od O do %

Uhloptitka AC opffe kuzelovou plochu o strand rovmé
délce jeji » a poloméru zdkladny w sin ¢, takze jest pldit
P:-%— 2rusing . u=nusin p =27 a’sin .
P tedy roste od ¢ =0, tedy P=10 az do ¢ = —725-, tedy
P=rnu?=2za’ (kuzelovd plocha oviem v tomto krajnim
piipadé piejde v kruh o poloméru u).
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Pfi thlopiiéce BD dluzno rozezndvati dva piipady, dle

toho, I. probihd-li osa o uvnitf ttverce (o <p< %—) neb II. vné
stverce [ < ¢ < —
verc (-Z- P '2— .

L. Uhloptitka BD opisuje dva kuzele. Oznatime-li M pri-
setik osy o s thlopfitkou BD, E kolmy primét vrcholu B do
0sy 0 a F kolmy primét vrcholu D do osy o, bude miti jeden
kuzel stranu M B a polomér BE, druhy kuZel stranu DM a polo-
mér DF,

Z pravothlého trojahelnika AMB plyne

EB=asina

a z pravotihlého trojahelnika BEM, v némZ thel p¥ B jest ¢,

plyne
EB _ asina

cosp cosp
Prvni kuZel mé4 tedy plast

MB =

1 asine __macos®a
I = — =
2 cos @ cos @
Podobné z pravothlého trojihelniku AFD plyne
DF = a cos

a z pravouhlého trojihelniku DFM

2rasine .

DM — DF —acose
cos @ cos @
Druby kuZel md tedy pldst
2 «rmd
Hz — T a® sin® o
cos @ }
Jest tedy celkovy plast dvojkuzele opsaného tihlopfitkou BD
__2za®
cosg

1

VZ

V intervallu od O do % ubyvé cos ¢ od 1 do a tedy

1 .
o g Toste od 1 do Ve.

33
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7T
"4—’
kdy osa o se stotoZnf se stranou 4B a thlopfitka DB opisuje
kuZel.

II. V tomto p¥ipad& opisuje tGhlopfitka B.D plést IT komo-
‘1ého kuZele. Ten rovnd se souinu z délky té dhlopfitky a ob-
vodu sttednfho fezu. Polomér stfedniho Fezu jest vzdélenost
stfedu &tverce O od osy o, tedy

M4 tedy plast IT nejvétsi hodnotu pro o —=—, I == a?\2,

= sin

5 Sin Q.
Jest tudiz
H=2n—;— sin @ . u = nu® sin ¢ = 2ra? sin q.
V intervallu od % do ;’21- sin ¢ a tedy i IT roste.

Pro % jest

nu® =
II =— — na? \|2
V2 v

0y

a pro —:— nejvétsi hodnota 17 — mu? — 27a® (v tomto pifipadé

opisuje twhlopiitka BD plochu vilcovou).
Uvazujeme-li p¥ipady I. a II. dohromady, vidime, Ze plast 17

opsany Wdhlopfitkou BID mé nejvétsi hodnotu pro ¢ = —;—, kdy
osa jest s ni rovnobéZnd a dhloptitkou opisuje plochu vél-
covou o plasti »u? — 2xal.

10.
Ze viech kulovich viyseéi o daném objemu stanoviti onu,
jejté povrch jest co mejvétsi a co nejmensi.
Skolni rada Vdclav Hiibner,

Res&enf. Zaslal p. F. Mddle, stud. VIL tf. r. v Rakovnice.
Pro objem a povrch vysete kruhové plati vzorce

V= %nr’v,

P = nor 4 2mre,
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znati-li » polomér koule, ¢ polomér zikladny a » vySku p¥slu$né
asece.

Je-li 4« sttedovy uahel dsede, pak jest
0 = r sin 2x = 2r sin x cos x,
v=r —rcos2x=r (1l —cos2z) = 2r sin’z
a tedy

4 .
V=— nr?sintz,

3
P = 27r? sin x (cos z 4 2 sin z).
Z prvni rovnice uréime
_3V
4n sin® x
a dosadime do druhé. I obdriime

r=

\/9179” cos x -+ 2 sin z

Vsm z
Z4visi tedy povrch na funkei
cos x -+ 2 sin
fla="2zt2ome

Vsm ©

kterou dluzno na zékladé vyznamu x uvaZovati v intervallu od
14

0 do ?.

Derivace této funkce jest

7 (@)=

_ 1 cos“’x—4smxcasx+3sm"x
sin dz

= — % sin § z (cotg x — 1) (cotg z — 3).

Pro z = O roste /() do nekonetna a pro. malé hodnoty
z jest f'(x) zdporné. Klesd tedy funkce f(x) od z =0 aZ do
z = z,, urleného vztahem colg z;, = 3, kdy jest f'(x) = 0.
Pak v intervallu od z, do z, = —Z—, kdy cotg x, = 1, jest f(x)

kladné, tak%e funkce f(z) v onom intervallu stoupd. Z toho
33+
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plyne, Ze pro x,; nastivdi minimum. V intervallu od x, = %

b4

5 jest f(z) stdle zdporné, takie funkce £ (x)

az do =
. b4
4

nabyvé vSak funkece f(x) na konci intervallu pro z = %

klesd. Pro z, = nastivd tédy maximum. Nejmensf hodnoty

(hraniéni minimum). Pfehledné mdme vie dino tabulkou:

® S(@) | =) r o|v P
0 |+o|y0 o |0lw|
}<0
8 _ 8 __ s
arc tg3 =|\ /25 15V |3r | r |\ /2262 V2 .
18926' 6" \/"2‘ 0 \/2,, 5|5 V | o
}>0
3 8
3 B3V /2432 V2
V.3 — O i |
T \7§ ' \/2:: r r\/ 1 max.
}<O i
3, hraniéni |
n ! 3V s ___ min.
= 2 )—1 \er 0[2r| V36a7? | mejmens:
11.

Resiti tétivovy étyrihelnik, ddny-li dvé protilehlé strany a,
¢ a obé uhlopFicky m, n svymi délkama.
Prof, Rudolf Hrusa.
12.

Dokaste, Ze plocha tétivového étyrihelniku dd se vyjddriti
vzorcem
~mn (a% — ¢%)
tma — nc) (na — mc)

Vss—a—c)(s—m—c)(s—n—c)
Prof, Rudolf Hrusa,
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stud. VIa. tf. r.

Refeni. Zaslal p. Jaromir Mares,
v Praze III.
Znatme uhlopiitky AC=m, BD=mn a ﬁhly CDB = ¢,
DCA =. . .
Ze vztahi
mn = ac + bd
m __ad -+ be
n T ab + cd
ustanovime nezndmé strany b a d.
Nalezneme

((mn — ac) (an — em) q— \/(mn —ac)(am — cn) 68
’ o an — cm

b= am — cn -
Z trojihelnikit BDC, CAB plynou na zikladé véty kosi-

nusové vztahy
b2 =% 4 n? — 2nc cos p = m?* + a® — 2ma cos ¢

a odtud vypotteme
cosq)_m’{—a“—n’— c?
- 2 (am — cn)
_mta?— @+ o°
Lt cosp= 2 (am — cn)
_(mtatntomta—n—0
: 2 (am - c¢n)

9 _ (m—+t-a+n+c)(m+a—n—c)

cos _2 4 (am — cn)

’

Zavedme oznadenf

2s=m+a+n-+c
Pak jest
cos —- = \/s(s——n__—_-_i) (23)

am — cn

Podobné bychom dostali
(n — ¢)? — (m — a)*

1 —cosp= 3 (am — on)
(n—— ¢c+m — a) (n—c+m+a)
2 (am — c¢n)

=\/(s—a——-c)(s—c:—m) (@2b)

am — cn
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a tedy
9_\/s—a—0G—c—m) 2¢
tg 2_\ s(s—c—m) ()
a uzijeme-li vztahu sin ¢ = 2 sin % cos —g—
. NG —a—0) 5 —m—c) (s —n —
sinp = Vs (s —a c)‘(ljn —'nzn )s—n—2o @

Z trojihelnfku ABC plyne uZitim véty sinusové

m sin @

sin 8 = 3

a uzitim vzorcd (1) a (2)

.o s(s—a—c)(s—m—c)(s—n—¢c)
sin § = 2m V (mn — ac) (am — cn) (an — cm) @)

Podobné dostaneme z trojihelniki ACD a ABD
v __\/s(s—c— m)
008 5= \/ )

an — c¢m
. P \/(s—a—¢c)(s—c—n)
sm-?_\/ an — cm ’ @
; i_\/(s—a—c) (s—c—mn)
99 = s(s—c—m)
sinw=2Vs(s—a—c)(s—m—c)(s——n—c)
an — cm
a z trojihelnfku ABD uZitim véty sinusové
. n sin P
sin ¢ = ————

a uzitim (1)-a (4).

. s(s—a—c)(s—m—c)(s —n—ec)
sin & = 2n V (mn — ac) (am — on) (an —om) ®)
(ostatné miiZzeme dostati tyto vzorce ihned, zaménfme-li spolu
oayw bad aap, man)
* Plochu &tyfdhelnfka vypotteme jako soutet ploch trojthel-
niké ABC a ACD

1 .
P—_—% masinq>+—2—mc sin P
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a dosazenim ze vzorci (2) a (4)

P:m(amicn-l— )Vs(s a—c)(s—m—0)(5—n—c)

— cm

a slout¢ime-li

p— mn (a® — c¢%)
~ (am — c¢n) (cn —

o) Vs(s—a—c)(s —m—c)(s—n—c).

Polomér kruZnice opsané » miizeme urtiti bud z trojthel-
niku ABC, kdez plat{ vztah m — 2r sin 3, neb z tro_]uhelniku
ABD, kdez n = 2r sin . Tak dostaneme

__1\/ (mm—ac)(am— cn)(an - cm)
r—_\/s(s——a—c)(s——m~c)(s—n—c)

13.
Do deltoidu ABCD jest moino vepsati kruh o stredu S

a poloméru r. Vedle toho jsou &ty¥i kruhy o stFedech S,, S,,
S;, S,, jez se vné dotykaji tri stran deltoidu. Jsou-li poloméry

téch kruhi vy, re, 73, 74, tu vedle vatahd r, = 1y, r, = 7,
plati jesté
)
@) ryir, = tg—2- 1 tg g,

B (ry,—7):(r—r) =a:eg,
7) Stredy S,, S, S;, S, tvori rovnoramenny lichobénik,
JjehoZ uhlopriéky se protinaji v bodé 8.
Prof. Rudolf Hrusa,

Reseni. Zaslal p. Jaromér Mares, stud. Vla. tf. redlky
v Praze III.

Osou soumérnosti deltoidu A BCD budiz ptimka BD. Polo-
méry kruhdl dotykajicich se vné strany a budtez r»,, r,, strany
¢ 74, r4- Dva a dva polomé&ry jsou si rovny proto, Ze cely obrazec
jest soumérny dle BD.
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Pak plati ndsledujfef vztahy:
B

sin hd sin sin ad sin
2 2 2" 2

n=a.

o) Potom

rir,=a.

Dle véty sinové plati:

iy O . B
a.c_sm?.sm—g

a jeito v deltoidu 2¢ 4 8 4 6 = 3609, t. j.

a4+ -+ 0 e+p__ . a0
2 2 g — W T

bude déle

= 180°— a sin

7Ly, = Sin %cos% : sz‘n—g— cos%

a tedy skutelnd

0
7yt r3=ig?: tg—g—.

. . f
-  Sing.sing

e+ p .’n“—;ﬂ

. C08 — .C0S
B(r—n:i(r—r)=a

sin —— St

fsinZ sinS cos 2. 052
-32”2.8 6} 0032.682
Sina_gd sin“-;-a




Po slouteni obdrzime

cosa+ﬂ __.cosw-i-d
(ry,—nr):i(r —r)=a. 2 .c 2
sinu+ﬂ sina+6
2
—a. colg _2|_ — ¢ .cotg +6.

UvéZime-li, Ze
o + e+p __ — 1800 @ —;— 0

a-’_ﬁ:—cotg“;_a,

a tedy cotg 3

plati skute¢né&
(r,—r):(r—ry)=a:c
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7) Snadno se presvédifme, ze S,8, | BD a §,S, 1 BD
a tudiz 8,8, || 8;S;. Cely obrazec jest soumérny dle BD a tudiz
8,8,8,8, jest lichob&Znik rovnoramenny, jehoZ uhlopfitky se

protinaji na ose BD v bods S.

14.

Dokdzati, Ze objem étyrbokého hranolu o hrandch a, b,
¢, d, jenZ md plochu kolmého vezu z a délku priseénice Fezii

uhlopriénych f, jest
=5 @+b+ectd—

a délka téénice rovnobéiné s hranami pobolnymi

f2

t_a+b+c+d— la® 4 b 4% 4 d* —
= i -+

4 atb+ctd

Resen{ dle p. autora.

Prof, J. Schuster.

Objem se rovnd objemu dvou komolfch hranold trojbokych,

tedy
S(a+b+o)+ ”(c+d+a>——<a+ o+ 25

zlb+z!
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Zéroveti z tmérnosti, je-li / délka priisednice ez thlo-
pii¢nych, plyne:
b—Ff _ 2
f—4a = &’
t. j. fz2=1"bz, + dz, = (b + d) z — (bz, + dg,),
z tehoZ
boy +dz, =(b+d—F) 2 ()
Dosazeni pak dé:

2
:.—3—[a+b+c+d—f].
Délka téinice hranolu 4-bokého plyne z véty o délicim

poméru. Délky téZnic obou dili hranolu jsou:

p _a+db4ec a’+b”+c“t_a+c+d a4+ ¢24-d?

1 4 4 (aFb4c) 4 4 (atctd)”
Hmoty pislusnfch hranolit jsou K, a K,, jak svrchu na-

znateno. Tedy

t—t):t—t)=K,: K,

a odtud
t — tl Kl t2K2
— —El: .

I bude -
t= . g @b+ s+ @D o), (o Dsy
@+ + g,

coZ miZeme psiti ve tvaru

1
t= OB e [[(a+c)’+a“+c’] z2+2(a+c) [bs, +dz,)+2b%2, +2d’zz] .

Ale dle rovnice (e), kdyZ ji ndsobfme Jednou veli¢inou b,
pak veli¢inou d a setteme,

b%, +ad%, =B +d— 1)+ d) z— bde,
takze .

t=qop ot P +a+ ol s+ 2@+ @ +d—1 e
+ 2(b + d—f) (b+d) 2 — 2bdz].
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Odtud vytkndme =z, zkratme proti jmenovateli a vyraz
v zdvorce pi¥me:

— 1 , .
t—4(a+b+c+d__f) He+tc+b+d—7} +a“+¢? +
+G+d—1)@+d)+fO+d—f)—2bd],

1 a4 b2 o2} dt — f1
= oo et a—r+ SEEECETSL.

15.

Ve &tyrsténu, jeho? protéjsi hrany jsouw stridavé stejné
dlouhé a = a,, b = b,, ¢ = ¢,, plati pro jich sklony vztah

2

sin (aa,) . sin (Bb,) . (ce)) = %%,

kde ¢ jest polomér koule étyrsténu vepsané, R polomér kruénice

sténé opsané.
Prof, J. Schuster.

Refeni. Zaslal pan F. Mddle, stud. VIIL tf. redlné v Ra-
kovnice.

OpiSme danému &tyrsténu rovnob&Znostén, jehoz rovno-
b&7né stény jsou urleny vzdy dv&ma prot&j$imi hranami é&tyr-
sténu. Tyto hrany jsou duhlopfickami stdn rovnobéZnosténu
a z rovnosti jich plyne, ze bude to rovnob&Znostén pravoidhly.

Oznatme si ddle z, y, z rozméry pravoihlého rovnob&z-
nosténu, ¥V objem &tyrsténu, P jeho povrch. Ten tvofen jest
¢tyimi shodnymi trojihelniky o ploSe A, takie P =4 A.

JelikoZ dany &tyrstén odetind od pravoihlého rovnobé&znosténu

¢tyti shodné trojboké jehlany o objemu i%, jest

3
1 zyz
XYz = 14 + 4.—3-T,
a tedy .
zyz = 3V.
Polomé&r koule tyrsténu vepsané dén jest vztahem
=1 p,

3



516

Jest tudiz

3V
P

5]

a mimo to
abe abc

R=4A—T'

Z toho plyne
e 3V =y
R ™ abc ~— abc’ S
Plochu stén hranolu miZeme vyjadriti jednak jako polo-
vitni soutin dhlopfitek a sinu uhlu jimi sevieného, jednak jako
soutin p¥fsluinych rozmérd. -

Z toho plynou rovnice

. 2z
sin (a7 al) = Tg]y')
sin (b, b)) = _2bTLf.,

. 2z
sin(e, ¢;) = —

jichZz vyndsobenfm obdrzfme

, . . z%y%2?
sin (aa,) . sin (bb,) . sin (cc,) = 8 . ZhiE (2)
Porovninim rovnic (1), (2) pak dospivime ke vztahu
9'2

sin (aa,) . sin (bd,) . sin (cc,) = 8. 2L
jejz jsme méli dokdzati.

16.

Vyska piFimého kuZele elliptického budii geometrickym
primérem poloos podstavy, nejkratii strana geometrickym pri-
mérem strany nejdelit a vysky. Které tikly sviraji nejdeldi a
nejkratdi strana s podstavou? Je-li ddna linedrni vystrednost

ellipsy, ktery jest objem kuzele?
Dr. Josef Tomds.

Reseni. Zaslal p. Jan Jandera, stud. VI tf. r. v Kutné
Hofe.
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a, b budtez poloosy zdkladni ellipsy, v vy3ka, s nejdelsf
a ¢ nejkratdi strana kuZele. Dle dlohy jest

v? = ab, @
12 = sv. 2)
Uhel, ktery svird strana s se zdkladnou, bud «, thel, ktery
svird strana ¢ se zédkladnou, bud 8.
Tu jest
_ab _ b

T a a’

v
tga— re
2

a

:T.

Diéle v onom kuzeli plati je§t& vatahy
s2 = 2 + a‘z} (3)
12 = 0% 4 b2 4)

Vyloutice postupné ¢, s, v z rovnic (1) — (4) obdrZime
rovnici

g = 5

a® —ab — b =0, (5)
odkud plyne
_1+V5
o=— b
a tudiz
—1+\5 1+\5
tgo::-—2—;v—; tg = '—2\/ .

Vyznam maji pouze tangenty kladné, protoZe & i g musi
byti mensf nez 90°; tedy:

5 —1 . 14+ \5
tga:v 5 ; g p= '2\/_.
I bude ' o = 88920/ 24",

B = 51°49'36".
Je-li ddna linedrnd excentricita e, plyne z (5)

ab = ¢
Objem O jest dén vzorcem:
— 1 — % = 3
0._—3-2.0_? . ab\ab = 3 ¢
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17.

V bodé paraboly y* = 2pz, jehoZ pofadmice y, > o jest
ddna, vedena teéna. Ve kieré vzddlenosti od poldthku souradnic
must byti vrchol souosé paraboly (o ose -+ x), jejii parametr
20" = 2p, aby teéna byla obéma krivkdm spoleéna? Jest vy-
pocitate plochu, jis omezuji teéna a oblouky obou krivek, jako
¢ pomér jeji ku plode trojuhelniku z telny a tétiv.

Dr. Josef Tomds.

Reseni. Zaslal p. F. Mddle, stud. VIL t¥. r. v Rakovnice.
Telna ¢, paraboly y®>=—2px v bod& jejim (z,, y,) jest
hny=7r @+ z)

2
h=pr—yy+ 4 =0 ()

¢ili

Tato tefna m4 se stotoZiiovati s tefnou £, v bod® (z,, y,)
hledané paraboly y? — 2p'(xz — a); rovnice tetny ¢, jest

- Yoy =0z + p'e, — 2p'a
<ili
2
tzsp'w——-y,y—}-%i—p’azo. 2)
Aby skuteénd bylo f; ={,, musi souéinitelé p¥i x, y a &len
absolutnf v rovnicich (1), (2) byti tmérny, t. j. musf byti
Yi _ Y
kp=p'kh =1y, k ‘2_13_2iL — pla.
Odtud plyne

' ' 2 (0 '
—P p—>p
k:-l—;—, y,;‘-%yl, a:y‘(gpa )= > z;,
takZe rovnice hledané paraboly mé tvar
. (n'
1 —9 r(x__(p _p)'xl).
y p ‘ T

Abychom urtili plochu omezenou teinou a oblouky obou
kiivek, oznatme si dotyéné body teiny

2 2 (2p'— _ ’
M(‘”l:%v.’/x); -N(zz:%p;a—ﬂy y2=%yl)7
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jich priméty na osu z: M,, N, 2 jeden z prisetfki obou pa-
rabol (hofenf)

' =
P (fb‘g =S'H —2%5-’: Ys =Y \/—f’—)
Potom najdeme onu plochu, kdyZ od lichob&znika M, N, N.!

odetteme Gsete M, P, PM, P,N, NP, kde P, znat{ primét bodu
P na osu z.

Jest tudiz hledand plocha

P = (2 — w1)2(?/1 + 3/2)_[_?3_ (, — a) y, — _g_ (x; — a) -'/3]

2 2
-—(—g- T3Ys — g Y )7
a po snadné upravé

P:%%(p'—p)(\/b—'—v;)z-

Podobné uzijeme-li vzorce

P,=—_21-_ [, (v — ys) + 2 (Vo — 9 + 25 (4, — %)),

obdrzime plochu P’ trojahelniku MNP
1 3 —
P=4 . L —p) (V= Ve
Pomér obou ploch pak jest

Jest urditi geometrické misto prisekd hyperboly x* sinep
’ 2a
sin 2’

— y%cos® ¢ = a? s primkou ztg @ — ycotgp =
Je-li @ proménlivé.
Dr. Josef Tomas,

Regeni. Zaslal p. Jan Jandera, stud. VL tt. r. v Kutné
Hote.
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Rovnici pfimky moZno psiti ve tvaru
z sin* @ —y cos® p = a.
Jednd se tedy o to, vyloutiti dhel ¢ z rovnic
z sin®ep —y cos?qp =aq,
2? sin® 9 — y? cos? ¢ = a?,
neboli, po snadné tpravé, z rovnic
(@ + y*) sin® o = y* + a?,
x+y)sintop=y+ a.
Vylouéenfm sin? ¢ obdrZzime rovniei
@+ +a)—@+y @ +a)=0
a po snadné tpravé
(x — a) (y* — xy — ax — ay) = 0.
Rozpad4 se tedy hledané geometrické misto na pfimku
rovonobéznou s osou y ve vzdédlenosti a

r—a=20
a na kuZelosetku
y? —axy — ax — ay =0,

Cleny druhého stupné y? — xy rozpadaji se ve dva redlné
¢initele prvého stupné y (y — «). Jest to tedy hyperbola, jejiz
asymptoty jsou rovmnobéiné s pfmkami y =0a y —z =0,

sviraji tudiZ iihel % Abychom uréili jeji osy, hledejme nej-

prve stfed. Pofineme rovnob&iné osy, takZze bude potitkem
bod z,, y,. Transformace ta déna jest rovnicemi

z=2z, + §

Y ="Yo +n
x,, Y, urtime tak, aby v rovnici transformované odpadly &leny
linedrni. I dostaneme soufadnice stiedu z, — — 3a, y, = — a.

Rovnice hyperboly nabude pak tvaru

7 — &n + 2a? = 0.
~ Ototme nyni soustavu soufadnic o thel &
§= Xcos® — Y sin 9,
n=Xsin®+ Y cos 9.
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Tak dostaneme
Y3 sin & (sin O — cos ®) 4+ XY (sin 28 — cos 29)
+ Y2 cos & (sin & + cos 9) + 2a®=0.
Urteme nyni & tak, aby €len XY odpadl.
To vyzaduje, aby sin 28 — cos 20 = 0.

9294 =1
n
2«9..7
— % 990y
&= 3 = 22°30'".

Pak miZeme rovnici hyperboly déti tvar
x? e
2 (V2 +1) 22(VZ—1)
z teho? vidime, %e jeji hlavni poloosa jest a V2 (V2 + 1) a
vedlejst a V2 (V2 — 1), .

Hyperbola ¢%* —2zy — ax —ay = 0 m4 stfed v bodé
(— 3a, — a), z asymptot jedna jest rovnobé&Zné s osou x, druhd

k)

gvird s kladnym smérem osy z Ghel —-, hlavni osa pilf ostry

tihel obou asymptot. Hlavnf poloosa mé délku a Ve (V2 4+ 1)
a vedlejd a V2 (VZ — 1).

19.

Resiti jest soustavu rovnic
2t + y* + 2% =a,

24 y*— xy—=—Aho.
Prof. R. Hrusa.

Refenf. Zaslal p. Jaromir Mares, stud. Vla. tf. redlky
v Praze IIIL

6 6

wﬂ —_ y2
. ma + y3
a levou stranu rovnice druhé ve tvaru . Z toho vidime,

vty

Levou stranu rovnice prvé lze psiti ve tvaru

34
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%e levé strana rovnice prvé jest délitelna levou stranou rovnice
drubé a podil bude

xa__ys_ 2 2
=t ay

Piipojime-li tedy k rovnici druhé rovniei vzniklou dglenfm
obou danych rovnic, dospivime k soustavé dvou soumérnych
a snadno Feditelnych rovnic

Py = L

z? —zxy 4+ y* = b.
Z toho seltenim a odeétenim dostaneme

a b

zt 4yt = —2‘;) ’
' B
9y = a bb

Opétovnym seétenim a odeftenim dosp&jeme po odmocnéni
k soustavé dvou rovnic linedrnych

x+y—_i\/ %
[36* —a
g—y==% %
Z tehoz
e EVBa =P VB —a y__-i_—V?;a——b”lT-VBb“——a
- 226 YT 225 )
20.

Reste soustavu rovnic
22yt ay= T,
yr 4 22 4 gz = 19,
4?4 xs =18,

Prof, Jan Schuster.

Reseni. Zaslal p. F. Mddle, stud. VII. t¥. r. v Rakovnice.

Odetitejme od druhé rovnice prvnf a ttetf a od t¥eti prvni.
ObdrZime tak po snadné tpravé
z—2)(@+y+ 2)=12, (1)
(y—2)(z+y+2) =6, ©)]
E—y)@+y+2) =6 (C)
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Z rovnic (2), (3) plyne

y—r—=z—y,
a tedy jednak

z 4+ =2y, “@
jednak ‘
x4+ y-+2=3y.
Jest tudiZz na zdkladé rovnice (1)
4
2—x=—. 5
v . ()
Z rovwnic (4), (5) plyne
2
=Y — 7) (©)
’ 2
i =Y + 7 . (7)

Dosadme tyto hodnoty do n&které z danyeh rovnic; do-
staneme tak rovnici
3y* — 13y +4 =0,
ze které plyne

3
Y150 = 2, y3u:+v

3"’
k tomu pifslusf
5\3
=1, 2, =3, m3,4=i—\;—,
21’2 - + 3 ‘374 = + 7\.43

21.

Na dvou pevnych polednicich naleznéte body téze $irky,
aby pro né

a) rozdil obloukd je spojujici rovnobéiky a hlavného kruhu
byl co mejvétsi,

b) plocha mezi tymii oblouky obsaZend byla co nejvétsi.

Které hodnoté se blizi Sirka o, kdys se rozdil délek obou
mist bli&i nulle. Prof, Jan Schuster.

. ‘ 34
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Regeni. Dle p. autora.

a) Je-li rozdil &iek obou mist J, zemdpisnd &iffka ¢, je
oblouk na rovnob&Zce r cos ¢ arc 6, na hlavnim kruhu se obdrzf
fefenim pravoihlého trojahelnika rovny:

2 arc sin €08 @ . S —-|.

Jde o uréeni extrema vyrazu

, .0
y=r|cos ¢ .arcd — 2 arc sin cos g sin - |.

Stati uvaZzovati cos ¢ jako neodvisle proménnou a ozna-

titi z, takZe jde o extremum vyrazu

Y= r[x arc 6 — 2 arc sin (x sm-%)]

a vymizeni prvni derivace di

sin—d—
arc & — 2. _—2_ =0,

\/1 — x® sin? —‘-’2—

z &ehoZ pro x obdriime

. 0 \®2
. 1 - Sl‘n—ﬁ“
ne — -
sn ) arc 9

Zmensujé-li se d, blizi se tento vyraz konetné hranici.
Nebot uvézfme-li, Ze pro malé thly je pFiblizné

3

Sin = & —
A= 37’
St —— 52
blizi ‘se 3 hodnoté 1 — 30
T are—5- .
2
- Dosazenf d4
. 4\
1 93° 1 (_2')
2 —— _— =
= .,_i'[l 1'*'4.31]—3 e
Sin 9 Sin 3
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kteryZz vyraz md meznou hodnotu —;— Jest tedy piisluind Sfifka
urtena absolutni hodnotou cos ¢ =— \—/%

Ze zde jde o maximum, plyne z jednoduché dvahy, ze pro
¢ =0 a ¢ == 90° jest rozdil O.

b) Plocha se rovnd rozdilu dvou trojihelnfki, jez oba maji
spoleény vrchol pfi pélu a svrchu uvedené oblouky za zdkladnu.
Plocha omezeni rovnob&Zkou se rovnd poloviné dvojihelnika
s uhlem 8, zmen3ené o &dst pdsu kulového, omezeného rovnikem
a rovnobézkou i poledniky obéma :

riarc 6 — r2arc d.sin o = r2arcd (1 — sin g).
Od této plochy se odette sféricky trojihelnik

2r’arc(—%—+§——90):r2(arcd——n+2arc§).

Tedy je plocha
p=r:[n—sinparcd — 2arcé],
kde ¢ plyne z rovnice

)
cotg 3
tg E=

sing ’

takZe se ¢ vyskytuje jen v sin @ a lze je oznaliti =, a jde pak
0 maximum vyrazu

cotg —g——

y=uzarcd— 2arctyg

Polozfme-li derivaci rovnu O, obdrzfme rovnici

cotg 3
2 0
- cotg 5
arc 8 — 2 _ 3 =0, arcé—'2————-——————6-=0,
cotg® o a* - coty® -~
14—

xﬂ
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z &ehoZ

2 cotg 2
2 _ 0tg? —-.
~arc d ¢t g
Meznd hodnota FfeSeni, kdyZz se & blizf 0, se dd ziskati
podobné jako prve. Je totiz

. xﬂ_

— s T
S 1 003?
2 — —_ —_—
x? = cotg 9 am.”; 3
5 sin —-
cos*———}—éa——(y 1 L o
. 2 2 318 ?(, 2’4‘)
- 2
sin —— (d)
2 2
cos—d——df— 1_1
. 28 (2 '6)
=7 5 ’
2 4
. 1 . 1, ..
neboli x’:—g—, singp=— \_/3_’ jedi 0 = 0.
22,

Tenky drdt dané délky 1 svinut do Sroubovice o n zdvitech,
konce pripojeny ke dvéma deskdm kolmym k ose Sroubovice.
Jak daleko smi se desky od sebe vzddliti, aby vdlec jimi i Srou-
bovict stanoveny mil objem co mejvétdi?  Prof. Jan Schuster.

Redeni. Zaslal pan +. Mddle, stud. VIL tf. r. v Rakovnice.

Oznatfme-li = hledanou vzddlenost obou desek, r polomér
zékladny vélce, jest jeho objem

V = mwrx.

Je-li n potet zdvitii, jest délka jednoho zdvitu —nl— a vyska

. x
J eho —’—,-.
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Rozvineme-li plochu véleovou do roviny, ptejde Sroubovice
v pHmku. A tu bude jeden z4vit preponou pravothlého troj-
thelnfka, v némZ jsou odvésny tvofeny obvodem zdkladni kruz-
nice a vySkou zdvitu. Bude tedy

2 2
42 = i—‘; — '“:—,,
ar? = yr— % — z9),
V= -4nln“ (1% — 2% =.

Objem V zévisf na funkeci
f@=(*—2Yx,
jejiz krajni hodnoty obdrZime z rovnice
f () =12 — 322 = 0,

x:-l_—%\/fi—.

Il _
Pro z =3 V3 jest druhd derivace f* (z) = — 6z z4-

porné; nastivd tudf maximum.

- 28.

Naleznste pravoihly rovnobéinostén objemu nejvétitho a
nejymensdtho, jsou-li ddany :

a) soucet rozmérii a télesnd uhlopricka,

b) povrch « télesnd whlopiiéka,

c) soulet rozméri a povrch. Prof, Jan Schuster.

Redeni. Zaslal p. F. Mddle, stud. VIL. t¥. r. v Rakovnice.
Objem pravoihlého rovnobéZnosténu jest ddn vzorcem
(znatf-li =, y, # jeho rozméry)
V = zy».
a) Je-li déno

z+y+z2=35,
z? + y* + P =
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tu odedtenim rovnic
v+ 2 + 2 = (S — )",

y?+ 22 = u— z*

najdeme
- ue
yz = x*— Sz +
takze jest
. DI
V=2%— S2%4 S 5 Ly
Krajni hodnoty ¥ nastanou pro
'S’2 — u?

V' = 3x* — 28z +
z této rovnice vypotitdime
28 + \/6u? — 25°

xl,‘l —_— 6 y

=0;

nateZ piisluiné rozméry y, 2 dé,ny jsou rovnicemi
y+2=8—n,
ya — Sz +

Pro z, jest drub4 derivace V"' — 6¢ - 28 kladnd a na-
stdvd tedy minimum, pro x, jest V" << 0, t. . nastivd maximum.

b) V tomto pfipadé jest déno
2 (xy + y2 + z22) = P,
2% - 9% 4 2% = ul
Zde si zjedndme
@+y+o)=P+u’
. y+z2=\P+ u*—a,
Yt 4 2z + 2 =P+ ut—2\[PFut+4a?,

y"-—i—z“:u“——‘x“,

___uﬂ

tedy
— 2 e P
yr=zx —acVP—l—u + 5
takZze objem V jest
V:x?—x’VF+u”+§x.
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Z prvni derivace

P — 82 — 20 P + _;i —0

pak plyne

__2VP + u* + V4u® — 2P
Z1,0 — 8 .

Pro hotejsf znaménko md objem ¥ minimum a pro dolejsi
maximum, jak se lze presvédéiti z drubé derivace

V' =6x — 2\/P+ u*

Ostatnf rozméry si jiz snadno najdeme.

¢) Zde jest déno

r+y+2=35
2xy 4+ 2yz + 2wz = I,

Z t&chto rovnic si podobnd jako pfedeSle najdeme
y? = x* — Sz —‘g,

V=x3-8x9+§~a;,

V‘=3w’—2$x+i2)-:0,
28 + V48* — 6P
6 .

Jelikoz druhd derivace jest V" — 6x — 238, md objem V
pro x, minimum a pro z, maximum.

L10 =

24.

Vepsati do ellipsy lichobéinik, jeloZ jedna zdkladna,
rovnobéind s osou, md danow délkw tak, aby plocha byla co
nejuétsi, Prof. Jan Schuster.

Reseni. Zaslal p. Lad. Novdk, stud. ném. obch. akad.

Ellipsu o poloosdch a, b lze poklddati za kolmy§ primét
kruznice o poloméru a, jejiz rovina svird s rovinou ellipsy
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thel ¢, dany vztahem cos ¢ — %- Uvézime-li, Ze pomér ploch

se promitinim neméni a Ze zdkladna lichobé&zniku, jsouc rovno-
b&Zna s osou, promitd se v tsetku téZze délky, vidime, Ze dloha
pfevedena na tuto jednodussi:

Vepsati do kruhu lichob&Znfk A BCD, jehoZz jedna zikladna
AB je dand tétiva.

Lichob&znfk ten bude patrn& rovnoramenny.

Oznalme ¢ thel stfedovy 40B, pkisluiny k tétivé AB.
Pfi o stadf se omeziti na hodnoty od 0 do =.

Déle dluZno rozezndvati dva p¥ipady.

1. Stted kruZnice lezf uvnitf lichob&zniku.

Oznatme z thel BOC = AOD. TUhel z musime patrné
uvaZovati v intervallu od O (kdy lichob&Znik redukuje se na

tétiva) do w — ‘;‘ (kdy lichobéznik pfejde v trojihelnik rovno-
ramenny). Pak je tthel COD = 27 — 2z — «.

Plocha lichobszniku P je sou¢tem ploch trojihelnikd AOB,
BOC = DOA, COD, tedy

Pz—;—a“sina-l—2.Ti-a”sinx-l-—i—a“sin(2n—2x——‘a),

2 ,
P= —0'2— (sin & + 2 sin x — sin 2z + «)).

Plocha P zdvisi patrné na funkei

f (x) = sin a + 2 sin z — sin (2z - @),
kterou dluZno uvaZovati v intervallu od O do = — —;——

Derivace

' (%) =2 cos z — 2 cos (2z 4 @)
vymizf pro hodnoty x urfené vztahem
cos x = cos 2z + a),
tedy pro hodnoty dané rovnicemi
2r o=+ =+ 2k m,

kdeZ % jest celé &fslo.
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Z hodnot téch

r=—oa+2kxn
e — -?l;- 2k 7
ptipadd do intervallu pro z (od 0 do n — %) pouze 27:3— iy
Jezto
f40) =2 (1 — cos @) = 4 sin? 2.~ 0

2
a f (n——%):—?(l —|—cos%j—):-——zlcos2 -f—;—<0,

-_—a

nastivd pro x = i skutetné maximum, Uvdzime-li, Zze

f '(w) mozno psdti téz ve tvaru
) = sin e« — sin 2z + ) + 2 sin x
=2 sinz (1 — cos (x + @) = 4 sin x sin? x_—2l-__of’
pak je ona hodnota maximélni

2n—ea\__ , . 2n—a . w4+«
f( 3 )_4sm 3 sin® —s—.

Funkce f(z) stoupd od hodnoty f(0) = O aZ do maxima
a pak klesd az k nejmensf hodnoté na hranici

E\ _ gsin & gogt &
f(n—z)._4sm2cos g

Plocha P md stejny pribéh a hodnoty jeji vypolteme ze
vztahu
a2
P= 5 f(z).
2. Stfed kruznice lezi vné lichobé&Znfku. Oznaime z zase
thel COB. Nynf musfime z uvaZovati v intervallu od O (tu
lichobéznik se redukuje na tétivu AB) do % (kdy lichob&znik

piejde v trojtihelnik rovnoramenny). Uhel COD jest nyni ¢ — 2z.
Plochu lichob&znfku P dostaneme, kdyz od souttu ploch
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trojihelniki AOD = COB a DOC odeéteme plochu trojihel-
nfka AOB,
I bude

9 2 _
P=% (—sina+2sina 4 sin @ — 22)) =5 7 (@),
klademe-li

flx) = — sin e + 2 sin & + sin (¢ — 2x) = 4 sin z sin® .

5

I vidime, Ze jest
(@) = — f(— 2).

Tim pfevedeno uvaiovini f(x) na uvaZovdni f(x) pro

zéporné hodnoty z v intervallu od — % do 0. V tomto inter-

vallu jest f(z) = O jedind pro 2 = — _‘?:" a jezto
()= — —cos 4\ = _ 4sin* =
f( 2)_ 2(1 ‘cos 2)_ 4 sin 4<O,

£40) = 4 sin? % =0,
nast4vd minimum funkee f(z) a tedy maximum funkce f(z)

pro x = —%—. Tu bude

[ ¢ o . [14
f(—g—)_ —f(——s—)_éi.sm"—g—.
Funkce f(z) stoupd od hodnoty 7(0) do hodnoty maximalnf
a pak klesd k nejmenif hodnoté na hranici '

(e __ . O . og O
f(z)_4§zn g S
25.
K pottu logarithmickému upraviti vijraz

cotg o cotg B — tg y g o,
Je-li a4 B+ 7+ 6 =360 .
Prof. R. Hrusa.
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Redeni. Zaslal p. Jaromir Mares, stud. Vla. tf. redlky
v Praze III.

Dany vyraz lze psiti ve tvaru
(— 1 4+ cotg & cotg B) + (L — tg y tg 0),

z ndhoz se obdrzi zavedenim sin a cos a uzitim souttovych
vzorel

c0s (¢ -+ f)

sin o sin

cos (y + 0) __cos(a+ B)[cosycosd + sinasin ﬁ]

+ cosycos o0 sin o sin (3 €os y cos 0
Zbyvd pouze upraviti vyraz: cosy cos & + sin a sin fi.
Postupné vyjde:
2¢0sy cos 0+ 2sin e sinff=
= 05 (7 + 0) + 005 ( — 6) + cos (e — ) — cos (& + )
=cos (y — 0) + cos (& — ff) =
y—8+a—p y—0—atp

=—2cos o) cos o)

Na zédkladé vztahu « 4 3 + 7 + 9 = 360° jest

7_3-;-04—13___“_*_7,_1800, 7__";_“'"_@:1800—(0:4-5)

a tudiz
cos 7 cos & 4 sin  stn & = cos (& 4+ 7) cos (¢ + 8).
Jest tedy konetnd

cos (e -+ B) cos (¢ + 7) cos (& —|—-6)

sin ¢ sin 3 cos y cos & .

cotg e cotg B—tgytgds—=

26.
Resiti trojiihelnik, je-li din souéet stran a -+ b, vyska
s vrcholu C a dhel y. Prof. R, Hrusa.

Refeni. Zaslal p. Juromir Mares, stud. Vla. tf. reslky
v Praze IIL

Oznatme soudet stran a + b = m a v vyiku z vrcholu C.
Z véty cosinusové plyne

¢® = a® -+ b* — 2ab cos y = (a + b)* — 2adb (1 4 cos 7)

—_— 2 Y
—=m 4ab cos o



534

Plochu trojthelnika 1ze vyjadfiti ve tvaru % cv a ve tvaru

—% ab sin y. Z toho plyne, Ze
b= si‘:}y = ‘ 'vw y
2 sin 5 €08 5

I bude

ct= m? — 2cv culg —;—
Jest tedy ¢ urfeno kvadratickou rovnicf
c® 4 2¢v cotg —g— —m?=0.

Uloze vyhovuje poﬁze kladny kofen této rovnice

—_ 7 7
¢ = — vcoly 5 +\/v”cotg“—? -+ m?2.
Uhly pak urtfme na zékladé rovnice Cagnoli-Mollweideovy:
«—p
atb c0s —
=
sin %
Odtud plyne
.Y
m sin —-
cos P — 2
2 = c
a mimo to jest
e+8 __ oo 1
5 = 90 g
217,

Ddn polomér koule vepsané ¢ a polomér r =% o koule
opsané pravidelnému &tyFbokému jehlanu. Jest vypolitati po-
vrch a objem jehlanu jakoZ i polomér koule, kierd se dotyld

viech osmi hran. Prof. Dr. Josef Tomds,
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Reseni. Zaslal p. Jan Jandera, stud. VI. tf. r. v Kutné
Hofe.

Necht jest a zdkladnf hrana, b poboéné hrana, v vyika,
l vyska pobotné stény jehlanu.

Vedeme-li dhlopii¢ny Fez, obdrzime trojihelnik rovnora-
menny, jemuZ opsdna jest hlavni kruznice opsané koule jehlanu.

V ném plati vztah

20 (2r —v) = a®. (1)

(Sta¥f uvaZovati mocnost paty vySky vzhledem ke kruZnici
opsané.)

Vedeme-li vrcholem ¥fez rovnob&iny s nékterou hranou
podstavnou, obdrzime trojihelnfk rovnoramenny, jemuZ vepsin
hlavni kruh koule vepsané jehlanu.

V tomto trojihelniku bude

av = g (a + 2h),
kdez

h =04 %2;
bude tedy
a (v — @) = 2¢h.
Umocnime-li, obdrzime
a% (v — ) = ¢* (a® + hv?)
a odtud po snadné tpravé
a? (v — 20) = 40%. (2)
Znésobenfm rovnic (1) a (2) dostaneme
@r —v) (v — 20) = 20
a jest tedy v urteno kvadratickou rovnmicf
v?—2v (r + @) + 20 2r + ) =0, 3)
odtud dostaneme
v=rtokVri—dre—¢=r+oxVr—o —2%"
Z rovnice (1) plyne pak, vyjddifmeli v? na zdkladd (3),
a®=49 (2r + 0 — v),
a =38Vo (r = V(r — 0)' — 2¢%).
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Kouli dotykajici se viech osmi hran protne op&t fez thlo-
pti¢ny v hlavnim kruhu. UvdZime-li, Ze se koule ta dotykd hran
podstavnych v pilicich bodech a %e teiny vedené z jednoho bodu
ke kouli majf tutéz délku, shleddme, Ze se dotykd hlavni kruh
aQ

vyfaty tdblopfiénym Fezem ramen ve vzddlenosti 5

od vrchold

zdkladny a stfed Ze mé ptirozené na vyice.
Oznatime-li R polomér této koule, bude pak plynouti z po-
dobnosti trojibelniki

R:(b?%):%vgzv

a tedy

R=(2b T a)aVQ-‘
4v

(Znaménko — neb - dle toho, dotyki-li se koule hran
pobolnych, neb jich prodlouZeni.)
Zde jest

2
b2 =v® 4+ _a2_ = 2rv.
V daném pifklads, kdy r = % ¢, nalezneme

v, = 4o, _ v, == 3¢,

a, =2PV2; a, = 29\/51

h, =30\/2, hy =20\3.

Povreh ddn jest vzorcem
P=ua (a 4+ 2h)
a tedy
© P, = 32¢% P, = 3692

objem pak vzorcem

aty
V= 3
3
J, = 3239 , YV, =12¢%

Konetng jest "

2V FF V2 — /s
R1=£2i_v—97 R2=(V10+V2)9-
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28.

V' komolém kuzeli, primém mebo Sikmém, ddny objemy
dvou kuzelds ky, a ky, jeZ obdriime, kdyi do komolého FkuZele
vepiSeme dva kudele se pronikajici tak, aby stred podstavy jed-
noho byl wrcholem kusele druhého; spoleény prostor obou
téles tvofen jest prdvé danymi kuieli k, a k,. Vypoltéte objem
Lomolého kuzele a jeho zbytku, kdyZ téleso, jei tvo¥i oba ku-
zele se promikajici, vyjmeme. Prof, Dr. Josef Tomas,

Resenf. Zaslal p. F. Mddle, stud. VIL t¥. r. v Rakovnice.

Oznaime r,, r, poloméry zdkladen komolého kuzele, v,, v,
vysky kuzeld %,, k,, ¢ polomér spoletné zikladny téchto kuZeld.

Potom jest
by = % mov,, a tedy v, = -2’:?‘2, 1
ky= —é— 7mo%,, a tedy v, == % (2

Je-li vysika komolého kuzele v,, jest v, 4 v, =— v a tudi
B0 4 k)

L 3
Objem komolého kuZzele jest
v
K =22 (2 +rry+ 1)
Z podobnosti trojihelnikii plyne
—p Y =, Y
r1—9027 2—9,01,
a uzijeme-li (1) — (3), bude
ky + k
=0 ;.%_2, @)
E, 4+
r=o _'_% | ®)

Dosadime-li tyto hodnoty do K a uZijeme zirovei (3),
dostaneme

1 1 1
B= o+ b (g )

35
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neb téz
(k + k)3 (k2 4 kky 4+ Icﬂ)
U
Téleso, jez tvoi‘i oba kuZele se pronikajici, sklddd se ze
dvou komolfch kuzeli K,, K,, z nichz prvni mé poloméry zi-
kladen r,, ¢, druhy r,, o. Jejich objemy jsou

K, = L wryy — ky,

K, =

3
& i —k,
tedy
K, + K,= _;;- w(r: ) o — (k + k).
Uzijeme-li vzorci (4), (b)) a (3), dostaneme
K K= Gy ) (g ) — G ).
Zbytek komolého kuZele K pak jest
Z=K— (K, + K,)
= +1 (g + )=+ ()
tht b= Bt RE gy,
1%

g — (b T) (B + Bk, + )
= i :

29.

Kruhovy prsten, venikly otolenim kruhové isede, mendi
polokruhu, kolem priméru, jens plochy jeji neprotind, jest pilen
stfednim rezem disebe, t. j. Fezem, ktery puli tétivu vsele a stoji
kolmo na ose rotaéni. Prof, Dr. Josef Tomds.

Reseni dle p. autora.

T, TﬁT, jest tuset, .jez utvoif, otdlejic se kolem pri-
méru P, P,, kulovy prsten; stfedni fez prstenem jest mezikruii
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o §fce MN. Na tétivé T, T, zvolme dva body M, a M, tak,
aby bylo MM, — M,M; i bude také OM, = OM,. Rezy, ve-
dené body M, a M, kolmo ku priméru P,P,, maji od stfed-
nfho fezu NN’ stejné vzdalenosti a tvof{ v prstenu mezikruZf
o §ftkdch M,N,, M,N,.

Jejich plochy jsou
F, = aM\N, . N\'M, = ns3,
Fy,=aM,N, . N/ M, = =s;,
jsou-li s, a s, polovice t&tiv nejkratiich, body M, a M, vede-
nych. PonévadZ pak s, — s, (nebot OM, — OM,), bude i
F,=F, =z (r* — d?), d, = OM,.

Mezikru#i o §ffkich M, N,, M,N, ve stejnych vzdilenostech
od stfedniho fezu ANV’ majf plochy sob& rovné a kazdé z nich
se rovnd mezikruzf, utvofenému hlavnim kruhem a kruhem
s timto soustfednym o poloméru OM, — OM,. Z toho patrno,
ze sttedni fez prstenem tvoff mezikruzi obsahu maxim4lnfho
F = 7 (r* — OM?). Dle principu Cavalieriho jsou pak obé &asti
prstenu, vzniklé stfednim Fezem, sob& rovny:
nt

127
jelli T,T, =1¢, primét pak tohoto ¢ na osu rotaini roven v.

K=K, =

Posndmlka:
a) Fy, = F, = ns}. Mezikruzi o 3ffkich M, &,, M,N,
rovnaji se kruhu o poloméru
s, = Vrt — 0222
Oznatime-i <t MOM, — w, fhel pak, ktery svird tétiva
t = T, T, asete s osou rotatnf, pismenem 7, bude

t2
—_— r?— |-
0IF _ , _ (2)

2 — 22
S —_— r —_—— T
b cos® @ cos? ®
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Vzdélenost fezu N,’N, od fezu stfednfho jest
p1=(TlItgw.co.s-r,

t 2
pl= [r’-' —(—2—) ] 19% @ cos® 1.

Polozme nynf s, = @, p, = y v soustavé soufadnic pravo-
thlych. I bude, ponévadZ nynf

t 2 yu t 2 ya
e __(_° 0 o) — —2 e—( ") ___9
[r (2)] tg* & cost 7’ z (2) cos2 v’

neb

A
(=) (=)
coZ jest rovnice elipsy obecnd, pro z — O pak rovnice kruZnice
0 poloméru ?t; v jest vySka prstenu, t. j. primét tdtivy ¢ na
osu rotaéni.
Kdyby se tato elipsa- (kruznice) otdlela kolem osy y, vy-

%, (kouli o

tvofila by rotaéni elipsoid (kou‘li)' 0 polooséch -2t—,

2

nafeho prstenu objemu.rotatniho elipsoidu (koule), jenZ vznikne

t v
272
rovnobézna § osou rotatni, je prsten rovemn kouli o priméru ¢,
€0Z znimo. :

poloméru —f—) Dle principu Cavalieriho rovnd se pak objem

rotacf elipsy o poloosich kolem osy v. Je-li tétiva

Na zikladé této uvahy lze objem rotainfho elipsoidu (a, 0)
snadno vypoéisti (26 — osa rota¢nf):

nt’y __ 4mwa®h
6 — 3 °

a>b, t=2a, v=2b K=
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Tof objem sféroidu. Pro objem rotatniho elipsoidu po-
dloublého (2a = osa rotaénf) vychdzi podobny vzorec

__4mad®
E, = 3

b) Ze vzorce
FF=F,=a(*—d)
obdrzime opé&t krychlovy obsah rotaénfho hyperboloidu.
Utitime

0
Cus @

dl = OMI s
a jako v piipadé a)
OM.tgwecost =y, OM=d.

:x,

I bude
2y 1
d®  d%cos’v ’
coZ jest rovnice hyperboly.
Na hyperbole té budteZ vrcholy 4, 4‘, 0A = 0A4’, bod D

méj soufadnice OC = r, CD = % Necht dale jest £ bod sou-

mérny s D vzhledem k ose z, body C’, D' a E’ necht jsou sou-
mérny s body C, D a E vzhledem k ose y. Na asymptoté lezf
bod B, takie AB = d cos =.

Otdti-li se plocha EADD'A'E'E kolem o8y y, vznikne
rotaéni hyperboloid jednoplochy, obdélnik pak EDD'E’ vytvoii
vdlec. Objem prstenu rovnd se rozdilu obou téles, t. j. télesu,
jez vznikne otdfenfm plochy AECDA kolem osy y. Objem hy-
perboloidu rota¢nfho jednoplochého jest tedy

Aty __mw. v
6 — 6
6r? — 12 = (4r2 — ¢ 4 202 = 4d* 4 2r?,

H= nr®v — (6r2 — t%),

H =_"?:’_ (2d2 + »?).
Polozme

=a=04, dcost=AB=0b, v=ED=2CD =2y,
r= 00 =ux,.
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1 bude
27y, 2na?
H=" @a* +at) =51 (2 + 809,

30.
Seéisti fadu

2n + 1 (rlz)_ ng—nl (;)_1_,.».—}-(— 1)n—1(n+2)(:).

n
Prof. Dr. Josef Tomds.
Refenf. Zaslal pan F. Mddle, stud. VIL. tf. realky
v Rakovnice.
RozloZme soutinitele u binomickjch koefficientd v dané
"fad® nésledujicim zpisobem
Ml _, 1
n n

2n 2
n——l_2 + n—1°

20 — 1 3
_2-}-”———-2,

n—2

Danou fadu mizeme pak psdti ve tvaru

s=rl(1)-(3)#(3) =+ (2]

+_11z_(’1¢)‘_7_&__2j.1(;‘)+...+(— 1)n-1n(::).

Vyraz v hranaté zdvorce méd hodnotu 1, uvéfme-li, Ze dle
binomické poutky jest

e
H(5)-et) e rma(d)

n
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mizeme psiti ve tvaru

= (3)+(3) e (L2
a je tedy jeho hodnota
()

Sy =2 — (— 1)~
Je-li # &slo liché, jest S, = 3, je-li sudé, jest S, = 1.

a konetné

Z deskriptivni geometrie.
1.

Uréiti rotaéni ellipsoid vejéity, ddno-li jedno jeho ohnisko,
tFi roviny teéné a bod povrchu.
Dr. Josef Klima,

Reseni. Zaslal pan Jan A. Novdik, stud. VIL tf. redlky
v Uherském Brods.

Geometrickym mistem bodd soumérnych dle teénych rovin
8 ohniskem F, elipsoidu jest Fidicf plocha kulovd P o stfedu
v druhém ohnisku F, a poloméru rovném velké ose elipsoidu 2a.
Sestrojme tedy body M,, M,, M, soumérné s danym ohniskem
F, dle tetnfch rovin z,, 7, 73. Z bodu 4, jimZ elipsoid md
prochézeti, opisme jako ze stfedu kouli K o poloméru AF,.
Ridicf koule se ji bude dotykati, nebot z rovnice #,4 4 AF, — 2a
vyplyvé, %e vzddlenost stfedd obou kouli P a K se rovn4 roz-
dflu jich poloméri. Stied koule P le#f na kolmici n vztylené
ve stfedu kruZnice, jdouci body M,, M, M, k rovind (i,
M,, M,). Rovina (4, n) protind kruznici (M,, M,, M,) v bo-
dech X, Y a kouli K ve hlavni kruZnici . KruZnice p, leZici
v rovind (d, w), jdouci body X, Y a dotykajici se kruznice %,
Jest hlavni kruznicf na kouli P, jejf stied druhym ohniskem #,
a jeji polomér velkou osou elipsoidu. Sestrojime tedy nejprve
body M,, M, M,, pak kolmici n, pak prisetiky X, Y roviny
(4, n) 8 kruznici (M,, M,, M,); dile opifeme v rovind (4, n)
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kol A polomérem AF, kruznici % a sestrojime kruznici p (dle
véty ‘o chorddldch tfi kruZnic). JelikoZ sestrojeni kruZnice p je
dvojznaéné, dalo by se Cekati, %e tloha je dvojznaind. Pan
Boh. Hummel, stud. VI. tf. redlky v Pf¥ibrami, podotykd, Ze pouze
ono z obou fefenf vyhovuje, v némZ koule K lezi zcela uvnitf P.
Druhé feSenf odpovidd patrné dvojdilnému rotaénimu hyper-
boloidu.

2.

Tremi dangmi body proloZiti rotaéni plochu wvdlcovou,
protinajici jednu danou rovinu v nejhezéi ellipse (a® = 20%)
a druhou danow rovinu ve dvou povrchovych primkdch.

Dr. Josef Klima.

- Resenf. Zaslal p. Ludvik Hatlicek, stud. VI. tf. redlky
na Kr. Vinohradech.

Sede-li rovina o dany rotatni vilec v nejhezii elipse, jest
odchylka povrchovych pfimek jeho od ¢ rovna 45° Sele-li ro-
vina o tyz vilec ve dvou povrchovych piimkdch, jsou povrchové
ptimky rovnob&Zny se ¢. Tim tloha prevedena na tdlohu: Najiti
smér piimek, jez s rovinou ¢ sviraji dhel 45° a jsou rovnobé&zny
s rovinou o. Uloha se Fedf tak, Ze sestrojime rotatni kuzel
o libovolné zvoleném vrcholu (tfeba v jednom z onéch tif da-
nych bodd), jehoz kruhovd zdkladna lezf v ¢ a jehoZ povrchové
piimky od ¢ maji odchylku 45°% a tento kuZel protneme ro-
vinou vedenou vrcholem toho kuZele rovnobéZn& s rovinou o.
Dostavdme tak smér povrchovych piimek rotatniho vilce. Dalsf
postup samozfejmy. Uloha je dvojznatnd, je-li odchylka rovin
(g, g) > 45", jednoznalnd, je-li <t (o, 0) = 45° a nemoZnd pii
<t (o, o) << 45°.

3.

Dvéma body proloéiti plochy kulové, dotykajici se dvou
ploch kulovych. ‘
Dr. Josef Klima,

Reseni. Zaslal p. Jan A. Novdk, stud. VIL. tF. redlky
v Uherském Brodé.

K fefenf dlohy uZijeme mversni transformace danych
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prvkd. Pro zobrazeni jest vyhodno voliti za stfed inverse nej-
vy$3 bod koule K, vzhledem k nékteré primé&tnd, tfeba ». Bod
ten budiz O. Mocnost inverse volime rovnou mocnosti bodu O
ke druhé kouli K,. K, se transformuje v rovinu z kolmou na
primér bodu O; zde tedy je z||=. K, pfejde sama v sebe.
Bodim A, B odpovidaji jisté body A’, B‘. Mdme nyni FeSiti
iilohu: Sestrojiti kouli K jdouci body 4', B’ a dotykajici se ro-
viny 7 a koule K,.

Geometrickym mfistem stfedd ploch kulovych dotykajicich
se roviny z a koule K, jsou dva rotatni paraboloidy o spoleé¢ném
obnisku ve sttedu S koule K, a parametrech (¢ -+ ») resp. (¢ — r),
znali-li » polomér koule K, a ¢ vzddlenost sttedu S od z, a ose
kolmé k 7. Rovina soumérnosti Gse¢ky A4’B’' A protind parabo-
loid P, v elipse, jeZ se promitd do v do kruZnice %,. Na této
kruznici bude leZeti primét stfedu hledané koule K a tedy téz
dotyény bod T koule K s rovinou . Je-li Q stopa piimky
(A'B) na 7, musf bjti QT* = QA'.QB', takze T le té% na
kruznici %, kolem bodu @ jako stfedu polomérem VQA' . @b
opsané. Obé kruznice se protinaji ve dvou bodech 7, a T,,
které jsou zdroven priméty sttedd hledanych kouli. Stiedy lezi
pak v roviné A. Provedeme-li totéz s druhym paraboloidem,
dostaneme celkem 4 FeSeni. Sestrojime-li zpst k témto ttyFem
koulim plochy inversné sdruzené, dostdvdme hledané plochy
kulové.

4.

V roviné o ddny body A, B, na piimee k ¢ kolmé body
C, D. Najiti rotaént plochu vdlcovou, prochdzejici body A, B,
C, D, jejiz osa je rovnobéind s rovinou @.
Josef Zldrek, assist. ceské techniky,

Nutno rozeznévati dva pifpady: a) budouli body 4, B
lezeti na téze povrSce, b) budou-li lezeti na povrskdch riznych.
Vétsina pint Fesiteld uvaZovala pouze alternativu.a). V tomto
piipadé spojnice AB je jednou povrikou a FeSeni tlohy zcela
jednoduché. Zddny z pandi, jiz uvazovali FeSeni alternativy b),
neuvaZoval soutasné alternativu a). Ndsledujici feSeni alternativy
b) podal pan Dohumil Hummel, stud. VI. tf. redlky v Pifbrami.
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Osa vdlce o lexi v roving soumérnosti ¢ Gsetky CD. Jest
& || 0. Kolmice vztytend ve stfedu tisetky AB na rovinu ¢ pro-
tind osu védlece o. (Pozn. redakce: To je sprdvné pouze za pied-
pokladu, Ze body A, B leZf na riznych povrikich.) Priseéik S
této kolmice s rovinou ¢ jest tedy jednim bhodem osy vilce o.
Koule K o stfedu v S, jdouci bodem C, protind vilec v Fidicf
kruZnici & jdouci body C a D a promftajici se do roviny o do
tisetky %' prochdzejici stopou P pimky CD na ¢. Rovinu ¢
protind koule K v kruZnici %,, jejiz stfed jest ve stfedu tGsetky
AB. Ob& povrchové ptimky vilce, jez prochzeji body A a B,
jsou kolmy na primét %’ #idief kruznice a protinaji £’ v bodech
A,, B,, které lezi na k,. Sestrojme tedy nad usetkou PA jako
primérem kruznici %,. %, a %, se protnou v bod& A,. 44, jest
smér povrchovych piimek a tloha jest dvojznalna.

Pozn. redakee: Uloha je trojznatnd, nebof tplné FeSent
tvofi dvé tedeni alternativy b) a jedno FeSeni alternativy a).

5.

Nalézti smér a nezdvisle od ného rovinu orthogondlniho
promitani, tak aby priméty danych drow mimobéingch vsedek
mély stejnou danou délku.

Josef Zddrek, assist. Ceské techniky.

Redenf dle p. Bohumila Hummela, stud. VI. ti. redlky
v Pifbrami. '

M4-li v orthogondlni projekei tsetka a — AB promitati
se smérem S do tGsetky délky d, tu polozime-li si vsetkou AB
libovolnou rovinu (tfeba promitaci), jest din smér S jako druhd
odvésna pravoGhlého trojihelnfka, jehoz odvésnou jednou jest d
a pfeponou AB. Ototime-li tento ,\ kol pfepony AB, vytvoif
tato odvésna kuZel K, jehoz kaZdd povrska udévd takovy smér
orthogondlného promitdni, %e primét tsetky AB se rovnd d.
PFi tomto otdteni vytvori odvésna d kuzel K,, jehoZ kazdd teind
rovina jest takovou prémétnou, Ze délka primétu tsetky AB
do nf jest d. Obdobnd dostivdme pro tsetku CD dva kuzele
K’, -a K',. Najddme na kuZelich K, a K’, takové povrchové
ptimky, aby byly spolu rovnob&zny. (Pozn. redakce: stotoZnime
vrcholy obou kuZeld a hleddme spoleiné povriky. Nejlépe opi-
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feme kol spoletného vrcholu libovolnym polomé&rem kouli, kterd
protne K, v kruZnici lezfef v rovind « a kuzel K', v kruZniei
v roviné 3. Rovina jdoucf spoletnym vrcholem a priseénict
rovin (@, ) sete oba kuZely ve spoletnych piimkédch.) Tyto
pHmky uddvaji smér promiténi.

Rovnobézné tetné roviny kuzeli K, a K’, pak uddvaji
hledané primétny.

Pozn. redakee: Uloha je dvojznatnd!

Z fysiky. *)

1.

Drva podobné kuZelové pldsté jsou spojeny vrcholy, takie
jejich osy spadaji v tutéz primku. Trigonometrickd tangenta
poloviéniho tihlu w vrcholu je rovna \/2. Dokaste, Ze moment
setrvaénosti dvojlkusele kolem osy jest tyZ, jako moment kolem
kterékoli primky na ose kolmé a styénym bodem wvrcholi pro-
chazejict, R.

Redent.

Mysleme si dvojkuZzelovy plast rozdéleny v elementy —
kruhové prsténce, které vytnou se z ného rovinami na ose kol-
mymi a navzdjem nekoneén& blizkymi. UvaZiujme o kruhovém
prsténci, jehoZ stfed jest od vrcholu vzdilen o x. Jeho hmota
budiz m a polomér r =« . g « = z /2, oznatime-li poloviéni
vrcholovy thel kuZele pismenou «. JeZto v3echny body prsténce
jsou od osy kuZele stejné vzddleny, jest jeho moment setrvaé-
nosti, nebo lépe piisp&vek k celkovému momentu setrvalnosti
kolem osy kuZele roven mr? — 2ma?

Moment setrvatnosti téhoZ prsténce kolem piimky na ose
kuzele kolmé a vrcholem prochézejici jest dle § 4. a véty Stei-
nerovy v § 7. ¢ldnku ,,O pohybu otdtivém“ roven

2

mr
2 — 2 2
—2—+m:c = 2ma? = mr?,

*) V3echny tlohy ptipinaji se k vyvodim ¢ldnku »O pohybu otaci-
véme, uverejnéném v predchdzejicim dvojéisle.
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tili jest tyz. JeZto plati tento vztah o kaZdém elementu pldsté
zvlast, plati také o jejich souttu a tim jest tvrzeni ulohy - do-
kdzdno.

Nepiisobi obtizi vypotisti pfimo moment setrvainosti plasts
kuzelového. Potitejme pifspévek od prsténce vytéeného dvéma
na ose kolmymi rovinami ve vzdédlenostech z a z 4 dx od
vrcholu.

Jeho polomér jest jako nahofe » = z . g &, a jeho hmotu
vyjidiime vhodné hmotou p plo¥né jednitky plasts. Jestit povrch

prsténce roven obdélnfku o zdkladné 2=r a vySce 55%%’ takze

hmota m = u . 2ar . —cgf—a, a pifispévek dK, k momentu setr-
vatnosti K, jest

3
dK = mr? = u . 2773 dz = 2nu Y9e . 23d.
cos o cos

Cely moment setrvatnosti K, kuzelového plasté vysky (od
vrcholu potitané) . kolem osy jest ddn integrilem
h

3
Kz_%ﬂmz/°w__;ym“h

cos o
0

Pifspévek dK, téhoz kruhového prsténce k momentu setr-
vatnosti K, kolem pfimky na ose kolmé a vrcholem prochédze-
jiei jest

dK,:m(%—}—x”):mz”( + 1) imac*’ (tg® o 4 2)

= tfte+2tge 4,
cos o )

tgta

a cely moment K,
.. tgda + 2tg
K,= gzt cos o

Vidime, ze K, = K,, kdyz
1P+ 2iga) =13,

. h4,

¢ili tg? @ = 2.
Moment setrvanosti dvojkuzelového plasté jest sloZen
additivn& ze dvou vyrazi obdobnych K, resp. K,.
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2.

Z tenkého kovového plechu jest zhotovena krychle strany 1;
uréele jeji moment setrvacnosti kolem osy prochdzejici stiedy
dvou protilehlyjch stranm, je-li hmota krychlové sk¥inky rovna M.

R.

Redeni.

Moment setrvanosti krychlového pldité jest slozen addi-
tivné z momentd vSech Sesti stran. KaZdd ze zdkladen hmoty

% mé kolem osy vertikdlni moment setrvalnosti K, jenz jest

dle § 8. roven
M 21*  M®
L=% T 3"
Kazdd ze ¢tyf stran vertikdlnfho pldsté piispivd momen-
tem K,, ktery jest dle § 2. a véty Steinerovy
M M1\ __ M®
Kﬂ_?‘ﬁ""%‘(’z‘) =75
Moment celkovy jest tudiz

K = 9K, + 4K, = 1 M®

3.

Téskda homogenni tyé hmoty M a délky 1 jest zavéSena
na jednom konci, takie mise volné kyvati ve vertikdlnd roviné.
Tyé¢ driime v poloze wvodorovné a pak vypustime. Uriete jeji
whlovou rychlost, kdy? prochdzi polohou vertikdlni, v ni3 se
Jeji tézisté nachdzi nejnize. R.

ReSeni, jez zaslal p. J. Pdter, stud. & g. v Kromsizi.

Kinetickd energie tyle, prochizejici vertikdlni polohou,
Jest 1Kw? kde @ jest hledané dhlovd rychlost. Byla ziskédna na

litraty 'energie polohy Mg -7;-, nebot v poloze vodorovné nalé-

zalo se t8zisté ve stfedu tyte lezic o délku ?l vy&e. Dle prin-
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cipu zachovdni energie musi
1Kot = My -—2l-
K jest moment setrvalnosti tyle kolem osy na jejim konci,
kteryz dle § 2. a véty Steinerovy jest

. l! l 2 Ml‘]
K.—ME+M('2“) =3
Dosazenim do hofeni rovnice
2
—1%1— o= Mgl,
- &ili
/39

Teleso mude se valiti po naklonéné roviné sklonu . Do-
2
kaZte, e téleso prdvé se polne smykat, je-li tg == p (1 + ‘;T)’

kde r je polomér kFivosti a o polomér setrvaénosti télesa vali-
<tho se; u fe koefficient t¥eni mezi télesem a naklonénou ro-
VIinou. ’

Pogndmka. Tlaéi-li téleso na rovinu kolmou na ni silow F,
2aéne se smykati, piusobi-li nan s rovinou rovnobéind sila uF-
Jest tedy pF mazximdini tangencidlni sila, kterd smi veniknout
ve styéném bodu télesa a roviny. R.

Reseni.

Sfla F, jez tlatf téleso hmoty M kolmo k naklonéné ro-
ving, jest Mg cos e, Zaiind-li pravé smykdni, je tangencidlnd
sila v bod® styéném uF =— p Mg cos «, kterazto piisobi otdtivym
‘momentem ¢ . u Mg cos ¢ kolem stfedu télesa. Je-li linedrni
zrychlenf télesa, rovnobdzné s naklonénou plochou, rovno y, jest
jeho zrychlenim dhlovym

' dw y

o r
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a vzrist otddivého impulsu Ke za jednicku Casovou dle § 11.
do e 7
—_— — — i .
K 7 Mo ’ pu Mg rcos a
Linedrni zrychleni jest vSak

y=gsina—pgcosua,

takZze dosazenim
92
re

tili jak bylo dokdzati
2
tgao=—nu ( 14 —:)—2)

(sitn &« — u cos @) =y cos «,

Bezprosttednd plyne feleni, srovndme-li (jako p. Fr. Fried-
mann a p. VI. Dijcka, stud. VII. g. v Benesové, nebo p. Jar.
Mares, stud. VI. r. v Praze-IIL.) dany pifklad s § 12. vySe ci-
tovaného ¢lanku, jehoz vysledky applikujeme.

Piisobici sily jsou

F = Mg cos
. o?
a . u F= M7 F,
&l
,’-2
y = —97‘ u g cos a.
Dle § 12. jest také

<

_ gsma
r= T o\
+(7)
z tehoZz srovndnim plyne okamizité vztah, jejz bylo dokézati.

5.
Obrué praméru 1 m vdéi 1 kg. Jak wvelikd jest jeji ki-
netickd energie, vali-li se po horizontdlni roviné postupnou rych-
losti st¥edu 12 km za hodinu. R.

Reseni.
Energie obrude sestivd jednak z energie pohybu postup-
-ného, kterd pro hmotu } a rychlost v jest ;Mv?, jednak z energie
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pohybu otdtivého, kterd je rovna 1Kw? Moment setrva&nosti
K obrute jest ddn soutinem Mr®, kde r jeji polomér, rychlost

ahlové @ pak podilem % Celkovy obnos energie je
1 2 Ug 2 ) — 2
M (v + )= M2,

a jak je patrno, nezdvisi viibec na polomé&ru, ktery z poétu vy-
padl. Energie pohybu postupného i rotatniho jsou navzdjem
stejné.

V numerickych poétech nejsnize objevujf se chyby, nezvo-
lime-li pfedev§im vhodné jednotky zdkladni, jichZz disledné se
v celém poltu musime pfidrieti. Pot¢itejme v absolutni soustavé
mér se zdkladnimi jednotkami: centimetr, gramm, sekunda.

Pak M =1 kg = 1000 g, a

km 10% em 108 em
0= = 12 5500 sec — B sec
10%¢g em?® 109 10?
g — Y — Y —_
Myt = 9 e — 9 Y9I=T Joule.

Jezto 1 kgm = 9-8 Joule, jest prdce nutnid k rozehnénfi
obrute o mélo vétif jednoho Zgm.

0.
Moment setrvaénosti kladky w Atwoodova padostroje jest
roven mo? a kaidd z hmot po obou strandch na niti zavése-

nych je rovna M. PoloZime-li na jednu z nich privasek hmoty u,
venikne linedrni zrychlent (a) pohyblivého systému dané vztahem:

2
a(?M +up+m (—g—) ):y_q,
kde r jest polomér kladky, po némZ bé3i nit. Dokaite to! R.

Refeni, jez zaslal p. J. Pdter, stud. g. v Krom&fZi.

Sfla, jez uvddi na padostroji v pohyb zdvazi 24/, piivazek n
i kladku, jest vdha piivazku pg. Kdyby veSkers hmota kladky
m* byla rozloZena po jejim obvod§, bylo by vysledné urychleni a
celé soustavy stejné a mohli bychom psati

ug = 2M + u + m*) a.
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M4:-li idedlni kladka hmoty m* zastupovati v dynamickém
ohledu danou skute¢nou kladku hmoty m, musi jejich momenty
setrvatnosti byti stejné, t. j.

¢\’
m*r? = mo?, m* =m T) ,

timz je tvrzeni dlohy dokdzdno.

Jinak lze uvaZovati také takto: Nechf probéhme piivazek
v poli zemské tize v ¢ase ¢ dréhu %, ¢éimZ vykonal praci pgh.
Hmoty 20 a u nabyly tim kone¢né rychlosti postupné v a kladka

rychlosti dhlové % Dle principu zachovdni energie musela se

prdce pfivazku vplné& zméniti v kinetickou energii vSech hmot,
t. j.

2 2
ugh =1 @M + u) vz+%me“‘.%=%(2M+u+mg—g)v’-

Bylo-li linedrni zrychleni p¥i pohybu a, je patrné » — asz,
h = }ar? a tedy v® = 2ah. Dosazenim do napsané rovnice po-
tvrzuje se po zkrdceni A, na némZ jak patrno tedy nezélez,
vztah, jejz bylo dokazati.

7.

Velikd homogenni olovénd koule hmoty M a poloméru R
spocivd ma horizontdlni roviné. Do ni vnikne ve vysi jejtho
stfedu projektil hmoty m, vystieleny horizontdini rychlosti V.

Dokaste, e se koule poéne polybovati (valiti) po roviné
s postupnou rychlosti stredu v, rovnou

m 1
v=VV ——
M 2!
1+ 4
predpoklddajice, Ze se koule po roviné nesmyjkd. R.

Reseni, jez zkracené zaslali pp. J. Pdter, stud. g. v Kro-
méfizi, a Jar. Mares ze VL. g. v Praze IIl.

Pohyb veliké koule po ndrazu sestdvé z postupného pohybu

v. Jeji

rychlosti » a z pohybu otéivého rychlosti thlové o — 53

36
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pivodni pohyb postupny byl roven nulle; aby tedy vznikl pohyb
rychlosti V, musela pisobit po jisty velmi kritky ¢as ¢ sila
zrychlujici f, dand souinem z hmoty a okamzitého zrychleni a,,

. d .
kteréz samo jest a, =" kde ndm v, znamend okamzitou

dt ’
rychlost télesa, kterdZ se ovSem neustile méni. Z toho plyne
— dv,
fi=m g

Sila f,, kterd piisobf na t82i§té koule po dobu r ménfc neustdle
svoji velikost, jest patrné €isti tlaku, kterym piisobi na kouli
ji zachyceny projektil. Podobnou tdvahu musime provésti také
pro pohyb oti¢ivy. I jeho pivodnf tdhlovd rychlost byla rovna

nulle, a musela k vzniku & _—_% po tyZ &as ¢ pilisobit pro-

ménlivd sfla f,, drubd &dst tlaku od projektilu, jejiz otdlivy
moment vzhledem k rameni R jest

_ 4o,
sz =K W’
(viz § 11. cit. ¢lénku), ¢ili piSeme-li za moment setrvatnosti
K = Mo? a za okamZitou ménici se rychlost dhlovou o, = %,
o*  dv,

=M g~
Sfla 7, -+ £, jest celkovym, s asem ovSem proménlivim
tlakem projektilu na kouli. Dle principu stejné akce a reakce
ptisobila od koule na projektil po tyz tas 7 sila stejné velikosti
a opalného sméru, kterd zplisobila, Ze jeho poldte¢ni rychlost
postupnd ¥ klesla na konetnou v. Bylali v uréitém okamziku
rovna v,, miZeme zminénou sflu psdt jakoito soudin hmoty

Uy
at -’

Geometrxckj soudet veSkerych sil, kferé sestavaji jen z tlaki
a stejnych protitlakd, musi se v kaZdém okamZiku rovnati nulle.
Jezto zde veskeré sily plsobi v jediném, horizontilnfm sméru,
redukuje se geometricky soufet na algebraicky a plyne vztah

(1+R2) 9 + _@_”_e__o
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Nasobme tuto rovnici p¥iristkem &asu df a integrujme ji
mezi asy 0, kdy projektil narazil na kouli a 7, kdy nabyl i s koulf
konetné stdlé rychlosti v. Pak médme, jezto M, m, ¢ i R jsou
hodnoty neproménné

2 J i1
M(1+—fﬁ)fdvl+mfdv,;
0 0

02
M(1+ £

¢ili

) C(@0—0) 4+ m@p—T)=0,
nebof patrné rychlost », v tase z jest rovna v, v ¢ase O rovna O
a rychlost v, v tase 7 jest rovna v, v ¢ase O rovna V.

Zanedbdme-li vzhledem k malému m i v oproti M a V.
soulin mwv, plyne v tdloze udany vztah

1
.
e

v:V.ﬂ

M

Pozndmka: Zcela obdobnym, jeit&é pon&kud jednodu$fim
poitem mohli byste dokdzati vztah m, e, 4 mqac, = (m, 4 m,) u
v udebnici Jenidta-MaSek-Nachtikalové I. ¢ast, kapitola o rizu,
ktery plati, béfeme-li v Gvahu pouze rychlosti postupné. Jak tam
tak i zde mohli byste dokdzati analyticky, ze: pfi takovémto do-
konale nepruzném razu se &dst pivodni kinetické energie ztrici,
ménic se v teplo. V prvém piipadé jest ztracend &dst rovna

1 mm,
2 m, +my (6, — )

tedy podstatné kladnou veli¢inou. V naSem piikladé jest to &ast

1 1 m 1
P [1 TEW LAl
R2
kterd pro malé m (resp. m <C2M) vychédzi také kladnou. Tento
vztah nemé v3ak vSeobecnosti prvého, jeito jsme vyraz pro »
odvodili zanedbavie soudin mv a nevzavSe ohled na kinetickou
energii rotaénfho pohybu projektilu, ktery spolu s velikou kouli
vykondvd.
36*
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8.

Malé téské téleso (hmotny bod) jest zavéleno mna dlouhé
bezvdiné niti. Driime je nejprve tak, 3e napiutd nit je hori-

sy

Je napéti niti rovno trojndsobné vdze télesa. R.

Regsent, jez zaslal p. Vi. Dyjcka a F. Friedmann, ze VIL g.
v Benegové.

Oznatime-li délku niti pismenou 7, hmotu télesa m, moment
setrvaénosti K a thlovou rychlost », plati pro nejnizif bod drdhy

dle principu zachovini energie !
1 Kw® = mgl

a K = ml®

Bili o =2

V nejniz&im bodé dréhy napini nit reakce télesa proti sfle
dostfedivé mlo® a vlastni véha télesa, takZe napéti niti je

S = 2mg + mg = 3myg.

Nezédvislost na tvaru drdhy pied nejniZ§im bodem prob&hnuté
plyne ze vztahu

S =my+ T
a v? = 2¢l. ®. J. Pdter.)
9.

Je-li misto * télesa na niti (iloha 8.) podobné otdéivé
upevnéna tyé (jako v dloze 3.), a nakldddme-li s nt obdobnym
gpisobem, je sila pusobici na zdvésnou osu béhem pohybu nejnisst
polohou rovna S-ndsobné vdze tyde. R.

Redent.
Dle vypodtu v tdloze 3. jest Ghlovd rychlost tyle délky !

a hmoty M v nejniz$im bodé dréhy rovna o = \/i;]_, ¢ili
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0= §'—;]— . Reakce proti sfle dostfedivé jest dle zndmého vzorce

Mro?, kde r = —é— jest vzdélenost t&zist€ od bodu zdvésného.

Sfla S plsobfcf na osu zdvésnou jest tedy, p¥ipojime-li vlastnf

véhu tyce,
— L3 05
S_Jl[2 l+Mg_2Mg,

jak bylo dokézati.

10,

Reste , Cviceni® v § 6. &ldnku ,0 pohybu otdéivém*.
R.

Reseni.

1. Kulovd vrstva.

Rovina k rotatni ose kolmd a stfedem kulové vrstvy cel-
kové hmoty M, prochdzejicf, rozdsli ji na dvé stejné Cdsti.
UvaZujme o jediné z nich. Hmota jednitky povrchové jest

p= 4%%5' je-li » polomér vrstvy. Dvéma rovinnymi na ose

kolmymi fezy ve vzdilenostech x a = 4 dz od stfedu vytne

se z vrstvy prstenec poloméru ¢ = \/r® — 2, jehoz hmota m jest
rovna soutinu z hmoty jednitky povrchové, obvodu a $fiky jeho

&ili m=upu.2m9. —;— de = 2ﬁ,urdw.

" Piispévek prsténce k momentu setrvaénosti jest
me? = 2mur(r* — z?) dux.

Celkovy moment polokulové vrstvy obdrzime, ddme-li
vzristati  od 0 do »; jakozto

2npr f (r* — «?) dz = 2mur? [ dx — 2mur ‘/.wg dx
4

= 2aur* — 2mp %— = -g— zurs.
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Moment setrvatnosti celé kulové vrstvy je dvojndsobny a tedy
po dosazeni hodnoty za g roven

%na% r4=—§— M, r?,
]ak bylo nalezeno v § 6. .

Jinak mohli jsme zvoliti za promé&nnou vehému stiedovy
thel @, definovany vztahem c¢os @ = %, Pak se pife hmota
prsténce §itky r do jakoZto

m=y .27 .r dp = 2nuricos ¢ do.
a piispévek k momentu setrvatnosti
mo*® = 2mpricos® p do.

JeZto u polokulové vrstvy roste ¢ od O do = 5 je jeji moment

setrvacénosti
T T

2aurt f cos® @ do = 27urt f (1 —sin® @) cos g cos g do

o

¢ili jezto

—(% (sing) = cosp a —l%-(sinaqa) =3 sin®* ¢ dp

T

. . E)
Qaprt (smq;— %sma(p\l = § aurd,
/

©

jako nahote.
2. Koule plnd.
Hmota celkové jest M, polomér R, tedy hmota jednitky

objemové ¢ = M T Roviny z a « + dz vytnou kruhovou desku

poloméru 0= V_R’ — «* a tloudtky dx, tak’e jeji hmota
m=0c .np?.dx, a pispdvek k momentu setrvatnosti dle § 3.

1 mo2 = jnop'dz =} o (R* — x?)?dx
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Moment setrvanosti polokoule jest dle toho

R R R R
%no‘f(R”—aﬁ)"‘dx_—_%na[R‘fdx—?.R”fx’dx +fa:‘ dm]

:%ﬂo' [R"’—%R"’ —+ %—R"’] :-1‘—5n6. R,
Moment setrvaénosti celé koule jest dvojndsobny a po dosazeni

73 G roven —?)— MR?, jak uvedeno v § 6.

Prechod od plné koule ke kulové vrstvé mohli bychom pro-
vést ndsledovné: Vyfiznéme z plné koule poloméru R, = r -~ dr,
plnou koncentrickou kouli poloméra R, = r. Moment setrvat-
nosti zbyvajici kulové vrstvy tlouitky dr jest pak

2[42R} —taR, =& n (R} — R}) =% n.5rdr,
zanedbdme-li v rozvoji binomické poulky ¢Eleny obsahujici vy&si
mocniny velmi malé velitiny dr. JeZto je hmota A, kulové
vrstvy dand soutinem zékladny a vysky rovna M, = 4ar?. dr,
plyne pro jeji moment setrvalnosti jako difve 3 21, r*.

11.
Reste ,,Cvideni“ v § 8. éldnku ,0 pohybu ofdéivém®.
R.

Reseni.

1. Hmota jedni¢ky ploiné daného plochého pravoiihlého
rovnob&znosténu délky ! a 3fiky b je % , je-li M hmota celkovi.
Tyé vytnutd fezy ve vzddlenostech w, = = a x, = = 4 da (viz
obr. 8. tlinku) md hmotu

M M
m_-w.bdx_—de.

Jeji pHspévek k momentu setrvainosti jest dle § 2 a véty Stei-
nerovy

dK = —11—2- mb® -+ mz?® 19 b" d —|— x“d
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Celkovy moment setrvatnosti K obdrz{me, roste-li z od
— —l— do + —;—, jakozto

l

l

2 )
1bedx+ fx2dx———M(12+b2),

l

)

jak bylo dokézati.

2. Rozd&lme vilec rovinnymi ¥ezy na ose vdlee kolmymi
v samé kruhové desky a uvazujme o oné, jez lezf mezi fezy
ve vzdilenostech # a z -+ dz od osy rotaini. Hmota jednitky

objemové jest M‘ll a tudiz hmota zminéné desky
p— M 2 — M
_.-;Fl—.ﬂR .d.’t——de.
Jeji moment setrvadnosti kolem priméru jakoZto osy jest

2 2
dle §4. m l‘z—, tedy Aﬁl_ dz. Dle véty Steinerovy jest jeji

piispévek k momentu setrvalnosti vélce
MR* MR*®

w
2 — = xdx
dK = —(— o dz + mz - dz 4+ ) zdzx
a tento sdm jest roven
l 13
MR? 7 MR'—' M 2/(1\
f T[ v = Z+T'?(“2‘)
? )

R2 9
=(% + m)
jakoZ bylo dokdzati.

Moment setrvatnosti trubice obdrZime jakozto rozdil mo-
mentd dvou vélcd o polomérech R, a R,. Jeito M, — nR}l,
M, = nR}l, ptedpokldddme-li specif. hmotu rovnou jednilce,
plyne pro zddanj moment vyraz

nZ(Rz—Ri)(R + B -+ 12)



561

nebo jezto nl (R} — RH =M,
bmoté trubice
_ (R4 R B
E=M (———_ + 12 )

Piipad R, = R, R, = 0 je hofenim p¥ipadem vdlce plného.

12,

Redte ,Cuiceni® v § 10. éldnku ,0 pohybu otddivém®.
R.

Refent.

Tento tkol feifme uplné obdobn& s § 10. vychézejice
z principu o zachovéni energie. Nechf klesne Sroub v dobs ¢,
o jistou vy8ku A,, pfi &emZ nabyl jistou konefnou rychlost po-
stupnou », a thlovou ,.

Na délce v, jest obsazeno nv, celych otolek, takZe rychlost
thlovd @, odpovidajici postupné v, jest @, = 27nv,. Déje-li se,
jak pfedpoklidiame, pohyb bez tfeni, tu se proménila v kinetickou
energii obou pohybl ,préce Mgh,, kde M jest hmota matice,
Jjejiz gyraéni polomér budiz o, &ili

Mgh, = ; Mv? + 3 Kw? = ; Mv? (1 4 4n%?%n?).

Po uplynuti kratinké dalsi doby £, — ¢, zménily se veliliny
h, a v, Vv nové h, a v,, takze lze psiti odetenim dvou obdobnych
Tovnic

Mg (hy — b,) = 3 M (v; — v}) (1 + 47%7n?).
Jezto lze postupny pohyb v okamZiku ¢, — ¢, poklddati
v, + v,
2

za rovnomérny s rychlosti

, miZzeme psdti

. v v
hy — b, = 1—;2°(tz_t1)
8 prepsati hofeni rovnici v

Mg.”=+”' (t,—t.) == M (v,— v,) . ”ﬂ"’”' (L + 4n%9).
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Zrychlenf y jest déno vyrazem Y — Y

jakozto

ta Y |
“ 1
V= T X gt
jenZ danou dlohu Fef. Jeho spravnost mizZeme zkusiti na zvldstnim
piipadé n = 0, kdy se jednd o volny pad, kde, jak nutno, vy-
chazi y = g. Cim v&t3i je », tim mendi jest y, nebot tim v&tst
tast price spotiebuje se na kihetickou energii pohybu otdéivého.
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Uda&leni cen.

Redakce ftloh, ptihlizejic nejen k poétu, ale i k jakosti
feseni, ptisoudila témto pp. FeSiteldm ceny, vypsané vyborem
yJednoty Ceskych mathematikd a fysiki“:

Z mathematiky:

Ceny prvni:
Karel Koutsky, VII. r. v Kutné Hofe,
Fr. Mddle, VIL. r. v Rakovnice,
Jaromir Mare$, Vla. r. v Praze-III,
Jan A. Novdk, VIL r. v Uh. Brods,
Ladislav Novdk, stud. ném. obch. akad. v Praze.

Ceny druhé:

Miloslav Hampl, VIII. g. v C. Bud&jovicich,
Frantisek Chytil, V. g. v KroméiiZi,

Jan Jandera, V1. r. v Kutné Hofte,

Jan Kodl, Vla. r. v Pisku,

Ludvik Mikes, VIIIb, g. v C. Budjovicich,
Jind¥ich Pdter, VIII. g. v Krom&Hzi.

Ceny tteti:

Frant. Friedmann, VII. g. v BeneSové.

Ludvik Havliéek, Vla. r. na Krdl. Vinohradech,
Franti$ek Merhaut, VII. g. v Praze, v Kfemencové ul.,
Adolf Polger, VI. r. v Litovli,

J. Uridel, V. r. v Rakovnice.

Spis Fr. J. Studnicka: Uvod do nauky o determinantech
(Sbornik J. C. M. & 1I1.) obdrzi pénové Fr. Mddle a Jaromir
Mares.
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Z deskriptivni geometrie:

Spis J. Sobotka: Deskriptivni geometrie promitdni parallel-
nfho (Sbornik J. €. M. & X.) obdrf pénové

Jan A. Novik, VIL. r. v Uh. Brodg,
- Bohumil Hummel, V1. r. v Piibrami.

Spis F. Machovec: Zobrazovini tefen a stfedd kFivosti
kfivek obdrzf pdnové:

Jaromir Mare$, Vla. r. v Praze-IIL,
. Ludvik Havliéek, VIa. r. na Krdl. Vinohradech.

Z fysiky:

~ Spis dvor. rady prof. Dra. V. Strouhala: Akustika (Shornik
J. 6. M. & VL) byl uddlen p. Jind# Pdterovi, stud. VIIL. g.
v Kromsffzi. -

Spis Briot-Peniékiv: Mechanickd theorie tepla obdrzi
pénové:
Viadimir Dycka, stud. VII. g. v BeneSovs,
Frant. Friedmann, stud. VII. g. tamZe,
Jaromir Mare$, stud. VIa. r. v Praze-III.
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