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tyénych ¢, d. Opisme tedy polomérem of kruZnici, kterd protne
idicf pfimku R v bodech 6, 7, a témito vedme rovnobézky ku 4;
tyto pak protnou kollineaéni osu O v bodech ¢, d, jeZ jsou spo-
letnymi body danych parabol; ostatni dva @ = b jsou v neko-
neénu na A || 4’. Posléze tetny sestrojené z bodu s ku parabole
P. (znémd konstrukce elementérnd) jsou zdroveii te¢nami paraboly
P’y vnitfni telny spoletné v naSem piipadé splyvaji s piimkou
ibdZnou. '

0 kuZeloseCkach na jisté ploSe shorcené.
Napsal Vladimir Masek, assistent éeské techniky v Brne.

1. V pojednini ,O ploSe shorcené naplnéné osami kiivosti
piisludnymi nékterémiu spolenému bodu uréité soustavy Srou-
bovic“, uverejnéném v Rozpravich Ceské akademie rod. XXIV.,
uvaZovali jsme plochu sborcenou S2 urcenou nésledovn&: Dién
jest svazek rotatnich viled prochdzejicich pfimkami a a & kol-
mymi k primétnd z. (Obr, 1.) Primétna s necht protinid tento
svazek rotalnfich véled ve svazku kruZnic o zdkladnich bodech
A4, a B,. Na kazdém z t&chto vdled vytknéme Sroubovici levou
vychézejiei z bodu 4, o dané, viem Sroubovicim spoleiné, vysce
zdvitu ». Osy k¥ivosti téchto Sroubovic pifsluiné bodu A, na-
pliiuji pak plochu S3. ’

Uvedme nékteré vlastnosti plochy S3, jez jsou ve vyse
zmindném pojedndni odvozeny. Bylo dokdzéno, Ze plocha S? jest
sborcenou plochou 3. ¥4du. Rovina nekoneind vzddlend protind
plochu v piimee u.,, jeZ jest ddna smérem roviny nirysné
a v kuZelosefce &y . Oznatme § Sroubovici leZici na rotatnfm
vélei prochdzejicim nejmensf kruznici %, daného svazku kruZznic
a budiz bod V vrcholem Ffidiciho kuZele této Sroubovice prolo-
Zenym kruznici %,. Primétna » protind plochu S v Sluse-ové
konchoid$ ¢,, jejim# dvojnym bodem jest bod 4, a asymptotou
symetréla m, bodd 4, a B,. Bod @, kiivky ¢; leiici na spojnici
A, B, sestrojime na zsklads relace 4,7, . V,Q, = o2, znatf-li v,
redukovanou vySku zévitu danych Sroubovic. Déle bylo odvozeno,
e Hdicim kuZelem plochy S? jest kuZel orthogondlny protinajfcf
primétou ~ v kruznici. Oznatme 7 a K, priseliky piimky m,
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s kruznicf ,. Prolozime-li ¥{dici kuzel plochy S® kruZnicf &,, jest
jeho vrchol K priisetikem pifmky prochézejici bodem K, kolmo
ku = s povrchovou piimkou /¥ iidictho kuZele Sroubovice 3.
Dvojné ¥dici pfimka d plochy S® prochazi bodem 4, a jest rovno-

Obr. 1.

bézna s piimkou K ¥dictho kuzele plochy. Jednoduchd Fidiei
ptimka j plochy S® prochdzi bodem @, & nachdzi se v roviné’
rovnobézné s rovinou narysnou a jest vzhledem ku fidici pfimce d
mimobdzkou kolmou. Pidorysné primdty povrchovych pifmek
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plochy 82 obaluji parabolu p, o vrcholu B, a ohnisku F, lezicim
na spojnici A, B,. Znatf-li » polomér kruznice %, jest @, F, =r.
Asymptotickou plochou plochy S jest rozvinutelnd plocha teten
urtité kubické paraboly.

Vedeme-li libovolnou povrchovou pifmkou s plochy S® rovinu,
protind tato plochu obecnd v hyperbole. Pouze rovina prochizejict
zvolenou pifmkou kolmo k = protini plochu v parabole o ose
kolmé k s a déle roviny vedené zvolenou pifmkou a n&kterouw
piimkou ¥idici protinaji plochu v kuZzelosetkich degenerovanych.

2. UvaZujme nyni asymptoty viech oo? kuzeloseéek na plo3e
S3 lezicich. Uvedli jsme, %e nekoneénd vzdilend rovina proting
plochu S v pfimce uo, @ v kuZeloselce eo, jeZ jest stanovena
orthogondlnym ¥idicim kuZelem plochy. Tvoi{ tudiZz asymptoty
viech kuZelosetek na plode S? lezicich dvé kongruence paprskové.
Prvd kongruence jest souhrnem viech telen plochy S3 podék
piimky #o, a druhd souhrnem vi¥ech tefen plochy podél kuZelo-
selky e, . Prva kongruence jest zfejm& kongruenci linedrni, jejiz
osy splyvaji v pfimce woo. Zvolime-li libovolnou rovinu proché-
zejici pfimkou u,, plochy S3, jest tato rovina rovnobé&znd s ro-
vinou ndrysnou a uvaZujeme-li v této roviné viechny pimky
rovnobézné se smérem uddvajicim bod, v némZ se tato rovina
plochy S3 dotykd, obdrZime jednotlivé paprsky této linedrnf
kongruence. Vytkneme-li ddle v jednotlivych oskulatnich rovinach
ktivky vratu asymptotické plochy vSechny pf{mky rovnobé&iné
vZdy s ptisludnou teénou kfivky vratu asymptotické plochy, jsou
tyto ptimky paprsky kongruenénimi kongruence teten plochy S3
podél kuZeloselky e .

Bylo uvedeno, Ze kfivkou vratu asymptotické plochy jest
kubickd parabola. PonévadZ libovolnym bodem v prostoru pro-
ch4zeji tti oskulaini roviny této kubické paraboly a v kazdé
z nich nachdzi se jeden kongruenéni paprsek bodem zvolenym
prochdzejici, jest kongruence privé uvazovand 3. ¥ddu. Ponévadz:
fidfcim kuZelem kubické paraboly jest kuZzel 2. stupné, v nafem
piipad® kuzel orthogonilny, jsou obecnd s kaZdou rovinou dv&
piimky tohoto kuZele rovnobéZné. S témito pfimkami rovnobszné
‘kongruenénf paprsky napliiuji dvé.oskulaini roviny uvaZované:
kubické paraboly. LeZi tudiZ v libovolné rovind 2 paprsky kon-
gruentni, protez jest nase kongruence 2. t¥idy. Pon&vadz paprsky-
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kongruenénf prochézejici uréitym bodem kuzelosetky e, leZi vidy
v urdité rovind oskulaéni kubické paraboly, jest kuZelosetka ey
geometrickym mistem singuldrnich bodi této kongruence.

3. UvaZujme nyni nékteré sborcené plochy 3. fddu obsaZené
v nadf kongruenci [3, 2]. Zvolme (obr. 2.) zdkladni body 4, a B,
z potitku uvedeného svazku kruZnic, jich symetrdlu m, a pri-

Obr. 2,

méty j, & d, ptimek Fidicich. Vedme bodem 4, paprsek protinajici
piimku m, v bodu M, a sestrojme zpidsobem naznaéenym v po-
jednéni svrchu uvedeném na tomto paprsku bod S, (M, H, || 4, B;;
H,8, | A, M) kfivky ¢,, v niz primétna n plochu S® protini.
Pifmku povrchovou plochy S® bodem S, prochdzejici oznatme s.
Ptimku s povazujme za osu svazku rovin, z nichZ kaZd4 protind
plochu obecnd v hyperbole. Pondvad? smér jednéch asymptot
téchto hyperbol jest din smérem prisetiki jednotlivich rovin
8 pfimkou u, plochy sborcené, tvofi pidorysné priméty téchto
asymptot patrné osnovu pifmek rovnobéZnjch s piimkou d,.
25
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Asymptoty druhé téchto hyperbol obdrZime, vytkneme-li z kon-
gruence [3, 2] tefen plochy podél kuZeloselky &, ony paprsky,
joz lezf v jednotlivych rovindch jdoucich piimkou s. Pon&vadz
kongruence jest 3. ¥ddu, prochdzeji kazdjym bodem paprsku s
je§té dva paprsky kongruentnf. PonévadZz dile kongruence jest
2. tHdy, lezi v kaZdé roviné jdouci paprskem s je§té jeden pa-
prsek kongruenéni. Jest tudif plocha zminénymi asymptotams
naplnénd sborcenou plochou 3. Fddu, jejiz dvojnou Fidici pffmkou
jest pimka s. Oznaime tuto plochu 282 a ustanovme priimét
této plochy do = a vyhledejme jeji jednoduchou pfimku Ffdfei.
Vedme piimkou s libovolnou rovinu ¢ o pidorysné stopé
6, jdouc bodem S;. Vrcholem K fidiciho kuZele plochy S2 pro-
chizejicf povrchovd pfimka jeho rovnob&znd s pfimkou s mé za
pidorysnou stopu bod U, leZicf na kruZnici %, (K,U,||s,)-
Piimkou KU, vedens rovina o' ||c m4 za pidorysnou stopu
piimku ¢', || g, jdoucf bodem U, a protinajiei kruznici %, v bodu
L,. Pimka KL, Hdictho kuzele udivd patrnd smér asymptoty
priisetné hyperboly leZici v roviné ¢. Vedme bodem 4, paprsek
n, 1 L, K, a protinajici piimku m, v bodu M’', a stanovme
zndmym zpisobem bod R,, v némZ paprsek », protind kfivku
¢, (M/'H,'|| 4,B,; H'R, | R,A,). Bodem R, prochazejici piimka
r sborcené plochy S3 jest rovnobéZnd s rovinou o, nebof jest
rovnob&snd s piimkou KI, Hdictho kuzele. Priisetnice s’ asym-
ptotické roviny A pifslu§né piimce r s rovinou ¢ jest tudiz hle-
danou asymptotou. Pidorysnou stopou 4, asymptotické roviny 4
jest dle pojedndni vySe uvedeného spojnice stopy R, piimky r
8 bodem P,’ pilicim tdsetku M,"H,’. Stopa 4, protind stopu ¢,
v bodu 3, jenz jest plidorysnou stopou hledané asymptoty s'|| »
5,711 72)- o |
Oznatme J, priisetfk pfimek s, a d, a opi§me pravodhlému
trojibelniku 4,8,J, kruznici », o stfedu 7', na pfepons 4,./,.
Oznatme <¢S,4,J; = «. Vedme bodem S, pffmku rovnob&znou
8 4,B; a oznatme D, jeji prisetik s piimkou d,. Pak jest téz
< D,8,J, = a. Je-li bod B, prisetikem stopy o, s kruZnici #,
a oznatime-i < D,8,B, —=¢ a < B,S,J, =y, jest patrné
e+y=ua. Téz <tJ, 4,8, = < J,8,B, = 7, nebot jsou to thly
obvodové nad tétivou J, P, kruznice »,. Rovnds <t K, U,L, =y
addle <ML, = <R AE, = <J,4,B, =y, znatf-li bod




387

E, prisetik spojnice H,’M,’ s piimkou d,. Je-li bod I, priise-
tikem piimek s,’ a d,, jest <¢ 8,21, — < §,8,J, = «, nebot
jest I 2'||'B,J,. Znati-li konetns bod Z, prisetik spojnice H, ‘M,
s primétem s,” asymptoty s/, jest <, Z, M, = << R, A, I, =,
nebof piislu§nd ramena téchto dGhld stoji k sobé kolmo. Vedme
bodem FE, pH{mku »‘||r, a protinajici stopu 4, v bodu Y.
Z konstrukee stopy A, asymptotické roviny A4 jest patrno, Ze
A\ R,H,'P,* jest rovnoramenny. Tudiz i A\ E,P,'Y, a A\ Z,P,'2
jsou rovnoramenné, protez <t P,'3Z, —= X P,'Z,3 = y.

Budiz bod 7 patou kolmice spufténé z bodu S, ku pifmce
M, H, a bod s prisetfkem p¥imky m, se spojnici S,D,. Dile
oznatme N a M prisetiky pimek S,zz7 a 6, Se symetrdlou
f. bodd M, a H, a vytknéme prisetik 'K pimky f, s pf{mkou
A,B,. Z obrazce jest patrno, Ze

P,"M = P,'"K + 'K'N -} 'N'M. 1)

Dosadime-li KN = V, M, + M,ur do rov. (1) a znatfli
r polom&r kruZnice %, a % vzddlenost pfimek m, a j,, obdrZime
z rov. (1) nahradivie zdroveii délky jednotlivych vsetek pomoci
hodnot plynoucich snadno postupnd z A 4,M,‘E,, A\ M, H,8S,,
NAV M, A\MuS, a S'N'M:

P\""M =rcotgy +rcotga~Fksinacose + kige (sin’a———;-).

0)
Z N\ P,'2'M plyne:
P/3: P'"M = sin (90° — ¢&) : sin (& + %),
odkudz ,
< __ P/'M. sin (90° — &)
ST ) R ©)
Z obrazce jest patrno, Ze
Y, 2=PpF'T—P'Y, (€Y)
a ponévadz
S5 =T k
P'Y, :PI'EI—_—r+—§~, ®)

obdrzime z rov. (4) dosadivie do nf pfislu$né hodnoty z rov.
) O —— __ P,"\M sin (90° — &) k
Y, 3= sin @ +7) r——4- (6)

25%
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Dosadime-li do rov. (6) za P,’*M z rov. (2) a zavedeme-li dle
difvéjifho y — & — ¢ a uvedeme-li pravou stranu rovnice na
spoletného jmenovatele, sezndme, Ze tleny obsahujici £ vymizi;
obdrzime tudfZ po snadné tpravé

Y, = = r cotg (o« — &) cotyg . 7
Zavedeme-li opét y — ¢ — &, mdme
Y, 3 =r colg y . cotg . 8)

Ponévadz Y, 2 =F,Z, a E 4, =r cotgy, musi v A\ E, Z, 4,
byti < E,Z, 4, = «, ma-li byti vyhovéno rov. (8).

ZN\E,ZIplyne: E I, —E Z .tgy; ponévadz E, Z,—
obdrzime po dosazeni z rov. (8)

E.\ I, = rcotgy.colga .ty y =r cotg c. 9)

Jest tudiz délka asetky E,I, konstantni, nebof jest odvisld
pouze od polohy pfimky, jiZ vedeme sefné roviny.

Difve jsme uvedli, Ze pidorysné priméty povrchovych
pfimek plochy S2® obaluji parabolu p, o vrcholu @, a ohnisku
F, (@, F, = ). Pak jest pfimka r,” prochdzejici bodem E, rovno-
bézné s primétem r, povrchové pifmky » tetnou paraboly p,,
shodné s parabolou p,, o vrcholu 4, a ohnisku 'F, na piimce
A, B, (A,'F, = r). Ponévadz primét s,’||r,’ asymptoty s pro-
tind pfimku d, v bodw 7, majicim od bodu E, konstantni vzdile-
nost E, I, = r cotg &, musi obalovati pidorysné praméty jednéch
asymptot prisecnych hyperbol ledicich v rovindch svazku o ose
s parabolu ®p, jii obdriime, podineme-li parabolu 'p po tecné
vreholové d, o diseéku E,I,.

 Vedme bodem M, pFimku rovnobéznou s 4, B, & protfnajici
teénu d, v bodu %V,. Z A\ A, M2V, jest patrno, ze AV, =
W\, . cotg & = r cotg «. Jest tudiz bod 2¥, vrcholem paraboly
*p a piimka M2V, jest jejf osou. Ohniskem paraboly p jest bod
tp, BV, F, = 7). _
Sestrojime tudiz primo primét jedné asymptoty priseéné
hyperboly leZici v libovolné roviné prochdzejici primkou s, vy-
thneme-li prisedik phdorysné stopy této roviny s kruznici x,
a vedeme-li teénu paraboly p kolmou ku spojnici tohoto pri-
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sebikw s bodem A,. Pak jest tato-teéna hledanym primétem
asymploty. ’

Z uvedené konstrukce snadno lze nahlédnouti, Ze p¥imka
r,' jest primétem asymptoty hyperboly, v niZ protind plochu 83
rovina majici za pidorysnou stopu spojnici @, Y, a prochézejfef
ptimkou ¢ plochy 83, znali-li ¢ povrchovou pfimku prochdzejici
bodem @, rovnobézné s ¥idici piimkou d. Parabola p, jest tudiz
obalena pidorysnymi priméty jednéch asymptot priseénych kuZe-
losetek, v nichZ protinaji plochu 83 roviny prochézejici piimkou g.

Difve jsme seznali, Ze pldorysny primét s,’ asymptoty ',
lezici v roviné o, svird se stopou této roviny <t ¢. Ponévadi
pidorysné stopy rovin prochézejicich pi¥imkou s tvofi svazek
paprskovy .o vrcholu S,, naplni plidorysné stopy 3 jednéch
asymptot prisetnych kuzelosetek k¥ivku, jiz obdrzime, protne-
we-li kazdou tefnu paraboly %p paprskem jdoucim bodem S,
a svirajicim s tetnou konstantni <{ «. Naplni tudiz tyto stopy
nipatnict paraboly, jejimz dvojnym bodem jest bod S,. Oznaéme
jl 2¢;. Smér asymptoty kiivky %c; uddvd patrné pifmka s,.

Uvedené asymptoty kuzelosefek lezicich v rovinich svazku
0 ose s mozno tedy povaZovati za prisetnice jednotlivych rovin
tohoto svazku s pifslu§nymi te¢nymi rovinami pifmého parabo-
lického valce, jehoz ¥fdfei kiivkou jest parabola %p. Ponévadz
stopy odpovidajicich si rovin sviraji konstantnf dhel «, jest tento
svazek rovin o ose s projektivny s uvedenym svazkem rovin
2. tifdy. TudiZ praseénice sdrufengch rovin, ¢éili uvaZované
asymptoty, naplni shorcenow plochu 3. Fddu, jak bylo jiZ z po-
tatku uvedeno. Tato sborcend plocha ®S® a dand plocha S® maji
patrné tyz Fidici kuZel.

Sestrojujeme-li pfimku plochy 25 lezfci v pidorysné pro-
mitaci roving piimky s, vidime, Ze tato p¥fmka zapadne do ne-
konetna, nebot tato rovina protind plochu 83 v parabole. Oznatme
tuto ptimku %u., . Vedeme-li pfimkou s rovinu o piidorysné stopé
5,4, odpovidd jf v uvedeném svazku rovin 2. t¥idy rovina kolm4
k 7 prochazejici vrcholovou tetnou d, paraboly 2p, nebof
<< M,A,J, = a. Priseénici téchto rovin jest patrné fidicf pfimka
d plochy §3. Nélezf tudiz pfimka d téz ploSe 2S3. Prochdzf-li
rovina setnd ¢ pfimkou s a piimkou ¥dicf j, degeneruje pri-
setnd kuZelosetka v této rovind lezici v pfimku j a p¥imku 's
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plochy 83, je prochdz{ prisetikem J pfimek s a d. Pfimka 's
nalezi ploSe 28% a snadno ji uréime, nebof jeji pidorysny primét
15, jest drubhou telnou obrysové paraboly p, z bodu J, k nf
vedenou. Plochy S% a 2S% dotykaji se podél kuZelosetky ¢,
nebof maji spole¢nou plochu asymptotickou. Rozpadd se tudiz
prisetnd kfivka 9. f4du, v niz se plochy S® a %83 protinaji,
v dvojndsobn& ¢ftanou kuZelosetku e, dvojndsobnd Eftané
pifmky d a s a pfimku ’s.

Vedme pimkou d rovinu majicf za pidorysnou stopu spoj-
nici 4, R, a ustanovme asymptoty hyperboly, v niZ tato rovina
protind plochu 2S3 Primétem jedné asymptoty bude patrné
ptimka rovnobéznd s p¥fmkou s,, nebof uvaZovand rovina setnd
protind piimku %, danou smérem pidorysné promitacf roviny
piHimky s, v bodu, jehoZ smér jest din prise¢nici seéné roviny
s touto rovinou promftaci. Pfislu§nd asymptota jest patrné pfimka
s timto smérem rovnob&Zn4 a jest paprskem kongruenénim line-
4rné kongruence teten plochy S® podél piimky u.,. Ponévadz
ddle s uvaZovanou rovinou setnou jest rovnob&zné p¥imka s
plochy %S% a pon&vadZ asymptotickou rovinou p¥imkou s’ pro-
chazejici jest zase dfive urlend rovina 4, jest ptimka r plochy
S3, jakoZto priisetnice roviny se¢né s asymptotickou rovinou 4,
druhou asymptotou priiseéné hyperboly, v niZ rovina setnd plochu
253 protind. Plati tudiZ: Vedeme-li #idici primkou d plochy S*
roviny secné a vytkneme-li ony asymptoty vdech priseénych
kueloselek, v nichZ tyto roviny protinaji plochu *S3, jeZ pro-
chdzejt jednotlivimi body kuZeloseéky e , napliuji tyto asym-
ptoty phivodnt plochu sborcenou S3. Véta tato plyne téZ piimo,
uvdZime-li, Ze asymptoty uvaZované jsou paprsky kongruen-
¢nfmi difve uvedené kongruence [3, 2] teten plochy S® podél
kuzelosetky e,,. Pak kazdd rovina vedend piimkou d protind
plochu %S% v kuZeloselce, jejiZz jednou asymptotou -musi byti
druhy paprsek kongruentni v této roving se nachdzejici. Tento
paprsek jest samozfejmé totoZny s pifmkou plochy 82 v roviné
setné lezfci.

Vedeme-li setné roviny souéasné viemi povrchovymi pfim-
kami plochy 83, naplni jedny asymptoty kuZelosetek, v nichz
tyto roviny plochu 83 protinaji, oo! ploch shorcenych 3. fédu,
jichz pf{mky povrchové jsou kongruenénimi paprsky kongruence



391

[3, 2] vyse uvedené. VSechny tyto plochy sborcené prochézeiji
fidici piimkou d plochy S3. Povaiujeme-li piimku d za osu
svazku rovin a protneme-li jimi viechny uvedené sborcené plochy,
tu vSechny priisetné hyperboly v téZe roviné se nachdzejici maji

Obr. 3.

za spoleénou asymptotu p¥{mku plochy 83, jeZ v roviné setné
lezi. Ot4df-li se tedy rovina setnd okolo piimky d, naplni tyto
spoletné asymptoty pdvodni plochu sborcenou S2.

Zvolme (obr. 3.) zase zékladnf body 4, a B, pruméty d,
a j, Fidicich pfimek plochy S® a zobrazme zné.mym zpisobem
prim&t s, libovolné pimky s plochy S3. Stopu pidorysnou
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piimky s oznatme S,. Seznali jsme, Ze jedny asymptoty pri-
seénych hyperbol plochy S® s rovinami vedenymi pfimkou s
naplituji sborcenou plochu 3. ¥4du 253, jejiz dvojnou Fdici pHmkou
jest pfimka s. Stanovme nynf druhou fidici pf{mku plochy 2S®.
Piejde-1i rovina seénd vedend pfimkou s v rovinu asymptotickou,
jest patrn& ptimka s jiz smérem jedné asymptoty prisené hyper-
boly v roviné asymptotické lezici. Ozname tuto asymptotu x.
Pidorysnd stopa jeji IV, jest prisetikem pidorysné stopy uva-
Zované asymptotické roviny s difve odvozenou tpatnici paraboly
%¢c,, v niZz primétna z protind plochu 283, Odvodili jsme, Ze
pidorysné priméty povrchovych p¥{mek plochy 2S® obaluji para-
bolu %p o ohnisku ®F' a vrcholové tetnd d,. PondvadZz piimka n
plochy 282 jest rovnobéind s pifmkou s plochy S? obdriime
jeji pidorysny primét x,, vedeme-li ku obrysové parabole 2p
tetnu rovnob&inou s pH{mkou s,. Vedeme-li tedy ohniskem 2F
kolmici ku s, a prisetikem jejim L, s vrcholovou tetnou d,
piimku #, || 5,, jest tato piimka plidorysnym primé&tem hledané
asymptoty » a jeji pidorysnd stopa N, jest prisedfkem pifmky
n, s pidorysnou stopou A, uvaZzované asymptotické roviny.

Rovina pldorysné promitaci vedend pfimkou = prochdzi
téZz piimkou 2u., plochy %S3. Protind tudiZ plochu jeité v dalst
pfimce, jeZ musi byti patrné hledanou druhou pi¥{mkou ¥idici.
Oznatme ji %. Ptadorysnou stopou pifmky % jest bod NN, a pri-
métem pidorysnym piimka j, = n,. Ponévadz Fidici piimka d
plochy S3 ndlezf téZ ploSe 253, musi ji Fidicf pfimka 2% protinati.
Oznatme tento prisetik L (L, =d, X %,). Stopou N, a bodem
L jest fidici ptimka- % urcena.

4. a) Stanovme nyni plochu, jiZ napliuji jednoduché Fidict
piimky viech oo! ploch 3. ¥ddu, jeZ maji za dvojné p¥imky Fidief
jednotlivé povrehové piimky plochy S® a jeZ ndlezi do kongruence
[3, 2] teten plochy S?® podél kuZelosetky e, . Dle vySe odvoze-
ného protinaji v8echny tyto.fidiei pfimky pitimku d. Jest tudiz
ptimka ¢ ffdicf ptimkou hledané plochy. Oznalme tuto plochu
5% Budiz bod R, prisetikem spojnice L,%F s piimkou A,B,.
PonévadZz vzddlenost ohniska 2F od primétu d, ¥dicf pfinﬂ_ d
se rovné poloméru » kruznice %, a dle konstrukee jest A DM, ||*FL,,
musf byti dselka 4, R, — M ¢ = 2r. Ponévadz ddle prumét 2,
fidici pHmky % Jde bodem L kolmo ku B, L,, plati: Padorysné
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priméty vdech jednoduchych ¥idicich pr¥imek uvaZovanigych oo!
sborcengjch ploch 3. Fddu obaluji parabolu f, o ohnisku R,
o vrcholové teéné d,.

b) V pojedndni na potdtku price uvedeném jsme dokdzali,
ze vztytime-li v pilicim bods P, tisetky M, H, kolmici ku stopd
4, asymptotické roviny A, dotykd se tato kolmice kruznice '%
shodné s kruZnici %, a dotykajici se symetrdly f bodi M, a H,
v prisetiku jejim G, s piimkou A, B,. Konstrukei jednotlivych.
bodd kfivky ¢,, v niZ plocha S* protind primétnu =, moZno
provésti bud zpisobem, jako jsme sestrojili jiZz bod N, této
kiivky, nebo téZ pomoci vlastnosti pravé uvedené ndsledovng:
Vedeme libovolnou tetnu kruznice '% a v priseéiku jejim P,
s ptimkou £ vzty¢ime normélu 4, ku této tetn&, natez ohniskem
R, vedeme pifmku R, L, rovnobéznou se spojnici sttedu '0 kruz-
nice % s bodem P,. V priseliku L, této piimky s piimkou d,
vztylend k ni kolmice », protne kolmici 4, v bodu N, kfivky c,.

Oznadime-li J, prisetik spojnice *FF, s piimkou n,, jest
patrné <t P,J, N, = < P,N,J, = ¢, tudiz A P,J, N, jest rovno-
ramenny. Z obrazce jest patrno, Ze jest A,J, | A,*F. M4 tudiz
kiivka, kterou p¥i opakujici se konstrukei naplni body.J,, nd-
sledujicf vytvarny zikon: Bodem A, vedeme libovolny paprsek
a v prisetfku jeho ?F se symetrilou ¢ bodd 4, a R, vedeme
kolmici ku 7 a protneme ji kolmici v bodé 4, ku A, 2F vatytenou
v bodu J,. Body «/; naplni, jak snadno lze nahlédnouti, parabolu
@, majici vrehol v bodu 4, a ohnisko v bodu E, (4, E,=14,7,).
MiZeme proto jednotlivé body kfivky ¢, sestrojiti téZ ndsledu-
jicim zpisobem: Stiedem 'O kruZnice 'k vedeme libovolny pa-
prsek protinajici pfimku f v bodu P,. Bodem P, vedend kolmice
ku pfimce f necht protne parabolu @, o bodu J,. Sestrojime-li
k bodu J; bod crthogondlné soumérny N, vzhledem ku piimce
10P,, jest tento bod hledanym bodem kiivky ¢,. Dle této kon-
strukce ndleZeji priseliky 7 a 2 primky f s parabolou ¢, patrné
jiz kfivee ¢,.

Vedme ku kruZnici '% teény rovnobézné s 4, B, a oznatme
1 a zr prisetiky jich s ptimkou f. Z difve uvedené konstrukce
kitivky ¢, plyne, Ze body M a 'N kfivky c,, v nichZ tato pro-
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tind jedtd piimku f, obdrzfme, udinimeli ;1M = TNz = %— ,
znalf-li ¥ kolmou vzdélenost piimek m, a j,.

Povazujeme-li bod A, za poldtek pravouhljch soufadnic
a pHmku 4, L, za kladnou osu x a pimku 4,R, za kladnou
osu y, jest rovnice piimky A,S, d4na rovnici

=l

Snadno nalezneme, Ze rovnice piimky 4,, pomoci téhoz

parametru 1 vyjidfend, zni

EA® _  1—2° r k2
y+r+la+1—_ 21-(:1:—}-74-1,_‘_1). (10)
TymZ parametrem A vyjiddfend rovnice pfimky =, jest
1 2
y:—T(m + Tr) (11)

Elliminacf proménného parametru 4 z rovnic (10) a (11),
jiz lze snadno provésti, obdriime rovnici k¥ivky ¢, ve tvaru
o (y -+ 4r)*+

[2r By + 2r + 2k) — 2*][(By + 2r + 2k) y 4+ 22%] =0. (12)

Z rovnice (12) sezndvame, Ze kfivka ¢, jest kiivkou 4. fidu
soumérnou ku ose y. Ze zhomogenisované rov. (12) plyne déle,
Ze kiivka ¢, prochdzi nekonetné vzddlenymi imaginirnymi body
kruhovymi primétny = a dotykd se ub&iné pifimky primétny =
ve sméru 08y y.

Pro 2 = 0 dostaneme z rov. (12)
2ry By + 2r + 2k)* =0,

z CehoZz plyne
" 2+ k%
—5 -

Y% :.0’ Yas — —

Vlozime-li do rovnice kfivky ¢, za y vyraz — ?("h;'@’ ob-

drZime _

2, =0, @ =Ai——————-(5r —3k) Ve . (13)

M4 tudfz kiivka ¢, na ose y dvojuy bod D, (x=0;
— 20+ k))
—3— )
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Konstrukce bodd, v nichz p¥imka vedend bodem D, rovno-
béZné s osou x kiivku ¢, protind, plyne p¥fmo z rov. (13).

Pro y = 0 poddvd rov. (12)
@, =0, xyy =+ 2\/r Br + k).
Dotykd se tudiZ kiivka ¢, osy « v bod& 4, a protind zdrovei

osu x v bodech, oznatme je U, a V,, jichz konstrukce z uvedeného
vyrazu jest patrnd.

¢) Vedme p¥imkou d plochy S* libovolnou rovinu o. Jeji
pidorysnd stopa ¢, prochdzi bodem A, kiivky ¢, a protind tuto
kiivku jesté v daldich tfech bodech X, Y,, Z,. Kazdy z téchto
bodé jest piidorysnou stopou urtité pifmky v roviné ¢ leZici
a ndleZejici ploSe S*% nebof bylo odvozeno, Ze piimka d jest
idfef pfimkou plochy S* Oznalme tyto pfimky =, ¥ a 2. Dle
diivéj§i konstrukce obdrZime ptdorysny préimét na pi. piimky
x, opifeme-li nad spojnici X, R, kruZnici a vytkneme-li piisluiny
priselik w, této kruZnice s piimkou d,. Pak spojnice w,X,
jest pidorysnym primétem w, piimky x. Primét x, jest patrné
tetnou paraboly g,, tvoiici obrys plidorysného priimétu plochy S*.
Podobné sestrojime y, a #,. PondvadZ piimky «, y a 2z lezf v ro-
viné o, protinaji se ve tfech bodech, oznaime je X', Y’ a Z',
jeZ ndlezi patrné dvojné kiivee plochy S*. Ponévadz kazd4 rovina
vedend pfimkou d obsahuje tii body dvojné kiivky, jest tato
prostorovou kfivkou 3. fddu. Z konstrukce povrchovych pfimek
plochy S* plyne pifimo, Ze tato plocha obsahuje pfimku v ne-
kone¢nu danou smérem ndrysnd promftacf roviny prochdzejici
piimkou d. Pfimka tato prochdzi patrné nekoneéné vzdilenym
bodem E, kiivky ¢,. Oznatme ji e, . Ndrysné promitaci -rovina
¢ pHimkou d veden4 m4 za piidorysnou stopu piimku A4, B, a pro-
tind kiivku ¢, krom& bodu 4, jesté v dvojném bodu D, a v bedu
Ey. V roving 6 lezi pfimky ¢ a ¢’ plochy S* jdoucf bodem
D, a piimka ey . Tyto tfi pfimky se protinaji v bodech D,,
G 2 G'y nélesejicich dvojné kfivce plochy. Pidorysné pri-
méty 9, & 9," piimek g a g’ obdrime, opfSeme-li nad primérem
D, R, kruinici protinajici pfimku d, v bodech w,’ a w,”. Pak
jest 9y =Dyw," a ¢, = D,w,”. PHmky g a ¢’ jsou patrné
sméry dvou asymptot dvojné ktivky plochy S4

Rovina pilidorysnd promitaci pfimkou d prochdzejici dotykd
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se kiivky ¢, v bodé 4, a kromé& toho ji protind v diive sestro-
jenych bodech U, a V,. Dle konstrukce pifimek plochy S* musi
primky povrchové ' resp. o' prochdzejici body U, a V, byti
rovnob&ny s rovinami plidorysné promftacimi kolmymi ku pfimce
R, U, resp. R, V, a kromé toho musi protinati pfimku d. Jsou
tudiz* »' a o' piimky kolmé k ». Pfimky «’' a o protinaji se
v nekonelné vzdileném bodé K., naleZejicim dvojné kiivce
plochy S% Jest tedy tfetf asymptota této dvojné kiivky kolm4
k =. Rovina pldorysné promitaci pifmky d obsahuje kromé uve-
denych p¥imek u' a o' je§té tieti piimku A’ (h,'= d,) plochy
S*, jez protind piimky ‘ a o' v bodech, jichz pidorysné pri-
méty jsou U, a V,, protez nélezi tyto body pidorysnému pri-
métu kfivky dvojné, Znadf-li @ pHmku jdouci bodem A, kolmo
k 7 a j, primét pHimky ¥fdfcf j plochy S* do roviny plidorysné
promitaci pfimky d, dokdZeme na jiném misté, ze pifmky a a d
oddéluji ptimky j, a A’ barmonicky, &m% piimka A‘ plochy S*
jest stanovena. Piimka % jest patrné jednoduchou ¥{dfci pfimkou
sborcené plochy 3. fddu, jiz napliiuji jedny asymptoty hyperbol,
v nichZ protinajf plochu S roviny vedené jeji povrchovou piimkou
gl|d. Zéroveii snadno nahlédneme, 7e pifmka A’ jest soudasné
geom. mfistem stfedd téchto priseénych hyperbol.

Odvodili jsme, ze dvojnd kfivka plochy S* jest prostorovou
kfivkou 8. fadu majici 3 redlné asymptoty. Jest tudiz tato kiivka
kubickow hyperbolou. Oznatme ji h. Piadorysny primét této
kiivky, co primét smérem jeji asymptoty kolmé k =, jest hy-
perbola %, prochézejicf body U,, V,, D, atd. Sméry asymptot
této hyperboly jsou pimky g, a ¢,’. Bod D, jest patrné jednim
koncovym bodem redlné osy této hyperboly. Dle konstrukce
priméti jednotlivich povrchovych pfimek plochy S* plyne, ze
bod D,’, v némi protind kolmice v bodu U, vztytend ku U, R,
spojnici 4,B,, jest druhym koncovym bodem redlné osy hyper-
boly %,. Pilici bod W, tsetky D, D, jest tudiz stfedem hyper-
boly 4, a jim prochdzejici piimky g* || g, 2 ¢,*|] 9, jsou asym-
ptotami této hyperboly. Bod D,’ jest téZ pidorysnym primétem
asymptoty kolmé k = kubické hyperboly %.

Z vysledkd odvozenych plyne, 3e plocha S* jest totond
s plochow oméch bisekant Eubické hyperboly h, jeZ protinajé
pFimku d. Jest tudiz plocha S* sborcenou plochou 4. #4du.
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Zvolme (obr. 4.) zdkladni body 4, a B, svazku kruZnic
v n, jich symetrdlu m,, nejmensi kruznici svazku %,, priméty
d, a j, Hdicich piimek plochy S3 a priiseéik @, pfimek j, a 4, B,.
Zndmym zplsobem sestrojme povrchovou pifmku s majici za

Obr. 4.

pldorysnou stopu bod S, (M, H, || 4,B,; H,S, 1 4,M,). Piimkou
s vedme libovolnou rovinu ¢ a stanovme onu asymptotu hyper-
boly, v ni% rovina ¢ plochu 8% protin4, jez jest paprskem kon-
gruentnim kongruence teten plochy S® podél pfimky uo,.
Oznatme E, priselfk stopy ¢, roviny ¢ s piimkou d,.
Piimka s plochy necht protind fidief p¥imku d v bodé C. Rovina
o protind piimku uy, v bodu Ry, jenz jest urten smérem pri-
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setnice E,C roviny ¢ s piidorysné promitaci rovinou piimky d,
nebot tato rovina prochdzi p¥fmkoun uy,. Jest tudiz ptimka E,C
smérem hledané asymptoty r. Prisetnice roviny teéné plochy
83 v bodé R, s rovinou o jest asymptotou r. Rovinu tenou
v bodu R, ustanovime pomoci dotyéného hyperbolického para-
- boloidu dotykajictho se plochy S° podél pHmky we. Libovolnd
rovina o rovnob&zna s nirysnou prochdzi pfimkou u, , jest tudiZ
jednou ¥fdfcf rovinou viech hyp. paraboloidd dotykajicfch se
plochy podél pHimky uy, . Z téchto paraboloidi zvolme paraboloid
oskula¢ni. Jednou Fidici rovinou tohoto paraboloidu jest rovina
e a druhou patrné rovina 8 kolmi ku ose x (x = d,). Ridicimi
rovinami ¢ a § a ¥Hdfcimi piimkami d a j plochy S? jest zvoleny
oskulafnf hyp. paraboloid tiplné uréen. Oznatme jej H. Chceme-li
uréiti rovinu teénou tohoto paraboloidu v bodé Ry, piimky uy, ,
musime vyhledati povrechovou ptimku jeho rovnobéznou s pfimkou
£, C ud4vajici bod R,,. Vedme bodem C rovinu rovnobdznou
8 Fidicf rovinou g a oznatme J jeji prisetik s primkou j. Sta-
novme priseik P, povrchové piimky 'CJ paraboloidu s pri-
métnou zz. OpiSeme-li nad primérem 4, @, pilkruznici protinajici
pfimku m, v bodu L,, jest tselka L,V, redukovanou vy$kou
zévitu z poldtku uvazovanych Sroubovic, znati-li bod ¥, stfed
kruznice %,. PovaZiujme rovinu pidorysné promitaci pfimky d
za rovinu ndrysnou a vyznatme ndrysné priméty d, a j, pfimek
Hdieich ¢ a §j (d, = L, 4,3 j, 1L dy). Znatfli C, a J, nérysné
prim&ty bodd C a J, jest A 4,Q,L, 0O A 4,J,C,. Tedy
CyC, : Cdyg=A,V,:7,Q,.
Sklopme pédorysné promitaci rovinu ptimky CJ do z. Jsou-li

(C) a (J) sklopené body C a J, jest C,(C)=C,C; a J,(J) =C,J,.
Z predeslé Gméry plyne tedy

G0 50 = 47, Vi@,

Sezndvame, %e piimka CJ protind primétnu =z v bodu P,
lezfcim na pfimce m,. Zvoleny oskulaéni paraboloid H protina.
tudfz primétnu w v piHmkéch 4,B, a m,. Abychom sestrojili
pHmku tohoto paraboloidu rovnobsznou s E,C, prolozme bodem
P, a pHmkou E, C rovinu majicf za piidorysnou stopu p¥mku
P,E,, jet protind pfimku 4, B, v bodu R,. Vedeme-li bodem
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R, rovinu rovnob&Znou s fidicf rovinou e, protind tato pfimku
CJ v bodu N a spojnice %, N jest hledanou povrchovou piimkou
paraboloidu H, Jest tedy pldorysné promitaci rovina piimkou
R,N"vedens tetnou rovinou plochy S3 v bodu R, . Jeji pido-
rysnd stopa R, N, protind tudiz stopu ¢, roviny ¢ v bodu %,,
jenZ jest ptidorysnou stopou asymptoty t || E, C prisetné hyper-
boly v roviné o leZici.

Oznatme 9%, nekonetnd vzddleny bod piimky £, N,.
Pidorysné stopy rovin setnych prochézejicich p¥imkou s tvoff
svazek o vrcholu S,. Ponévadz bod P, pii opakujici se konstrukei
svoji polohu neméni, naplni spojnice P, E, svazek o vrcholu P;.
Z konstrukce jest patrno, Ze svazek P,(E, . . .) jest perspektivny
se svazkem R, (K, .. .) vzhledem ku piimce A4, B, co persp.
ose a svazek S;(E, . ..) jest perspektivny se svazkem P,(E, .. .)
vzhledem ku p¥imce d, co ose. Jest tudiz svazek S,(E,...) =
R0 (R, ...). Pozorujeme, Ze pidorysné stopy uvaZovanych
asymptot priseénych hyperbol, lezicich v rovinich piimkou s
prochézejicich, naplni kuZelosetku. Oznatme ji '%,. Stane-li se
rovina setnd rovinou pidorysné promitaci, plyne pi{mo, %e bod
kuzeloselky ', na stopé s, této roviny lezici jest nekoneins
vzddlenym bodem stopy s,. PonévadZ bod R, co vrchol svazku
téz ndlezi kuZelosetce 'h,, musf byti tato hyperbolou. Je-li piido-
rysnou stopou seéné roviny piimka A4,S,, plyne z konstrukee,
ze bod A, jest téZ bodem hyperboly '2,. Body R,, 4, a S,
a sméry asymptot jest hyperbola '4, dplné urtena.

UvaZujeme-li asymptoty rovmobéZné s rovinou ndrysnou
viech kuZelosetek, v nichZ roviny pfimkou s prochézejici plochu
S protinaji, pozorujeme, Ze plocha, jiz napliiuji, jest urlena
hyperbolou '%4,, ptimkou s protinajici tute hyperbolu co pfimkou
fdic a rovinou nérysnou co rovinou ¥dici. PondvadZ tato rovina
jest rovnobdind s asymptotou hyperboly '4,, rozpadd se konoid
3. fddu, Gtvary uvedenymi uréeny, v rovinu prochézejici pfimkou
s rovnobézné s osou x a v hyperbolicky paraboloid. Oznatme
jej P. Druhou ffdici rovinou tohoto hyperbolického paraboloidu
jest pidorysné promitaci rovina p¥{mky s, nebof tato rovina
protind plochu S3 v parabole, proéez nekone&nd vzdédlend pi{mka
této roviny ptredstavuje splyvajici asymptoty této priiseéné kuZelo-
setky a ndleZf tudiZ paraboloidu P.
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Ze plocha naplnénd uvaZovanymi asymptotami musi byt
hyperbolickym paraboloidem, plyne té% ptimo, uvazime-li, Ze
hledanymi asymptotami jsou ony paprsky linedrné kongruence
teen plochy S2 podél pHmky us, jeZz se nachdzeji v rovinich
svazku o ose s.

PondvadZz ony asymptoty kuZelosetek na plose S® lezicich,
jeZ jsou paprsky lineirni kongruence tefen plochy podél piimky
Uep, tVOF v libovolné roviné s ndrysmou rovnobéZné osnovu
pfimek rovnobéZnych s pfimkou paraboloidu H ve zvolené roviné
lezfci, nachdzi se tudiz v roving p¥imkou m, prochdzejici kolmo
k 7 urlitd pfimka m’ paraboloidu P rovnob&zni s pfimkou m,
oskulagniho paraboloidu H. PonévadZz osa paraboloidu P jest
kolmé ku s, jest m' jednou jeho pfimkou hlavni. TudiZz prdmét
m,! = m, jest jiz jednou asymptotou hyperboly 'h,. Znatf-li
M, prisetik paprsku 4, S, s asymptotou m, a vytkneme-li na
tomto paprsku bod U, tak, aby 4, U; — M,S,, prochdzi bodem U,
dle zndmé vlastnosti hyperboly, druhd asymptota », hyperboly
Th,. Dle diivéjstho jest , ||s,. Znaéi-li bod Z, prisetik asym-
ptoty =, s piimkou A4,B,, jest A\ M, S, H, D A\ A4, U, Z, a tedy
A,Z, =V,Q, = k. Uréime tudi} priseénou hyperbolu s pri-
métnou m libovolného hyperbolického paraboloidu naplnéného
uvadovanymi asymptotami kuZeloseCek, v niché plochu S3 pro-
tinajt roviny vedené libovolnou primkow této plochy, vedeme-li
pevnym bodem Z, pFimku mn, rovmobéinou s phudorysnym pri-
métem pFimky zvolewé. Hyperbola *h, jest pak stanovena
asymptotami m,, n, a bodem A,. _

Zpisobem uvedenym piislusi kazdé pfimce plochy S2 urtity
hyperbolicky paraboloid. UvaZujeme-li soutasné viechny hyper-
bolické paraboloidy, piisluiné viem pifmkim povrchovym plochy
S3, jsou tyto paraboloidy protnuty primétnou = v hyperboléch
0 spoletné asymptot® m, a spoletnych bodech A4, a @,. Tvoii
tudiz tyto hyperboly svazek. Déle jest patrno, Ze Fdicf piimky
d a j plochy 82 jsou spolednymi pf{mkami viech t&chto para-
boloidd. PH{mka u., plochy S® téz ndlezf témto paraboloidim
a v jednotlivfch bodech této piimky maji paraboloidy vzdy
spoletnou rovinu tetnou, nebof se podél piimky u., dotfkaji.
Pozorujeme tudiZ, Ze wvaZované paraboloidy tvori svazek.
Jedny hlavni pfimky t&chto paraboloidd jsou pifmky rovnobéziné
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s pfimkou s, a vypliiujf rovinu y' prochdzejici piimkou m,
kolmo k . Ponévadz osy t&chto paraboloidd jsou kolmé k =,
napliiuji druhé hlavni pf{mky jejich hyperbolicky paraboloid A
uréeny mimobézkami d a j a priimétnou = co rovinou Fidici.
TudiZ vrcholy téchto paraboloidd musi se nachézeti na povrchové
piimce a paraboloidu A4 leZici v roviné y'.

Viechny uvaZované paraboloidy nileZi patrné do o2 hyper-
bolickych paraboloidd linedrni kongruence stanovené mimob&zkami
d a j. Jest tedy pfimka a obsahujici jejich vrcholy povrchovou
pfimkou uréitého konoidu 5. stupné*), jejz napliiuji vrcholy viech
» 2 hyperbolickych paraboloidéi uvedené linedrni kongruence.

6. Stanovme geometrické misto stiedd kuZelosedek, v nichz
roviny prochdzejici pfimkou s plochy S tuto plochu protinaji.
Bylo odvozeno, ze jedny asymptoty téchto kuZeloseéek napliiuji
sborcenou plochu 3. f4du 2S3. Pon&vadZz plocha 2S? a hyperbolicky
paraboloid P napln&ny zbyvajicimi asymptotami maji spoleénou
dvojndsobné Etitanou p¥imku s, pfimku d a nekoneéné vzdédlenou
pifmku %, roviny ptdorysné promitaci pfimkou s prochézejict,
mohou se protnouti je$té v kiivce 2. stupné, jeZ jest, jak ihned
dokdzeme, parabolou. NdleZi totiz této kiivce téZ prusetfk pfimky
u hyperbolického paraboloidu s pifimkou %u., plochy 283, Ob-
sahuje tedy tato kuZzeloseka jeden bod v nekonelnu a to onen
bod, v némz se plocha %28% i paraboloid P dotykaji roviny ne-
koneéné vzddlené. Jest tudiz hledand kuZelosetka parabolou o ose
kolmé k ». Oznatme ji ¢. Parabola ¢ prochizi bodem A,, nebot
tento bod, jakozto priselfk pfimky d plochy %S® s p¥imkou ¢
paraboloidu P, prochdzejici bodem A, rovnobézné& s pidorysné
promitaci rovinou pifmky s, nédlezi téZz priise¢né k¥ivce obou
ploch. Plati tudiz véta: Vedeme-li libovolnou p¥Fimkou plochy
S roviny secné, protinaji tyto plochu S3 v kufeloseckdch, jichs
stiedy napliuji parabolu @ jdouci bodem A,. Osa této paraboly
jest kolmd % =. '

Stanovme p¥mku, jeZ jest pidorysnym primétem para-
boly @. Sestrojme v roviné ¢ jdouci p¥mkou s a majicf za

*) Dr. V. Simandl: O uréitém konoidu stupné.patého. Casopis pro
péstovani math, a fys. roé. XLII. — Dr. J. Kloboulek: Methodické poznimky
ku theorii komplexu 43. Rozpravy Ceské Akademie r. 1905.

26
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pidorysnou stopu pfimku rovnobdinou s A, B, obd asymptoty
prisetné hyperboly této roviny s plochou S3. Opiime za tim
titelem, dle diive odvozené konstrukce, nad primérem A4,C,
kruZniei protinajici péidorysnou stopu ¢, roviny ¢ v bodu w,.
Ohnisko 2F' obrysové paraboly % plochy 2S% nachdzi se dle
d¥vajitho na piimce bodem M, rovnobdzng vedené s 4, B,. Je-li
bod J, prisetfkem této rovmob&zky s piimkou d, a ulinfme-li
M,0, = 6,°F, jest bod °F hledanjm ohniskem. Z obrazce jest
patrno, %e bod *F le#f téz na pimce 4,w,. Pak kolmice ¢,
vztytend v bodé A, ku A,°F jest tefnou paraboly %p urdené
tetnou vrcholovou d, a ohniskem 2F, Teéna ¢, jest pidorysnym
primétem jedné asymptoty uvazované hyperboly. Asymptotu
druhou obdrzime, spojime-li prisetik ¥,, v némZ protind stopa g,
piimku d, s bodem P, a v prisetiku u této spojnice s pfimkou
A, B, vedeme rovnobé&zku ¢,’ s pfimkou d,. Pak ¢’ jest primétem
druhé asymptoty prisetné hyperboly. Prisetfk 7, asymptot ¢,
a t,’, jakoZto primét stfedu priisetné hyperboly v roviné g leZici,
ndlezi té% pidorysnému primétu paraboly ¢. Jest tudiZ pri-
métem ¢, paraboly ¢ primka A,T, | A,F.

Uvazujeme-li soutasnd roviny se¢né viemi pfimkami plochy
83, tvoi roviny parabol, jeZz obsahuji stfedy pifsluSnych pri-
setnych kuZelosetek, svazek rovin o ose a jdouei bodem A,
kolmo ku 7. ’

7. Stanovme plochu naplnénou témito parabolami. Oznatme
ji . Vyznalme (obr. 5.) zdkladni body 4, a B,, priméty d,
a j, HMdicich pfmek plochy S?® a libovolnou pifmku s této plochy
o pidorysné stopd S,. Dile vyznatme asymptoty m, a n, a stied
K,’ hyperboly ,, bod Z, a pHmku ¢, | 2F4,, jez jest pido-
rysnym primétem paraboly ¢. PonévadZ parabola ¢ nélezi
~ hyperbolickému paraboloidu P, obdriime druhy jeji priseéik
8 primétnou z, urifme-li prisettk pimky ¢, s hyperbolou '%,.
Z konstrukce jest patrno, Ze A\ *FA,M, jest rovnoramenny;
vrcholem jeho A, prochézi piimka ¢, kolmo ku strand A4, °F
a bodem Z, jde asymptota n, kolmo ku strand 4,M,. Je-li Y,
priseéfk piimek =», a ¢, jest A 4,Y,Z, téZ rovnoramenny.
Tudi% kolmice z vrcholu Y, ku strané 4,Z, vedens protind

tuto v bodu R, a jest patrnd AR, = R,Z, = -;c—, znadi-li &
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kolmou vzddlenost p¥imek m, a j,, nebof difve jsme dokédzali,
%e A,Z, = k. Hyperbola 'k, prochizi, jak jiz bylo uvedeno,
bodem A,. Oznatfme-li G, prisetik piimky ¢, s asymptotou
m,, musf .pro priseifk X, p¥imky ¢, s hyperbolou 'k, platiti
4,X, = G, X,. Nachdzi se tudfz hledany prisetik X, na pimce
I, rozpolujici vzdalenost & pfimek m, a j,. Totéz plat{ patrné
o pruseffcich s primétnou = vSech parabol, naplnénych stfedy
kuzelosetek na plofe S?lezicich. Vedeme-li pfimkou u., plochy
S3 roviny, protinaji tyto plochu S® v hyperboldch majicich stfedy

Obr. 5.

na ose A,B, mimobdZek d a j. S tdmito rovinami jest totiz
rovnobéznd piimka g¢||d plochy S® majici pidorysnou stopu
v bodu @,. TudiZ ndrysné promitaci rovina pfimkou ¢ prochd-
zejief, co rovina asymptotickd pfimky g, obsahuje jiz jedny
asymptoty pifisluSnych priseénych hyperbol. Druhymi asympto-
tami jsou povrchové piimky rovnobézné s nirysnou difve od-
vozeného oskulatniho paraboloidu H podél piimky w.,, proteZ
jest piimka 4, B,, naleZejici tomuto paraboloidu i zmfnéné rovins
asymptotické, geometrickym mistem stfedd uvazovanych hyperbol.
Jest tudig plocha o, naplnénd vijse uvedengmi parabolams, pro-
tnuta primétnou m v p¥imkdch 1, a A B,.

96*

-
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UvaZujme roviny teéné v bodu 4, jednotlivych hyperbo-
lickych paraboloidi d¥ive odvozeného svazku hyperbolickych
paraboloidi prochdzejicich pfimkami d a j a dotykajicich se
plochy S° podél pimky ue. Telnd rovina z v bodé 4, hyp.
paraboloidu na pf. P jest urlena pifmkou d a tetnou 7, hyper-
boly 'h, v bodu 4,. Tetnu 7, uréime, jak zndmo, vedeme-li
bodem A, rovnob&iky s asymptotami m, a =, hyperboly %,
a vytkneme jich prisetiky L, a E, s asymptotami. Pak prochdzi
tetna z, bodem 4, rovnob&iné ku spojnici L,E,. Uvazujeme-li
goudasnd roviny tetné v bodu 4, viech zminénych hyperbolickych
paraboloidd, plyne z obrazce piimo, Ze bod C,, v némZ protind
L, E, ptimku 4,B,, jest stdle bodem pevnym. Asymptoty, jdouct
bodem Z,, jednotlivych hyperbol svazku, v némZ primétna »
protind n4§ svazek hyp. paraboloidd, tvoif svazek paprskovy

Z\(E, .. .) perspektivny se svazkem C,(E, . ..). Ponévadz ddle
" svazek teten A4, (7, . . .) jest se svazkem C,(E, . . .) perspektivny
a shodny a svazek Z, (Y, ...) jest perspektivny se svazkem
4,(¥; .. .), jsou soumistné svazky 4,(Y,...) a 4,(z...) pro-
jektivné. Z konstrukee plyne piimo, Ze paprsky 4,B, a d, téchto
soumistnych svazki o stiedu 4, jsou p¥isluSnymi paprsky samo-
druznymi téchto svazki.

Prolozfme-li vSemi paprsky svazku 4, (Y, ...) roviny
kolmé k =z, tvofi tyto roviny svazek rovin o ose a kolmé k .
V tomto svazku rovin nachdzejf se dle diivéjifho jednotlivé
paraboly ¢ obsahujici stfedy kuZeloselek na plofe S3 leZfcich.
Prolozime-li roviny pimkou d a paprsky svazku A4,(z, ...,
jsou tyto roviny teénymi rovinami v bod& 4, uvaZovaného svazku
hyperbolickych paraboloidd. PonévadZ stopy pidorysné svazku
‘rovin 0 ose a tvofi svazek paprskovy projektivny se svazkem
pidorysnych stop t&chto tetnych rovin, jest svazek rovin o ose
a projektivny se svazkem telnych rovin o ose d uvaZovanych
paraboloidd v bod® 4,. Tedy svazek rovin o ose a jest téz
projektivny s timto svazkem hyperbolickych paraboloidi. Plocha
J/ naplnénd stfedy kuZeloselek plochy S° jevi se ndm tudiZ co
plocha naplnénd priseénymi parabolami, v nichZ jednotlivé roviny
gvazku o0 ose a protinajf odpovidajici jim hyperbolické paraboloidy
projektivné sdruzeného uvedeného svazku hyperbolickjch para-
boloidd.
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Padorysné promitacf roviny pfimek d a j pfedstavuji dege-
nerovany paraboloid svazku a ponévadZ tomuto degenerovanému
paraboloidu odpovidd projektivn® sdruZend rovina svazku rovin
0 ose a, jeZz se ztotoziiuje s rovinou pidorysné promitaci pfimky
d, rozpadd se plocha 3. fddu, priseinymi kuZelosetkami uvaZo-
vanych projektivnych svazkd naplnénd, v rovinu pidorysné pro-
mitaci piimky d a plochu & 2. stupné.

Plocha & musi byti hyperbolickym paraboloidem o ose
kolmé k z, nebof jest svazkem rovin o ose a protnuta v para-
boldch o osdch kolmych k #. Piimka u.,, v niZ protind rovina
svazku rovin o ose @ rovnobéZnd s ndrysnou difive uvedeny
degenerovany paraboloid svazku, néleZi patrn& téZz paraboloidu
#. Déle obsahuje plocha & pifmku v nekonetnu danou smérem
roviny kolmé ku ose «, nebof v piipads, kdy paraboloid svazku
piechdzi v paraboloid oskulatni A podél ptimky wu.,, stivd se
piidruzend rovina svazku rovin o ose a rovinou kolmou ku ose «,
proteZ priise¢nd parabola v této rovind lezici, rozpadd se v pfimku
A, B, a piimku nekonetné vzddlenou této roviny. Jest tudis
plocha H hyperbolickym paraboloidem rovnostranngm.

Uvedli jsme, Ze primétna » proting hyperbolicky paraboloid
I v ptimkéch A, B, a Il,. PonévadZ osa o tohoto to paraboloidu
Jjest ku 7 kolmd, jest prisetfk O, pfimek l, a A,B, vrcholem
paraboloidu .

Shrneme-li uvedené vysledky, dospivime ku vété:

Geometrickym mistem stredi vsech oo? kuZeloseéek na
plose S3 legicich jest rovnostranny hy Jperbolicky' paraboloid o,
JehoZ vrchol O, lezi v priamétné =, je jest zaroven prislusnou
jeho teénou rovinou wvrcholovou.

Ponévadz ¥dici pfimka j plochy S3jest geom. mistem sttedi
degenerovanych kuzelosetek na ploSe S leZicich, jeZ se rozpadaji
v tuto pfimku a nékterou p¥imku povrchovou plochy S%, ndlezf
piimka j téZ hyperbolickému paraboloidu .

Pi¥imkami j a I, a Fidici rovinou kolmou ku ose = jest
tudiz paraboloid J7 Gplné uréen.

Ku geom. mistu stfedi kuZelosetek na ploSe S3 lezicich
dluzno &ftati je§té p¥{mku d, jeZ nendlezf sice paraboloidu %
pfedstavuje vSak geom. misto stfedd kuZeloselek rozpadajicich
se v pifmku d a né&kterou p¥imku plochy S3.
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Pomoci konstrukef v prici odvozenych mozno jednoduSe
vyhledati asymptoty hyperboly, v niZ libovolnd rovina vedend
nékterou pfimkou plochy S® tuto plochu protind. Pidorysny
primét této hyperboly jest pak urlen primé&ty téchto asymptot
a primétem priseéfku zvolené piimky s pfimkou d, jimZ hyper-
bola téz musi prochazeti.

Zvolime-li naopak libovolny bod v primétné = za priamét
sttedu urtité hyperboly na plose S3lezfci, moZno konstrukcemi
uvedenymi sestrojiti snadno polohu roviny této hyperboly jakoZ
i urtiti povrchovou ptimku plochy 83, jiZ rovina tato prochdzi.

8. Ureme jesté souvislost mezi hyperbolickym paraboloidem
J a oskulaénim hyperbolickym paraboloidem H plochy S podél
piimky u.,. Oba tyto hyperbolické paraboloidy maji patrné
spoletné dvé piimky leZici v nekonetnu uréené spoleénymi jich
Fdicimi rovinami, spoletnou p¥imku j a piimku ¢, = 4, B,.

BudteZ (obr. 6.) m, || I, diive sestrojené pfimky paraboloidu
H resp. J lezici v =, ¢, spoletnd piimka paraboloidi lezici v =
a pimka j(4, || m,) o pidorysné stop& @, dalsi spoletnou jejich
piimkou. P¥imka [/, pili dle diivé&jsiho vzddlenost -pifmek m,
a j,. Rovina urlend spolenymi pffmkami j a ¢, obou parabo-
loidd jest patrné spoletnou jich rovinou tefnou v bodu @,.
Vedme pifmkou j libovolnou rovinu ¢ o pidorysné stopé o,
protinajici p¥imky wm, a I, v. bodech H, resp. U,. Vedeme-li
body H, a U, roviny u' a 4’ prochdzejici nekonetnd vzdélenou
spoleénou pfimkou obou paraboloidd danou smérem kolmym ku
ose x, protind prvd z nich rovinu ¢ v pfimce % paraboloidu H
a druhéd v p¥mce w paraboloidu J%. Z obrazce jest patrno, Ze
plidorysny priimét «, piimky » pilf vzdalenost piimek 7, a c,.
Vedeme-li tudiz spoletnym bodem ¢, obou paraboloidi libovolnou
pfimku leZicf v roving ¢ a protinajici paraboloid H v bodu X
a paraboloid & v bodu Y, jest patrnd stédle Gsetka Q.X = 2Q, Y.
Ot4ti-li se rovina ¢ okolo pfimky j, zlstivé uvedend vlastnost
prisetiki pfimek jdoucich bodem Q, s ob&ma paraboloidy stile
v platnosti, protez oba paraboloidy jsou homothetické vzhledem
k bodu Q, co stfedu pro pomér 1: 2.

) Stanovme dédle pffmky obou paraboloidd leZici v libovolné
roviné kolmé ku pfimce ¢,, na pf. v roviné ndrysné. Ndrysné
stopy 'H, a 'U, pfimek % a u leZicich v roviné ¢ nachdzeji se
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na ndrysné stops g, roviny ¢. Stopa ¢, jest rovnob&znd s pfimkou j,
nebof pifmka j jest hlavni pfimkou roviny ¢o. P¥imka e,= Q,'H,
nalezi paraboloidu H a pHimka g, = Q,'U, paraboloidu &% Zna-
¢-i P, a R, nérysy prisetiki piimek % resp. u s piimkou j
a je-li K, prisetfkem piimek g, a h,, jest z obrazce patrno,

Obr. 6.

ze A\ Q,'U,R, & R,'H,P, & 'U,K,"H,. Tudi Gsetka P,'H,
= 'H,K,. Znatf-li z, primét z bodu ¢, do roviny nérysné
nekoneénd vzdélené spoletné pfimky »., obou. paraboloidi dané
smérem roviny kolmé ku ose w, tvoH na zdklad® vztahu prévé
odvozeného piimky z,, e, j, a g, harmonickou ¢&tvefinu, t. j.
(23627292) = — 1.

Platf tedy: Promitneme-li spoleéné pFimky j a vy 2 bodu
uréitého spoleéné primky ¢, do roviny o urdené p¥imkami obou
paraboloidi, jez avolenym bodem prochdzeji, tvort {yto praméty
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a primky paraboloidi v roviné « lefici harmoniclou &tverinu
primek.

Jim dokédzéna jest véta dfive uvedend, Ze geom. mfstem
sttedd prise¢nych hyperbol, v nichZ roviny vedené piimkou ¢
(obr. 1.) rovnob&%nou s ndrysnou plochu S? protinajj, jest pfimka
k' jdoucf bodem A, a leZfef v rovind pidorysné promitaci
pfimky d, pk &emZ poloha pffmky A’ jest urlena vztahem
(2,47, h") = — 1, zna¥-li j, primét pfimky j do roviny pido-
rysné promitaci pH{mky d a je-li z, pfimkou prochézejici bodem
4, kolmo k 7.

' ’l(h .,"
(01) E .I.I } /’(t)
H;: ﬁ/' m,
IIA}i ll
PR M
(7] (%)
Obr. 7.

Vytkndme ddle pifmky paraboloidi vychézejici z bodu F
(obr. 6.) spoletné p¥imky j. Jednou z nich jest dffve sestrojend
piimka % paraboloidu H a druhou jest spojnice ¢ bodu P s bo-
dem 7,, v némZ rovina bodem P vedend kolmo ku ose x= pro-
tind pfimku /,. Promftnéme spoletné pfimky u., a ¢, z bodu P
do roviny urlené piimkami A a . BudiZ u, / primé&tem piimky
U & ¢’ primétem pimky ¢,. Z obr. 7., znizoriiujictho sklo-
penou rovinu pi{mek % a ¢ do =, jest pfimo patrno, Ze piimky
%Uop’ & h odd8luji pfimky ¢, a ¢ harmonicky.

Diive jsme sestrojili pi{mky % a w (obr. 6.) paraboloidd
jdouci tymZ bodem V,, spoletné piimky v.. Promitneme-li
z bodu V4 do roviny ¢ urlené pifmkami % a w pimku ¢, a
pHmku u,, obdrzime po promitnutf{ do » pHmky 4,, ¢, u, a
U “y joZ tvofd, jak z obr. 6. jest patrno, zase harmonickou
Stvefinu pimek.

Podobn& plyne piimo, Ze promitneme-li z bodu Uy, p¥mky
%o d0 roviny urlené pifmkami paraboloidd protinajicimi se



409

v bod® Ug, DPHimky j a vy, tvoif tyto priméty a piimky para-
boloidd v roving lezici rovnd% harmonickou &tvefinu pifmek.

Platf tudiz: Promitneme-li z libovolného bodu nékteré ze
&tyF spolecnych primek paraboloidi H a H wréité dvé daldi
spoleéné primky téchto paraboloidi do roviny wurdené povrcho-
vijmi  pFimkams paraboloidit zvolenym bodem prochdzejicimi,
tvofi tyto priaméty a pFimky paraboloidi v roviné leFict harmo-
nickou Ctverinu primek.

9. Bylo uvedeno, %e zddnlivim obrysem plochy S® pfi pro-
mitdni do roviny pilidorysné jest parabola p, (obr. 1.). Stanovme .
nyni kiivku, jeZ jest zddnlivim obrysem této plochy pfi promi-
téni do roviny nirysné. Uréeme bod &,, v n&mZ se tato kfivka
dotykd na p¥. primétu s, povrchové p¥imky s. Bod &. jakozto
dotyény bod roviny nérysné promitaci o p¥imkou s prochdzejicf,
jest patrnd totozny s priise¢ikem pi{mky s s hyperbolou §), v niZ
rovina ¢ plochu S® protind. Budiz bod N, prisetikem stopy o,
roviny ¢ s pidorysnym primétem d, fidici pfimky d a bod D,
prisetikem pimky o, s pfimkou s, a dédle bod P, nechf jest
patou kolmice z bodu D, spu$téné ku pfimce m,. Bod ortho-
gondlng soumérny k bodu M,, v némZ spojnice 4,S, protind
pifmku m,, vzhledem ku pifmce d, oznatme 2F. Je-li bod R,
prisetfkem spojnice P,N, s piimkou 4, B, jest, dle konstrukei
v préci uvedenych, pfimka #, prochizejicf bodem R, rovnob&zné
s osou z, asymptotou pidorysného primétu §, hyperboly §) a
kolmice v bodu 4, ku 4,2F vedend jest druhou asymptotou ¢,’
hyperboly §,. Znatf-li body £, a 9,’ prisetiky pfimky s,
s asymptotami ¢, a ¢, a udinime-li D, 9, + H,'S, jestbod S,
prisetfkem hyperboly 0, s pfimkou s,, nebof bodem D, musi
hyperbola §, té% prochdzeti. Narysny primét &, bodu & jest tedy
dotyénym bodem piimky s, s kiivkou %, tvoiici obrys plochy
v rovind ndrysné. :

Uvedenym zptisobem moZ%no tudiZ uréiti jednotlivé body
kiivky %,, jakoz i primé&ty padorysné bodii prostorové kiivky,
jez jest skutetnym obrysem plochy 82 p¥i promitinfi do roviny
nirysné. PonévadZ dotyény kuZel ku sborcené ploSe 3. ¥idu
z bodu leziefho mimo tuto plochu, jest kuZelem 4. fadu, jest
krivka k, té krivkou 4. ¥ddu. Ktivka k, jest soumdrnd k bodu 4,
a mi dva redlné body vratu. Primét g¢,=d, povrchové
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pHmky g plochy S jest asymptotou kfivky %,, nebof rovina
asymptotickd pfimkou g prochézejici jest rovinou nérysné pro-
mitacf. Nekoneind vzdédlensd pHmka roviny ndrysné jest tetnou
intlexnf kfivky %,.

“Zvolime-li libovolnou rovinu kolmou k ose z za tfeti pri-
métnu, bude zdénlivim obrysem plochy S3, pti promitini do této
. primétny, kuZelosetka, nebof v tomto pfipadé promfitéme patrnd
plochu 8% z bodu lezictho na pifmee wuy, této plochy. Pondvadz
roviny asymptotické onéch p¥imek plochy S3, jeZ odpovidaji po-
vrechovym pHmkim 4, & a B, K rdiciho kuZele, jsou rovinami
stranorysné promftacimi, obsahuje zmin®nd kuZeloselka, tvoficf
zdénlivy obrys plochy, dva bedy v nekonednu. Jest tudiz hyper-
bolou. Priméty KY a @7 bodi K, a ¢, na pidorysnou stopu y
roviny stranorysné jsou patrnd koncovymi body redlné osy obry-
s0ové hyperboly a priméty vyle uvedeuych dvou piimek jsou
pifsluinymi asymptotami.

V ptipadu, kdy redukovand vyska zdvitu v, z politku uva-
Zovanych Sroubovic jest rovna poloviénimu poloméru kruZnice %,

jest obrysem plochy v roviné stranorysné hyperbola rovno-
ramennd.

PouZitim konstrukef v prici odvozenych moZno sestrojiti
téz jednodule priméty meze stinu vlastniho plochy S® pti libo-
volném rovnobézném neb centrilnim osvétlent.

Obsah:

1. Definice a zékladnf vlastnosti sborcené plochy S3.

2. Kongruence paprskové naplnéné tednami plochy S podél
pHimky u,, a kuZelosetky ey, Vv nlchz rovina nekonetné vzdd-
lend tuto plochu protind. .

3. Piesné uréeni ploch sborcenych 3 fddu, jez maji za
dvojné piimky Fdici povrchové piimky plochy S® a jeZ nélezi
do paprskové kongruence teten plochy S podél kuZeloselky e, .

4. Sboreend plocha S* 4. fidu, jeZz jest geom. mistem
Jjednoduchych fidicich pfimek téchto o' sborcenych ploch 3.fddu:

u) Zddnlivy obrys plochy S* pfi promiténi do ~.
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b) Prisetnd kfivka plochy S* s prumétnou 7 a nékteré
konstrukce této kiivky.

¢) Dvojné kfivka plochy S

5. Svazek hyperbolickych paraboloidd, v némZ obsaZené
jednotlivé hyperbolické paraboloidy jsou naplnény asymptotami
kuZelosetek na ploSe S3 lezicich, jeZ ndleZi do linedrni kongru-
ence teten plochy podél piimky u., a nachdzeji se v rovinich
jdoucich uréitou ptimkou plochy S3.

6. Geometrické misto stfedd kuzeloselek, v nichZ protind
plochu S® svazek rovin majici za osu libovolnou povrchovou
piimku této plochy.

7. Rovnostranny hyperbolicky paraboloid jakoZto geom.
misto stfedd viech kuzelosetek na plose S° lezicich.

8. Vztah mezi hyperbolickym paraboloidem oskulaénim
podél pimky wue, plochy S a hyperbolick§m paraboloidem na-
plnénym stfedy kuZelosetek plochy S3.

9. Zd4nlivé obrysy plochy S3.

Prispévek k theorii hyperboly rovnoosé.
Doc. Dr. Fr. Kaderavek.

Kuzelosetka K (obr. 1.) bud ddna trojihelnfkem poldrnym
xyz, pHimkou P a jejim pdlem p, mimo to vytkndme v piimce
P dva harmonické pély g, 2¢ kiivky K. Libovoln& je nesmime
vytknout1 nebof ktivka K indukuje v piimce P involuci ’a, ’a;
15, %b; "¢, %¢ — bodim 'a = (P, xy), b = (P, x2), ‘¢ = (P, y2)
nalezeji totiz polary pz, py, pz, protinajici pf{fmku P v bodech
%a, %b, ¢ — a k této involuci musf pislufeti i vytéend dvojina
1g, %q. Prolozime-li body , y, 2, 'q, %q kuZzelosetku L, prochizf tato
t6% bodem p, nebot kuzelosetky L; xy, pz; zz, py; yz, pz body
xyz a dvojinami involuce v piimce P urtené tvoif svazek a pro-
chdzejf proto vesmds jesté 4tym zdkladnim bodem p. Je z toho
patrno, Ze :

a) Dén-li poldrny trojahelnik xyz a v piimce P dva har-
monické pély 'g, %q kuzelosetky K, tu pél pifmky P je obsazen
v kuzelosetce L, urtené body =, ¥, % '9 ¢
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