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b) Prisetnd ktivka plochy S* s prumétnou 7 a nékteré
konstrukce této kiivky.

¢) Dvojnd kfivka plochy S

5. Svazek hyperbolickych paraboloidd, v némZ obsaZené
jednotlivé hyperbolické paraboloidy jsou naplnény asymptotami
kuZelosetek na ploSe S3 lezicich, jez ndleZi do linedrni kongru-
ence teten plochy podél piimky u., a nachdzeji se v rovinich
jdoucich uréitou pfimkou plochy S3.

6. Geometrické misto stiedi kuZelosetek, v nichZ protind
plochu S® svazek rovin majici za osu libovolnou povrchovou
piimku této plochy.

7. Rovnostranny hyperbolicky paraboloid jakoZto geom.
misto stfedd viech kuzelosetek na plose S° lezicich.

8. Vztah mezi hyperbolickym paraboloidem oskulaénim
podél piimky wue, plochy S a hyperbolick§m paraboloidem na-
plnénym stfedy kuZelosetek plochy S3.

9. Zddnlivé obrysy plochy S3.

Prispévek k theorii hyperboly rovnoosé.
Doc. Dr. Fr. Kaderavek.

Kuzelosetka K (obr. 1.) bud déna trojihelnfkem poldrnym
xyz, pHimkou P a jejim pélem p, mimo to vytkndme v piimce
P dva harmonické pély g, 3¢ kfivky K. Libovoln& je nesmime
vytknouti, nebof kiivka K indukuje v pfimce P involuci ‘a, %a;
15, %b; "¢, %¢ — bodim 'a = (P, xy), b = (P, x2), ‘¢ = (P, y2)
ndlezeji totiz polary pz, py, pz, protinajicf piimku P v bodech
%a, %b, ¢ — a k této involuci musf pifslufeti i vytéend dvojina
1g, %q. Prolozime-li body z, , 2, 'q, %¢q kuZzelosetku L, prochizf tato
t6% bodem p, nebot kuzelosetky L; xy, pz; zz, py; yz, pz body
xyz a dvojinami involuce v pfimce P urtené tvoii svazek a pro-
chdzeji proto vesmds je$té 4tym zdkladnim bodem p. Je z toho
patrno, Ze :

a) Dén-li poldrny trojihelnfk xzyz a v pfimce P dva har-
monické pély 'g, %¢ kuzelosetky K, tu pél pifmky P je obsazen
v kuzelosetce L, urtené body #, ¥, % 9 °¢-
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b) Stfed kuZelosetky dané polérnym trojihelnfkem zyz
a sméry 'Q’, 2Q' dvou sdruZenych primérd lezf v kuZeloselce
urtené body z, y, # a sméry asymptot 'Q’, 2Q’'.

Obr. 1.

¢) Stfed hyperboly rovnoosé, dané polirnym trojihelnikem
xyz, lezi na kruznici L trojihelniku zyz opsané.

Posledni vétu lze téz pfimo dokdzati (obr. 2.): Vytknéme
v kruznici L body ., y, 2, p a hledejme asymptoty kfivky 2°

sttedem p a poldrnym trojihelnfkem zyz urtené. K priméru
1B = py sdruzeny !B je rovnobé&iny s zz a k 2C = px je sdruzen
1C||zy. Uhel 1B!(C je roven thlu xzy a ten Ghlu 2B2C s nim
nad tymZ obloukem @ stojicimu a proto i < 'B*C = <¢'C*B.
Jsou tudiz symetrdly Ghld 'B%B téz symetrdlami M, N dhld
'C*C a tudiz samodruznymi paprsky involuce priméri 'B®B;
1C2C, Je proto kfivka, poldrnym trojuhelnikem zyz a stfedem
p v kruznici zyz poloZenym urtend, rovnoosou hyperbolou.



413

Véty ¢) mozno uziti k vySetieni stfedu hyperboly rovnoosé,
dané 4mi teénami (redlnymi neb i imagindrnymi?)). V osnové
kuzelosetek danymi tetnami stanovené urleme pifmku S stie-
dovou a spoletny trojihelnik polarny, jemuZ opisme kruZnici L.
Prisetiky (S, L) jsou Zddané stfedy dvou danymi tetnami urde-
nych hyperbol rovnoosych.

Dén-li svazek kuZelosetek zakladnimi body p, 'p, °p, 3p
(obr. 3.), sestrojme spoleény poldrny frojihelnik xyz a obecnou
kiivku L svazku, jejiz priselfky s danou pifmkou P budteZ
19, 2q. Tyto body nélezeji do involuce, z niz v obraze vytéeny
dvojiny ‘a, %a; b, *b; ‘c, %c. Stanovme nyni kuZelosetku K
uréenou bodem p, piisluinou polirou P, v niz znejme involuci
harm. poli ‘a, %a; ', % . . . a tetnou 4. K bodu %a pfindlezi
tu poldra pla, protinajici A v bodé x. Stanovime-li k paprskim
lax, 2ax, A ¢vrty harmonicky, je to vzhledem k &tyfthelniku
», 'p, *p, 3p ptimka B, urtili jsme tim daldi tetnu kiivky K.
Podobné& pomoci pélu 25 a poliry p'b dokdzeme, Ze i C je tetnou
kiivky K. Proto:

d) Jsou-li dény t¥ tetny zy, yz, 2z a v piimce P dva
harmonické pély g, %7 kuZeloselky K, tu pol pfimky P leii
v kuZelosefce jdouci body !¢, %¢ a majici v trojihelnfku zy2
trojihelnik poldrny.

1) Regeni hyperboly rovnoosé ze 4 imag. teten podal p. dv. rada
V. Jarolimek (Rozpravy Ceské akademie cisafe Frantiska Josefa, rod. XXIV.,
ir, 1L, &. 11.).
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e) KruZnice L, pro niz tfi teény hyperboly rovnoosé K jsou
stranami poldrného trojihelnika, prochdzi stfedem kiivky K?).

Vysledku tohoto miZeme opé&t pouziti k FeSeni hyperboly
rovnoosé, dané 4mi tetnami. Vétu e) lze opé&t ptimo dokizati
(obr. 4.): Vytkneme-li stfed p kuZeloselky, dané tetnami ABC
v kruznici L, pro niz A ABC je polirnym, tu sestrojme na
paprscich pz, py, pz body p, 2p, 3p, vrté harmonické k bodu
p vzhledem k polérnému trojihelnfku xyz 'a dostdvdme dalsi
body kiivky L. Priméru 1C = pz kfivky K bude sdruzen primér
20 rovnob&sny s piimkou z'p?p jakozto &tvrtou harmonickou
k priméru 'C vzhledem k tetndm B, C'; podobné& k priméru
1B = py’p sdruzeny 2B|| %py'p, z tehoz patrno, %e v bods p

urtend involuce primérd sdruzenych ddna je dvojinami !B, ?B;
1C, 2C; jez vznikly spojenfim vrchold trojihelnfka 'p?p2p, do
kruZnice L vepsaného, s bodem p a vedenim rovmnobéZek s jed-
notlivymi jeho stranami, op&t bodem p. Je to tedy tyZ piipad,
jako v obr. 2. SamodruZné paprsky, asymptoty M, N dané
kfivky K i zde tvoii thel pravy.

Poviimn&me si jestd obrazu &fs. 5. Bud-dan svazek hyperbol
rovnoosych o zdkladnich bodech a, b, ¢; &vrty d je prisetikem
vysek trojihelnika abe, jejichz patami z, y, z urfen jest spoletny
poldrny trojthelnfk svazku. Ctvetina axb, zdec, xy, xz jest har-
monickou a jedna dvojina v nf, ab | zc, jest orthogondlni, jest

1) Clebsch-Lindemann, Vorlesungen tber Geometrie, L., 1, 1906, p. 309.
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tedy <t zzc = <t cxy. Jsou tedy body a, b, ¢, d stfedy kruZnic
do trojihelnfka xyz vepsanych. Z toho patrno:

f) Hyperbola rovnoosd prochdzi sttedy a, b, ¢, d kruZnie,
do poldrného trojihelnika xyz vepsanych.

Ab

Jsou-li tudiz diny 4 te¢ny hyperboly rovnoosé, mozno po
sestrojeni poldrného trojihelnika sestrojiti 4 body Zidané khvky
a provésti feSeni vétou Desargues-ovou.

I tuto v&tu moZno vysloviti pro kuZelosetky obecné a z od-
vozenych vét daldf ziskati principem duality.

KuZelosecky dvojnasobné se dotykajici dvou
kruznic.

{Dikazy vét, uvefejnénych Steinerem v Crelleové Journalu sv. XLV.
str. 189—211, Gesammelte Werke d. II. str. 445—468.)

Dr. Q. Vetter.

I

§ 1. V pojednini ,Uber einige neue Bestimmungsarten
der . Curven zweiter Ordnung nebst daraus folgenden neuen
Eigenschaften derselben Curven“ uvefejnil Steiner bez dikazi
Fadu vét o kuZeloselkéch, které se dvojnisobné dotykaji dvou
danych kruZnic.

Z praci, jez dikazy téchto vét poddvaji, uvddim zv1a§té
tti: Sporer, ,Uber Kreise, welche einen Kegelschnitt doppelt
berithren“ (Zeitschr. f. Math. u. Phys, sv. XLI. str. 210—220),
Schiissler, Uber Kreise, welche Kegelschnitte doppelt berithren*
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