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0 ortogonélnich systémech rovnic v teorii
- funkci theta. -

Napsal Karel Dusl.

1. UvaZujeme-li funkce theta polovi¢nich charakteristik a p —
proménnych, tu lze vidy nalézti 2p linedrn& nezdvislych &tvercht
téchto funkci!) a kaZdy daldi (2p + 1ni) moZno jimi linedrn& vy-
jadfiti. Pro funkce theta pfi p = 2, jichZ charakteristiky ndlezi tému
zékladnimu, fundamentdlnimu systému (F. S.) 2 p4- 2 charakteristik,
Ize jiZ mezi méné& neZli 2p--1 Ctverci psati linedrni homogenni relace. -

Rovnice tyto lze pak pro p =1 a p=2 a jen pro tyto hod-
noty p tak seskupiti, Ze tvofi systémy ortogondini a dtsledek orto-
gonality t&chto systémi jevi se pak v rovnici mezi &tyfmi (p=1)
resp. Sesti (p=2) &tvrtymi mocnostmi funkci theta, téhoz F. S.
s koeficienty + 1.

O téchto ortogondlnich systémech, resp. rovnicich mezi &tvrtymi
mocnostmi pfislu$nych funkci theta téhoz F. S. minim pro pnpad
p=1a p=2 v tomto pojedndni uvaZovati.

2. Pro ffi dtverce funkei theta jedné promé&nné zni zminéné
2
VHBY %) s e (x) = 942 9,2 () + 9t 8,2 (%)
P2 2 (X) = 2 92 (x) — $2 3,2 (%) (0
32 352 (x) = T2 %2 (x) — F2 9% (x)
P52 352 (x) = $2 942 (x) + %2 942 (x)
pfi &emZ pro funkce theta nulovych argumentti plati: .
Fot = Pyt — Fyt. " ‘ - (1)
PiSeme-li prvani dv& rovnice (I): '
P02 3,2 (x) = 392 942 (x) — 942 %2 (x)
9,2 952 (x) = 9,2 9% (x) — 9,2 9,2 (x) (N

1) Na pt. takovych, jichz charakteristiky tvori Gopeliv syzygeticky nebo
Rosenhaimiiv azygeticky systém, Bakes: Abels Theorem 446/47. Krazer: Lehr-
buch der Thetafunktionen 367. Viz odstavce 6, 13 a 20 tohoto pojednéni.

*) Oznadeni jako v mé kaize ,Zéaklady nauky o thetafunkcich Praha 1919.
Str. 304. — Rovnice hofeni viz str. 256. — Jinak ve v3ech ucebnicich elipt.
funkci. Srov. Whnttaker-Watson Modern Analysis 466.

Casopis pro péstovani matemaﬂky a fysiky. Roéaik LV, ' 9
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tu na zdklad® (1) a identity:
P2 Fy? — $2 9,2 =0 )

nahlédneme ihned, Ze rovnice (II) tvofi systém ortogondini v tom
smyslu, Ze klademe-li: %)

%t (x) = € X%, «902(x)=%[><32, 3
80 =DXE = Hr()=BXE ©)
kde na prave jsou skaldrni soufiny vektorn %, B a €, D s po-
mocnym vektorem X, pFi CemZ A, B a €, D moZno voliti tak, Ze
stoji k sob& kolmo. — Potom rovnice (II) znamenaji stofeni pravo-

“tihlého systému A, B v systém €, D, pfi emZ smérové kosiny
jsou ddny schematem:

Q9 — %
! 30 .‘}i
. )
S 52
9 ks ,
takie jest: C: — D* = B — A2 | ®)

kde latinskd pismena oznaluji velikosti vektori v (3). Vratime-li se
k funkcim theta znf tato rovnice (5):

Tyt (X) — F5t () = dt (x) — ot (). (1)

0 éprévnosti se mfifeme presvEdiiti direktn& povfﬁime-li ob¢& rov-
- nice (1I) na druhou a odefteme majice na zfeteli rovnici (1) a(2)
- mezi konstantami.

3. Odvodime nejprve n&které dasledky rovnice (III) v teorii
funkef eliptickych. — PiSme tuto rovnici ve tvaru:
80t (x) — 944 (%) + 9 (x) — %4 (x) = 0. any
_Poloxime-li sem x=0 tu vychdzi nejprve op&t rovnice (1) odst. 2.
pro funkce theta nulovych argument.

Souvislost této rovnice s eliptickymi funkcemi Jacobiho ob-
driime piSeme-li rovnici (Ill) ve tvaru:

[ o

| Pdlolime-li sem misto: p‘odﬂfx funkci theta vy;édi‘enf funkcemi snv,

- cnv:a dnvt) nalezneme po uspofadém.

N =
- ~ #) Viz mou préci ,O geometrickém vyznamu nékterych lmearnych relaci
*" v theorii-funkci theta“ v Rozpravéch 1925.

s '4) Dust- zakxady 246
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dntv + K'® k2sn‘v— k*cnty = k' (1v)
o jejiz sprdvnosti se lze snadno presvE&dditi.

4. Souvislost s funkcemi Weierstrassovymi. PouZijme zndmych
rovnic:®)

. 8
\/2“" Va o(u) = ie2nov'9, (v)

1

4
V22 Vo = o ) = iersns's,

T

™

4 - et ——
\/2‘"1 Velv—es 0y (1) = eV §, (v)

b4

.. 4
V22 Yo e ) = ety 0
pfi CemZ diskriminant: '
4 =(e;—e,)* (e, —e;)* (e, — €)™ )

Vlozime-li tyto hodnoty do rovnice (Iil) a zkratime, obdrZime sou-
mérnou rovnici:

ot (u) VA= (e, — &) 0,*(W)+(e, — &) 0t (u)+(es—e) o4 (). (V)
Pigeme-li tuto rovnici (V)¢) se zfetelem ku (8) ve tvaru ‘

— 1 _at(@) 1 9, (1)
(e —e) (e —e) ot (1)  (es—e) (e, —e) 0t(u)
©
+ ] Us‘ (ll)
. _ 5 ‘ (e:—e5) (e, — e5) ot (u)
a klademe-li sem: p () — ex= 0.2 (1)) (10)
v o* (u)
vychdzi identicky: e=1, 2,3 ,
W—e) (6—a)t@@—e) (6 —e)+ -
= (Vl)
+(p(u) —e) (&, —e) = ]’
a derivovdnim této rovnice kone¥n& opé&t identicky:
(p (w) — &) (s — ey) 1 (n (u) — &) (6, — &) | Vi)

+(p(”) — &) (e, —e) =0,

%) Na pt. Tannery-Molk: ,Eléments de la théorie des Fonctions ellipti--
ques. T. 1. 254,
' ®) Viz Encyklopedle der M. W. II. B. S. 282,
") Tannery-Molk T. II, 237. Dusl Zaklady 27 j
» » T.IL 38 » a
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5. Pfibereme-li v tvahu diferencidlni rovnici pro funkce p:

P@r=40W—e) p)—e) p@—ea) (1)

a poznamendme rozdily:

eg— e, =m, e — e =01n, e, — e, =p (12)
p (ll) — 6 = §12 (ll), §12 (wi) =p
p(u)—e, =& (u), £,2 (w5) =m (13)
P (u) — ey = & (u), &2 () =n

“budou u rovnice (VII) (VI) a (11) s timto oznafenim zniti: -

m &2 W)+ né W)+ pé&@)=0
m §4 (u) 4 n &t (u)+p & (u) = VA
P W)r=452 ) & () & (u).

Pfi tom, vzhledem k jednoznalnosti odmocnin | p (u)—e.nejsou
jiz prvnl dv& rovnice (VIII) identitami.

‘Nésobime-li prvni z rovnic (VIlI) pofadem funkcemi §&,, &,, &
a setteme se zietelem ku rovnici druhé, tu obdrzime, jelikoZ dle (12)

m4+nt+p=0 (14)

. rovnici: ' ’
C PE@E s @ER W A mEr @& @ =14 (X)
D&lime-1i rovnici tuto posledni z rovnic (VIIl), vychdzi:
p n .m 4)a
) & () )
Vzhledem ku (13) vychdzi integrovanim této rovnice jednak :

aVa (B = migr @)+ it @+ ptai @, 09)

(VD

X)

P (u)
Y aya( =@ s @ pta @, 00
jednak _ Codu _ (_du du du 16
B & Voar="S@t Sgsz_(u)“ Ver@ 09
protoZe v3ak integrily na pravé stran¥ rovnice (16) davaji :8)
S’ du __;S;:' du ___i_ C(u— we)+ uea a7
.2 (u) p(u) —eo (ea—ep) (e — &)

.~ - - ,a’ (ﬂ’ 7)-—'—-1, 27 ‘3)
%) Tannery-Molk: Eléments. T. IV. 110, Form. LXIL n=1. .
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bude rovnice (16) zniti:

ava (ot =2 e o) +ua+

(18)
+ g | Fe— ) Fua| o[£ — ey tue]
tedy vzhledem k (8) odst. 4.
du
AN\ —— =-m? — W 1
§i o = [0 e e+ (X11)

s [w—w9)+ue,]+p2[c(u-—ws)+uea].
Na zdklad& intégrélﬁ (X1) a (XII) moZno potitati integrély:

S  du
' u n
pro n celé a kladné, (p' ()]

Takto jsem ukdzal jak pro funkce theta jedné promé&nné lze
rovnice (I) sestaviti v ortogondini systémy tvaru (II) a odvodil
jsem tak rovnici (IlI) a poukdzal k jejimu. pouZiti v nauce o funkcich
eliptickych. Analogické vysledky odvodime pro funkce theta dvou
prome&nnych. ' :

6. Pro funkce theta dvou proménnych budu pouZivati oznateni
Forsythova?®) t. j. deset sudych funkci theta oznadim indexy:

30) ‘91’ 32» 83) 19‘4, ‘96o "983 '39’ '3’12) 815

a 3est lichych:
¥ H Y Y e Y
oznaleni promé&nnych: v, a v, vynechdvdm a sudé funkce theta
nulovych argumentfi budu oznalovati pismeny ¢ s tymiZ indexy,
tedy: co; cl C2, cs: Cu cSr CS) CQ: cl!' 015‘
Liché funkce theta vymizi ov8em pro nulové hodnoty prom&nnych.
V teorii funkci theta dvou prom&nnych vysloviti se d4 nej-
prve véta: °
- ,Mezi &tverci {fyF funkci theta, jichZ charakteristiky ndleZeji

n&kterému ze 16t ,zakladnich“ systémi (t. j. po tfech azygetickych)
charakteristik, po Sest/ vidy v kaZdém systému'°) existuje homogenni

9) Phil. Transactions 1832 p.783—862: ,Lectures to the theory of Func-
tions of two complex variables“, 1914, p. 247. — Srovndvaci tabulka pro jiné
oznateni. Baker: Abels Theorem 303. — Krazer: Lehrbuch der Theta-
funktionen 343,

19) Krazer: Lehrbuch der Thetafunktionen 283, Encyklopadie der Mathem.
Wissenschaften II. 746.
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linedrnd relace, jejiZ koeficienty jsou &tverce dfive vyt&enych kon-
stant t. . sudych funkci theta s nulovymi argumenty.“ Takovych

relaci bude tede celkem (2) . 16 = 240. Rovnice tyto uvadi Gopel,

Rosenhain, Weber, Krazer, Krause, Forsyth a jini.2Y) V knize M.
Krauseho jest — vzhledem k tomu, Ze v&ta hofeni pochizi od Ro-
" senhaina — on&ch 16 systémii nazyvdno systémy Rosenhainovymi,
coZ nesouhlasi s definici azygetického systému Rosenhainova nyni
uZivanou.

7. Mezi kazdymi &tyfmi Etvrtymi mocnostmi a vidy mezi tfemi
soudiny dvou &tverchi sudych funkci theta s nulovymi argumenty
(konstanty c) existuji homogenni linedrni relace, zndmé jiz Gopelovi
a Rosenhainovi.'?) Rovnice tyto, kterych v dalSim upotfebim, zné&ji:

Co* = Gt =t et = 0t ot .

G — €* = ot - Gt = 0t ot (19)

Gt — G5t = Gt Gt = A
Co? €122 = C? Cg% F 5% €y .
Cs? €12 = €% Cy? + C? Gy’ (20)
Co? €58 = C;% €2+ a2 Cyp?

Co? €2 = €% €% 4 €42 Cy5?
0;2 €2 = €% G2 Cy? Ca® (21
Co? 6, = €y 5% G4t Cy®
Co? g = ¢,* "9? .62 ¢p?
C? Cg2 = Cy2 €y - Cg? €y, (22)
€o® €2 = €% €2 €2 €2

1) A, Gopel: ,Entwurf einer Theorie der Abelschen Transcendenten
erster Ordnung. Crelliiv journ. 30. 1847. Ostwald 67. — G. Rosenhein:
»Abhandlung iiber die Funktionen zweier Variabler mit vier Perioden“. Mém.
des savauts, Ostwald’s Klass. 65. 1851. — H. Weber: Math. ann. 14, 1879,
Str.173. — A. Krazer: Theorie der zweifach unendlichen Thetareihen. Lipsko:
r. 1882. — Forsyth: Philos. Transactions. 1882, — M. Krause: Die Trans-
formation der hyperelliptischen Funktionen erster Ordnung. Lifsko 1886.
. "2 V pojednanich jiZz vytEenych. Jind pojedndni a dila vztahujici se k té-.
muz pfedmétu: A. Cayley: On the 16-nodal quartic surface. Crelliv j, 84..
1878. Str. 238, — H. Web er: Uber die Kummersche Fliche et. c. ibidem. 332.
— F. Caspary: Zur Theorie der Thetafunktionen mit zwei Argumenten,
 Crellitv journ. 94.1883. 74. — F. Brioschi: Sulla teorica delle funzioni
iperellittiche di primo ordine. Annali di matematica XIV. 18%7. 241,

- Dal3f t4ste¢n& pouzité spisy o funkcich theta dvou proménnych:

H. Baker: Abels Theorem. 1897. Str. 303, 524 -a j. — H. Baker:
Multiply Periodic. Functions. 1907, 41.—54, 327. — R. Hudson: Kummers:
Quartic Surface. 1905, 173. 180. — Krazer-Wirtinger: Abelsche Funkti-
onen und allgemeine Thetafunktionen. Encyklopiddie der math. Wissenschatf.
IL B. 7, Str. 743. Tam uveden téZ pfehled literatury,
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€2 €2 = 6 C° + 6F Gy
€2 Cp9% = Cg2 csz_l_ €2 Cy52 (23) .
€2 €2 = ¢, G2 €57 Cyp”

6" €2 = C® 2+ €6 €157
G2 2 = C2 €2 €% 52 (24)
€% 12 = €% 6% - €y €45

8. Vezm&me nyni v ivahu on&ch 240 rovnic mezi &tverci &tyr
funkci theta, jichZ charakteristiky ndleZeji n&kterému zdkladnimu
(fundamentdlnimu F. S. dle Krazera) -systému, jak jsem se o nich
zminil v odst. 6. Rovnice tyto lze takto roztfiditi: _

KaZdy ze 16ti F. S. charakteristik skldd4 se ze Sesti charakte-
ristik, jeden systém ze SZesti lichych (ozn. v odst. 6.) ostatnich
15 systémit ze dvou lichych a &tyf sudych charakteristik (Krazer:
Lehrb. der Thetafunktionen 337, Baker: Abels Theorem 500).

Budou se tedy vyskytovati rovnice t&chto &tvera druhii:
1. Rovnice obsahujici jen &tyfi &tverce lichych funkci. Bude

jich (2):15. _ ,

2. Rovnice obsahujici jednu lichou a tfi sudé funkce, potem
15.2.(3) = 120 |

3. Rovnice obsahujici dv& liché a dv& sudé funkce, jichZ se
vyskytne 15. (‘21) = 90.

" 4. Rovnice obsahujici jen &tyfi sudé funkce, té&ch bude 15
(jedna z kaZdého systému). Celkem 240 rovnic.

Ke kaZdé z t&chto rovnic lze za pomoci rovnic mezi konstan-
tami (19) — (24) pfed. odstavce pfipsati je3t€ dv& rovnice, néleZejici
rovn€z k on&¢m 240 tak, Ze tfi rovnice maji na pravo tytéZ Ctverce
funkci theta 'a tvofi systém ortogondlni, pfi CemZ ovSem v3echny
tfi rovnice nespadaji obecn& do téZe kategorie 1.—4. nahofe uve-

denych. Z kazdé z 240 rovnic lze napsati (3)_4 rovnice, z nichz

kazdd miZe tvofiti zdklad k ortogondlnimu systému. Bude tedy
240 X 4 systémfi po tfech rovnicich, jelikoz v3ak kteroukoliv ze
tfi rovnic téhoZ systému lze bréti za prvni (zdkladni) a tytéz dvé&
dal3i z ni na zdklad& (19) — (24) a zv&Seni argumenti o polovici

period odvoditi bude v celku ?i%ﬁ =320 ortogondilnich

- systémt po tfech rovnicich.
Systémy tyto lze takto rozt¥iditi:
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1. Systémy, ve kterych budou vSechny ¢&tverce lichych funkci
theta, t.j. vSech Sest po obou stranich rovnic. Takovych systémf

bude: 15.4 (6)

2. Neni moZny Zadny ortogondin{ systém, aby se v ném sou-
Sasné& vyskytly &tverce tii lichych funkci, krom& on&ch, které patfi
do tfidy prede$lé (vesmé&s liché &tverce). Kdyby takovy systém
existoval, bylo by moZno z n&ho odvoditi linedrnou homogenni
rovnici mezi &tverci &tyf funkci theta, z nichZ tfi by byly liché
a to odporuje sloZeni F. S. charakteristik funkci theta. Musi tudiZ
kaZdy systém obsahovati alespofi &tyfi sudé Ctverce.

3. ProtoZe v3ak homogenni linedrni relace mezi Etverci &tyf
sudych funkef theta (tfida 4.) maji tvar:
Ca2 ’&a’ = C@i "9“32 + Cyz 1972 + C62 ’3'62 (20)

je patrno, Ze v Zddném ortogondlném systému nemohou se vy-
skytnouti dva radky sloZené z rovnic této kategorie a tedy Zddny
systém nebude miti vice sudych &tverch, neZ-li ¢tyfi, t. j. vzhledem
ku pfedeslému bude kaidy systém takovy, Ze budto:

a) bude obsahovati samé liché &tverce, nebo
b) bude obsahovati &tyfi rlizné sudé Ctverce jakkoli poloZené

Jsou tudiZ moZny Ctyfi typy téchto systémii a to symbolicky
(I =¢&tverce funkci lichych, s = Ctverce sudé) naznaleno:

L ’ Lyy by I | L | S, Siv Ss Ly, S S | S, S, Ly 1,

s Ly, L, Iy L|s, 32;' 3 L, S, Sy (S3|8, L,y Ly,

i, L, I Sy, S, 12 L, s, S |Su|S, L 1,
I. II. IIl. i IV.

Typ IV. vznikne feSenim systému typu (II) podle s,, s, S5
Typy I. a Il poskytuji transponovanim rovnice tychZ typt.

Co se tyfe poltu systémfl, tu z kaZdé rovnice t¥idy (1) od-
vodime(g) systémy, celkem 60 systémii, z nich% 20 riiznych.

Ze 120 rovnic tfidy (2) odvodi se 160 rliznych systémd,
z 90 rovnic tfidy (3) obdrZime 120 systémf a z 15 rovnic tfidy (4)
konetn& 20 systémil; celkem 320 systémii. Podle pfedeSlych typlt
“bude systémt riznych;:

Totypu. . . . .. .20
o, 15x(3) .- L. 60
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nm, 15><(§)><2 ...... 180
IV. typu ‘_5_>%X_3 ....... 60

tedy op&t 320 rliznych systémf, &im% jest op&t dokazdno, Ze jinych
typlt neni.

9. Poddm nyni pfiklady jednotlivych typti ortogondlnich sy-
stémft a diisledky z nich plynouci:

L typ. €? %2 = —? PP+ 0® P — 6 RyP
€ heP = . ¥ — ¢ F,2— 6% Dy, (X11)
Coz 3132 = C,;,Z 352 — C12 ,9112 — 2 3142

Ptihlédneme-li k rovnicim (19), (21),, (23),, (24), odst. 7. shle-
ddme ihned, Ze rovnice (XIII) tvofi systém ortogondlni, ktery, za-
vedeme-li, jako v odst. 2. rovnice (3) vektorové oznaleni funkcf
theta, bude znamenati otoCeni pravouhlého systému o hly, jichZ
smé&rové kosiny jsou:

P2 F,2r 0 G

9.2 6 Cys? 6
7 2 ! 2 2
Co Co Co

2 2 )

9.2 Cs T &)
coﬁ C02 Co2

1(), P . Cliﬁ2 Cl2 042
13 2 2’ 2
Co CQ CO

takZe z rovnic (XIII) obdriime ihned:
B Bt Bt = 0 4 Syt 0y (XIV)

Ku kteréZto rovnici, obsahujici vSech Sest lichych Etvercli, povede
také vSech ostatnich. 19 systémf tohoto typu.

10, 1L Byp. € 952 = — ¢ I+ 2 I3 - €42 Iyt
. 232——‘—00232+L‘12192+C42 3,22 (XV)
€52 = — 2 Y s+ €2 I - 1 c‘(}n
Vezmé&me zretel ku (19) a (21)1—3 odstavce 7.
PfisluSné sm&rové kosiny jsou ddny schematem:
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g %2 Ha?
2 2 2
'952 i C2 CS , cﬁ ,
Cyp® €152 Cys?
19. 2 C02 . c]2 . C42
7 - g ! l P 1 3!’
€5 Cys Cyp
315‘ i 082 c92 clge
P 9
Cy5° Cy5? Cy5*

takZe lze z (XV) vypolisti:
. — Dt Ft — Gyt = R — Tt — Dt (XVD)
Obrécenim systému (XV) plyne:
€5 ¥t = 2 Fg? — G724 6% Fys?
Cip® Do =% F? — )2 I — 62 Iy? (Xvily
Cp2 a2 = €2 P — €2 F;2 - cpp? 2
Charakteristiky 8,9, 12, 15 jsou sudé a systém (XVII) jest typu (IV)

a vede k témuZ schematu smé&rovych kosinfi a té%e rovnici stupn&
Stvrtého (XVI) jako systém piedesly.

11. Systémy:

€ o' = € h? — 62 H? — ¢ I,?
C? st = PR 4 T — o Hyy? (XviIily
G2 ot == 6% Tyt - €% F? - ¢pp? hy?
6 = 29 - C5” a2 — €2 3yt
Co? it = 6 P — ¢ F? — G Iy’ (XIX)
G Fs' = — ;2?4 ¢ $? A G2 F2
€ It = 02 % — ¢ % - 0 Byt
€2 By = €2 H? — P F? — ¥ Fyyl (XX}
6 It =02 32 4 6 I — ot hyt

jsou vesmé&s typu IL.- Resultuji z nich rovnice stupn& &tvrtého:
Hot + S5t + ot =dt + Ft 4 Iy,
— Ot = St =t — Gyt — Gy (XXD)
Pt =9yt - Tt =9 — Kt - Iyt
12. Minim déle uké&zati, jak obdrZime systém ortogondint

_ typu . Sou&asné jest tento piiklad ndvodem, jak obdriime ktery-
' koli z typh systému homog. lin. rovnic mezi &tverci &tyf funkci theta.
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Vyjdeme na pf. od rovnic spojujicich &tverce sudych funkci
NapiSeme rovnici:

G52 Hhp? = — €2 Fg? € Fg? 0% Iy (26)

Upotiebime tabulky®) platné pro substituci poloperiod a vyhledéme
onen sloupec, v némZ sudym charakteristikdm: 15, 8, 9, 12 od-
povidaji dvé& liché, dv& sudé: 11, 12, 13, 8. Nabudeme tak relace:

Cis? Fy® = € Fya? 4 €2 Fyp® — €12 e (XX11,)

kterd jest zdkladni (prvni) rovnici typu (IlI). Obréatime se déle
k rovnicim (19)—(24) mezi konstantami odst. 7. — Z rovnice (22,)
vylteme, Ze bude existovati rovnice tvaru:

t Cs2x =+ €% Fyg® & €2 Hyyt E 2 Fy? (27)

kde znaménka, ani funkci theta na levo dosud nezname. ProtoZe
v3ak jest v platnosti rovnice:

5% Hs® = — €% I 2462 %2 — ¢ 9,2 (28)

pro &tyfi &tverce sudych funkci, vy&teme snadno z téZe substitudni
tabulky druhou rovnici na3eho systému v definitivnim tvaru:

Cip? I3t = ;2 Fy32 4¢P ’9122‘_' €, JFg? (XXIL)

Podobn& nalezneme tfeti rovnici:
Cis® % = 3% Dy3% 4 €% 910® — Co? D5, (XX1I,)
takZe cely systém typu IIl. znf pak: :
- Cis? D1 = Co? D33 Co? Pra? — Cpa® 942 )
Ci5? 95 = 1% Dys? 1 Co? Dia®— €2 g? ~(XXID)
Cis? 91 = C? Gys®f G Dya® — Co? Dg?
pfi emZ na zdklad& rovnic (19) vychdzi pro &tvrté mocnosti funkci
theta vztah: : .
Pt — Ft - F = Gt — St - et (XXIiny

13. Pokud se poltu téchto blkvadratlckych rovnic tyde, tu,
jelikoZ dva F. S. maji vidy dvé& a jen dv& charakteristiky spolené,1+)
musfme . pfedpoklddati, Ze charakteristiky kaZdého ortogondlniho
systému ndleZeji jednomu a témuZ F.S. charakteristik. Pro kaZdy
typ UL —IV. lIze tedy nalézti 15 rovnic typu (XXIII), nebof kaidy
ortogondini systém II.—IV. obsahuje v3ecky Ctyfi sudé charakte-
ristiky (a ob& liché) kaZdého F.S.

O znaménkéch &tvrtych mocnosti bude pojedndno v odst. 18,
Pokud se ty&e ortogondlnich systémii typu I, ty vedou v3echny

"g ‘Na pt. v jiZ vytéeném Forsyth: Lectures etc. str. 254,
Krazer. Lehrbuch der Thetafunktionen 337. .
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k téZe bikvadratické relaci (XIV) odst. 9. Jest tudiZ 16 bikvadra-
tickych rovnic.

: 14. Ve svétle obecné teorie charakteristik jevi se piedeslé vy-
sledky takto:

“  Liché charakteristiky funkci theta dvou promé&nnych budu —

v jakémkoli pofddku psané — znamenati:15)

[0, [0,)], [ws], [0], [w], [w],
neviastni charakteristiku nulovou symbolem [0].
Kombinace po dvou charakteristikdch budu znamenati:

[wi, ]
po tfech: [w;, o, w] atd.
Z teorie charakteristik vytykdm zde pfedev3im, Ze
[0)1, (l),. wsw w«h (05, we] E[OL (29)
takZe jest na pf. : '
el PE- [#] = [0 0] = [, 0, oy, @] (30)
Pro dv& charakteristiky: '
_: £, & |, — | 772] (31)
[¢] [sll' &y } (7] [ s
. 2
bude symbol: _ . 3 (e = & 1) (32)
| g 7 I = (— 1)1

znamenati hodnotu 4 | pro charakteristiky syzygetické a — 1 pro

azygetické — kde%to oznaceni: .

(=)@ _ ])g & e (33)

Déle jest tfeba jest& podotknouti, Ze Sest charakteristik tvaru

[0, o], [ @], [% o], [2 ), [%, o), [% ],
kde x jest libovolnd charakteristika [%], tvofi fundamentalni (za-
kladni) systém (F. S. dle Krazera) charakteristik, o némZ byla jiz
fe¢ v odst. 8.

Pro [#] = [0] poddvé4 hofeni fada 3est lichych charakteristik,
poloZime-li pak po fad& [%] rovno vSem ostatnim. 15ti vlastnim
charakteristikdm, nalezn-me vSech ostatnich 15 F. 8. charakteristik,
z nichZ kaZdy bude obsahovati dv& liché a tyfi sudé charakteristiky.

- 15.-Z Riemannovy resp. Krazer-Prymovy'%) obecné rovnice pro

. %) Viz mé pojednani ‘ve Véstniku Akademie 1925. O téchto pojmech
Baker: Abels Theorem. — Krazer: Lehrbuch der Thetafunktionen 336 a j.
Encyklopéddie 1I. 7. a j.

.2%) Krazer-Prym: ,Neue Grundlagen einer Theorie der allgemeinen
Thetafunktionen®“, Lipsko 1892, Str. 20. — Krazer: »Theorie der zweifach
;xg;gdlsighe‘tn’ Thetareihen auf Grund der Riemannschen Thetaformel. Lipsko
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funkce theta s raciondlnimi charakteristikami lze nabyti obecné
rovnice pro &tverce funkci theta s polovini charakteristikou a dvou
promé&nnych ve tvaru:

2(— )“”‘"’E" 0% 0] ©) 2l g o] @ = (XXIV)
—Z | 0,0 | (—1)@C 92 [% 0] (0) 19 [#, o @] (1),

i=1 . P
pfi emZ: %] = [ws, @] : A (34)
miiZe znamenati libovolnou kombinaci po dvou z fady lichych
charakteristik a tedy libovolnou z 15ti vlastnich charakteristik
funkce theta. [¢] m0Ze znamenati kteroukoli z 16ti charakteristik
vitbec a index £ jest omezen na hodnoty 1, 2, 3, 4 — Rovnice

(XXlV) representuje v celku 15X 16 = 240 rovnic. Rovnici (XX1V)
upravim ddle:

PoloZime: [#] = [0y, o]
[e] = [ws, @, #],

kde [«] budu rozuméti libovolnou ze 16ti charakteristik. Vedle
RO IS g ws @y, w0 25 0] =[x 0] (35)
vzhledem k dé&litelnosti islem 2.

Na konec tedy obdrZime z rovnice (XXVI):

( 1)(«05,06,") (@) 92 [wm ws, (1)5] (0) P2 [” wE] (ll)-——- 'l B
-—Z @ |, o] (— "¢ %

><'0' [(,4)5, W, 601] (0) 9? [u1 a)i] (ll),‘.

pfi temZ na pravo jest pti selitdni dle / vynechati onu hodnotu,
kter4d se rovnd hodnoté & (1, 2, 3, 4) na levé stran& (XXV), co%
naznafeno symbolem (§).

VioZime-1i do této rovnice:

(XXV)

[”] _“[0)61 wo], u""O .
t. j. oba argumenty u,, u, =0, nalezneme pro funkce theta argu-
menth nulovych . :
9 [ws» we, ] "—Z ) o [ws: Wg, 0)1] | wu we | (XXVI)
i=1

Vedle rovnice (XXV) lze jest¥ psati- obecnOu rovmci mezi tfemi
soudiny po dvou’ funkci theta ve tvaru:'?) -

1) Krazer: Lehrbuch_ der Thetafunktionen 340,
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: (v, wlwews)(w)
Z(——l)

= [0, 0 @] (0) @ [0, w5 o] (0) X
X ?[uw] (@) ¥[8, o, o o] @)=0,
‘ kde [M] jest op&t libovolnd charakteristika. PoloZime-li sem

L

{s o p= [o;, w] u(u, u)=20

a pamatujeme, Ze:

[0 00 0 0y ;] =[0,] (36)

vzhledem ku (29) a z téhoZ diivodu: )
[ws, @ ©, w5 ] =|[w, w, wi], 37

obdr¥ime dal&i rovnice mezi konstantami:

) |
(0) (@)’
3 (=10 52 [0y, 00, wi] 9 [0, @4 0] = 0. (XXVI)

=1

16. Rovmce (XXV) pfedstavuje onéch 240 specielnich rovnic,

o nichZ jsem pojednal v odst. 8, rovnice (XXVI) a (XXVII) jsou

- tytéZ jako (19) — (24) v odstavci (7). K ortogondlnim systémtim
lze dosp&ti takto: '

V rovnici (XXIV) jsme kladli:
(] =[ws o]  :° E=1,2 3 4

polozime-h tedy ve v3ech rovnicich (XXIV) (XXVll) misto char-
akteristiky [wg, @] po fad&:

i

7:;’1’? o [ )] o £E=1,23, 5.
. [0, o] . nutno klasti: E=123 6

Setitdme-li pak na pravych strandch fefenych rovnic podie
indexu { =1, 2, 3 vychdzi na levé stran& pro index & pofadem
hodnoty § = 4 5, 6, Tu na levé stran¥ v rovnicich (XXVI) takto
psanych vidy tatd? hodnota 9 [wy, wy, ). Pribéfeme-li vuvahu.
rovaici (XXVII) shleddme ihned vétu: ;

ke oy TH rovnice (XXV), v nichZ pofgdem piSeme .

o5 gy E=4, i=123
EERR W, w,; E=5 i=1 23
‘ - @y, Wy ;. §=6) i=l, 233
tvoFl systém i rovnic ortogondinich®.. - . ’
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JeZto [«] explicitn&€ v rovnici (XXV) se vyskytujicl maZe na-
byvati 16 hodnot a charakteristiky: w,, ©;, ws moZno voliti

(g) = 20ti riznymi zpiisoby, jest patrno, Ze v hofejSich tfech rov-
nicich jest obsaZeno 20 X 16 = 320 specidlnich systémit ortogo-
ndlnich, o nichZ bylo v pfedeSlych odstavcich promluveno.

Koeficienty tohoto systému jsou &tverce funkci theta s pro-
m&nnymi nulovymi a s charakteristikami danymi schematem : ~

(XXVlI) .
[o, o5 0] | [o5 @5 o], [05 5 o), [0 o5 o]
[0, @5 @] [0y, wg @], [0, @ 0], [0, @, o]
o, o5 o) | * [0, @, 0], [0, o, o, [0, o, o]

Znaménko souliniteltt urdi se podle (XXV).

K tomu poznamendvdm ndsledujici: .

Rovnice (XXV), (XXVI) a (XXVII) uvedeny jsou aZ na zna-
ménka v Encyklop4dii der math. Wissenschaften II. 7. Str. 745 (436)
a 753 (444), (445), doplnil jsem je znaménky'®) a ukdzal
jejich souvislost s (XXIV). Rovnice (XXV) lze sefaditi v ortogo-
ndini systémy a lze na zédklad& toho psiti .obecné rovnice mezi
Sesti Stvrtymi mocnostmi funkei theta, jichZ koeficienty jsou +1.
K tomu se obrdtim v odstavci ndsledujicim.

-~ 17. Abychom mohli odvoditi rovnici mezi Sesti &tvrtymi moc-
nostmi funkci theta v obecném tvaru, je nutno vedle (XXVI)a (XXVII)
pfedeslého odstavce, zndti jeSt¢ relace spojujici Ctvrté mocnosti
konstant v kazdém sloupci schematu (XXVIII).

JelikoZ jest na zdklad& (29)

_ [05, @, 1] = [0y, @ o] S
[of @ o] = [Qz!\ wg, 0] - (38)
[0, @ o] = [w;, @, o

jest patrno, Ze pro kaZdy sloupec schematu (XXVIII) Ize upottebiti
rovnice (XXVI) platné pro prvni jeho fddek. Misto charakteristik -
 wy, g, piSeme charakteristiky w;, o, dle indexu i se€itdme i =4, 5,6
a na levo vyjde pak index £=1, takZe jest pro prvni sloupec
konstant (XXVIII) -

[0y, 0y 0] = 2 |, o | 9 [0, o, o (XXIX)

4,56

1) Krazer: Theorie der -zweifach unendlichen Thetareihen:35. -
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Pro dal$i dva sloupce piSeme pofadem:

misto : 0y 0y; i=4.56; §£=
§=

0, w; i=4,5,6;
W, wg; [(=4,56; &= 3
takZe na levé stran® vychdzi ve vSech tiech rovmc:ch tatéz Ctvrtd
mocnost funkce theta charakteristiky [1, 2, 3], p¥i éemi oviem:
G [wu Wy, W5] = ¢ [0y, w;, ). (39)
Obé relace pro druhy a tfeti sloupec schematu (XXVIII) zni tedy:
o4 [wn wz: w&] —Z l Wi, wg 1? [0)3, w,, 0),]
_ 45,6 (XXIX) 2, 3:
9 [0, w,, o] =; | @, w5 | 94 [0y, 0, o]

Obdobn& mezi tfemi souliny &Stvercli funkci theta ve dvou (na pr
prvrich dvou) sloupcich moZno ihned psati z rovnice (XXVII) pfe-
de3lého odstavce:

2 (—1) @ o g2 [0, o o] 9 lws, o, w,1—0 (XXX)
- i=4,5,6

a obdobné dv& dalsi pro ostatm sloupce,
18. Ve schematu znamének:

| Wy @y | Wy Wg |, Ly, Wy

! wm w, I, - ‘ w59“w2 :1 I wr» ws ' (40)'
;wﬁ,,wlfl 1[’)6’ (02‘, j‘ng w:i‘z

které vyskytuji se v rovnicich (XXVI) a (XXIX) Ize obecn& doki-
. zati, Ze pro dva sloupce, na pf. prvni dva plati:

| 0y wy | X] 04 @ = 0, 01 [ X]| 05, @y |=] 04, 0y | X] 0, 0. (41).
. Jest totiz podle vyznamu syzygetického symbolu (32) odst. 14.:
lw,, o, w, 0, = o,; [0, 0] ,
Pt i AR TR
.a souém téchto rovnic déva:

: | o, o], [, ‘*’z][ _
Hox @], [0n, o] = %1, . (43)
" dle toho jsou-li v3echny indexy x, 4, u, » &isla rozdilnd, &ili nic.%).

Av§ak jest: _

) Krazer: Lehrbuch der Thetafunktionen 337.
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Tim jest rovnice (41) dokdzdna. Podobnd shoda znamének pléﬁ
v kterychkoli dvou fadcich schematu (40). Na zdkladé t&chto :ivah
plyne ihned vysledna rovnice bikvadraticka:

L0y, @ l 94 [” wA] (1) 4| o5, o | 9 [%, o] (u) +

' + | @5 @, | 9 [%, o] (1) =
= [” o] @)+ o, 0] |o, 0] 9 [ o) (U)+
+ |0, 0, | 0 o] 94 [, wn](u)

a to ]ESt obecn4 rovnice mezi Sesti &tvrtymi mocnostmi funkci theta
ndleZejicich jednomu a témuZ fundamentdlnimu (F. §). systému
charakteristik.

:Rovnice (XXXI) obsahuje tedy 16 specidlnich rovnic, 1ak onich
bylo v odst. 13. po;ednéno Pro [#] =0 z ni plyne rovnice (XIV)
odstavec. 9.

19. V krétkostx se chci zminiti, jak od rovnice (XXXI) Ize pie-
jiti k rovnicim mezi funkcemi hyperehptlckymv obdobné, Jako jsem
to dovodil pro p=1 v odst. 4. a ndsl.

Hodi se k tomu vziti za zéklad hyperehptlcké funkce M. Krau-
seho: 29) :

Krause defmuje hypereliptlcké funkce o (sigma) a SICB
O (uy, 1)
6.

@l‘f (ul'___qilL
@';0) 4+ 6'5@
Pfi tom prom&nné u,, 4, jsou linedrn& z4vislé na pfivodnich pro-
ménaych funkcich theta®!) v dtisledku EehoZ misto oznaleni J, uZiva
Krause oznafeni @, (resp. fo). & jest sudd, f# lichd charakteristika.

- Ve jmenovatelich jsou hodnoty funkci pro nulové promé&nné, pfi
CemZ @3 znamend derivaci dle /-té prom&nné. Koeficienty

0 (1, 1)

05 (U, Uy)
jsou pak &tyfperiodickymi hypereliptickymi funkcemi obdobnymi:
Weierstrassové p-funkci Charakteristika (5) vztahuje se k nevlastni

.charaktenstice [(), 0]
0, 0J.

*) M. Krause: ,Die Transformatxon der hyperelliptischen Funkﬁonen“
Lipsko 1886, Str. 62, Polednani ¢ Acta mathematica 1883. Str. 283. Crelliv
_journal 1883. Str. 256, Math. Annalen 1886. Str. 1. a 16.

, ‘ -t V(es)vytéené 1ii kmze (o pojednanich) Krauseho str. 62, rovnice (1)
a str. 54 .

Cuop!s pro péstovdni matematiky a'fysiky. Roénfk LV. . ) ’ 10

(XXXI)

sudé: O (uy, u,) -

| Loy
liché: o3 (1, u,) = SRR
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Funkce tyto oznatuje Krause al., Brioschi: pak oznaluje p, (1) resp
Prys(1)?2) a uvddi rovnici:

'9 e '913‘ + 193‘ = '924* + 3;04 + '9024 ) (45)

(oznaZeni Weierstrassovo: Baker 303 Krazer 343), které jest totozné
s rovnici (XIV) odst. 9. a poukazuje k souvislosti této rovnice
S rovnici mezi &tvrtymi mocnostmi hypereliptickych funkci p. (1).23)

:  0d rovnice (XXXI) mohli bychom pfejiti té k funkcim hyper-
eliptickym za pomoci o funkce a jejich kofunkei oy, 4, jak je za-
vedl Kléin24) Zavedeme-li je3t€ Bolzovy?s) funkce {yp, 4 resp. py,
(srovnej Baker 333 a 517), nabudeme uplné analogie k uZiti funkci
Weierstrassovych v odst. 1. 5. tohoto pojednani, neZ to pfesahuje
ramec t&chto mych tvah. Zatim poukazuji jen k souvislosti funkci
theta se systémy funkci Prymovych.

§20. Ke konci minim se zminiti o rovnicich mezi &tverci funkci
theta pro vE&tSi polet promé&nnych, neZ-li. dvé&.

Pro p = 329) existuje celkem 64 rfiznych charakteristik, z nich
je 36 sudych a 28 lichych. Kady zdkladni, fundamentalni systém
charakteristik (F. S.) sestdva z 8 charakteristik a jest 2304 rfiznych
F.S. charakteristik. Ve F. S. jest bud 7 lichych a 1 sudj, nebo
3 liché a 5 sudych charakteristik. Poznamendme-li:

[m ]’ [(Dx] ["’z], ---- [w'I] ’

charakteristiky jednoho F. S. a [n] soufet lichych charakteristik
téhoz systému (je to v3ady charakterlshka sudd), pak mezi Sesti
Ctverci funkci theta:

9 [%, @] @); - . . . . 9z, w&] (v); # [" w5, O, 7] (v)
bude existovati homogenni linedrnd relace, jejiZ koeficienty budou

Etverce sudych funkci theta a znaménka budou zdviseti na zna-
meni

' I‘l, n, oy, g wa, w; j=+1 - (46)
=1, 2 3, 4
JelikoZ [« ] je charakteﬂstika libovolnd, bude pro kaZdy F'. S. celkem

84 X [2] 4180

' r(nnych rovnic. To jest obdoba on&ch 240 rovnic, o nichZ pro.p = 2
pojedndno v odst. 6. a ndsledujicich. '

») B, Brioschi: ,Sulla teoria delle funzioni iperellitiche di primo or- -
dine“, Annali di mathematic XIV. 1587. Str. 333. a nésl,
- ") F. Brioschi: TamZe, str. 325. rovn. 117 Str. 249,, rovn. 16.
24) (Gott. Nachrichten 1887, 8tr. 515. Math. Ann. 32. Str 351.
_° ®5) Gott, Nachrichten 1894. Str. 249, '
-+ ) Schottky: Abriss einer Theone der Abelschen Functionen von .
“drei Variabeln L|psko 1880.
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DuleZity rozdil jest v3ak v relacich mezi konstantami (t. j.
36 hodnotami funkci theta pro nulové hodnoty. proménnych) Tu
‘bude existovati troji druh rovnic:

1. Mezi Sesti Ctvrtymi mocnostmi konstant (obdoba rovnic
(19) odst. 6).

2. Lin. relace mem Etyfmi (ne pétl) soudiny dey dvou Etvercﬁ
konstant. . A

3. Lin. relace mezi tfemisouliny &tyf riiznych konstant (syzy-
.getickych). .

Z rovnic mezi &tverci téchto funkci theta nelze tedy -sestaviti
systémlt z ortogondlnich. Pro p=4 jest 236 rfiznych -charakte-
ristik, z nichz 136 jest sudych. Zikladni systém . tvofi vidy 10
charakteristik.

Mezi 10ti &tverci funkci theta kaZdého F. S. ex1stu]e vidy
homogenni linedrni relace.

Mezi 136ti konstantami pak existuji tylo vztahy (lin. homog) ‘

1. Mezi 10ti étvrtymn mocnostmi.
2. Mezi Sesti (ne deviti) souliny dvou &tvercli konstant, .
T 3. Mezi &tyfmi soudiny &tyf rliznych konstant jich% charakte-
ristiky naleZeji témuZ syzygetickému systému.

Ani tu nelze z rovnic mezi &tverci funkci theta nabyti systémtx
ortogondlnich. — Ku pFehledu Ciselnych pomé&rlt nechf slouZi
tato tabulka. . ' ,

i : Potet | Nejvatsi poéet Potet &lenit v rovnicich mezi
p= 2°P=|2p=| charakte- |lin. nezavislych konstantami: - -
L _mhkF S| Hverch 5. oy, | ca* Cs® [ Cat Cﬂ C/ Cs

1 4 2 4 2 |3 = =
2| 16| 4 6 ’ 3 ;4 | 3 -
3/ 641 8 8 5 6 4 3 -
4125 | 16| 10 9 10 s 4

Pro funkce theta s charakteristikou raciondlnou r-tinovou neni
ani v jednoduchém pfipadé r=3, p= 137) moZno sestaviti z pii~
sluinych rovnic mezi tfetimi mocnostmi systém ortogondlny, zli-
stivdme tedy omezeni na funkce theta charakteristik polovi¢nich
a to jen jedné a dvou prom&nnych. — O geometrickém vyznamu

Weber: Theorie der Abelschen Functionen vom Geschlecht 3
Berlin 1876, —

Noether: Miinchner Abh. 17 1. 1888/9 str. 103.

*7) Mé pojednani ve V&stniku Akademie IL tf. r.- 1925 — Krazer: Lehr-
-buch der Thetafunctionen 390, —

10*
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. relaci mezi konstantaml odkazuji pro ptipad p =3 ku pracim Rle-
mannovym?¢)- a Weberovym, pro p= 4 ku pracim Noethesovim
a Schottkyho L _ :
.
Sur les systémes orthogonaux d’équatnons dans la théorie
des fonctions théta.

R : (Ext_rglzt d‘e“ Particle prece_d,ent.)

~.

 L'auteur fait voir qu'on peut arranger les équations liant les
carrés des fonctions théta & une ou A deux variables et dont
les caractéristiques ont le dénominateur deux, de sorte qu’elles
forment des systémes orthogonaux; il en résulte une équation liant
~les bicarrés (au nombre resp. de quatre ou de six) des fonclions
théta, appartenant a un méme systéme fondamental. Ainsi, pour
une variable,-du systéme orthogonal (II) suit.la .relation'(lll). Cette
relation conduit 3 différentes conséquences pour les fonctions ellip-
tiques, ce que montrent les équations (IV), (V), (VI), (VII), (V1II), (X).

Pour les fonctions théta & deux variables Pauteur désigne les .
caractéristhues lmpalres par ‘les symboles

[, - - [od]

et par [O] la caractéristique nulle; par [w;, wi], [w;, ok, w], etc
des.combinaisons des caracténst:ques. Le symbole [, 7] a la valeur
de 1 pour les caractéristiques syzygétiques et la valeur de — 1
pour les caractéristiques azygétiques, de sorte que la relation (32)
ait lieu. Les 16 systémes fondameptaux de caracténanues se pré-
senfent sous la forme d’une suite [x, w,],. .., [#, o], ot [%] s1gmﬁe
une quelconque des 16 caractéristiques différentes.

La formule générale de Riemann pour les fonctions théta a p
variables donne les équations (XXV), (XXVI), (XXVII). Ces deux
dernitres, ainsi‘que dix autres équations, obtenues par Péchange
des caractéristiques et par permutation cyclique des indices, con-
stituent un systéme de douze équations qui fournissent les condi-
tions nécessaires et suffisantes ‘pour Vorthogonalité du syst®me -
des trois équations (XXV). Ce systeme contlem d’ailleurs 320 sy-
_stemes particuliers.

On peut distinguer quatre types différents de systémes ortho-
~gonaux que voici:: _ .

%) Riemann:’ Vorlesungen uber die allgemeine Theorne der Integrale

algebraisches Differentialen® G. m. W. 1902, — strana 9/.
, Weber: ]ourn f..Math. 1880 — str.-82.
. .Schottky: Journ. f. Math. 1889 str, 269 Acta mathematica 1903 235.

Cayley Jt Math 1868,
.- .Froebenius: . f. Math, 1895
' vWirtinger Untrsuchungen uber Thetafunchonen Llpsko 18‘"6
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et il existe, respectivement, 20, 60, 180, 60 systémes appartenant
a ces différents types. De l'orthogonalité des systémes (XXV) ré-
sulte ’existence de I’équation entre les six bicarrés des fonctions
théta d’'un méme systéme fondamental, donnée par la formule (XXXI)
qui contient 16 équations spéciales. ,

Pour p> 2 il n’existe plus de systtmes orthogonaux, ana-
logues a ceux qui ont été trouvés pour p =1, 2; lPauteur donne
des exemples pour en faire voir la raison.
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