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0 pavodu a rozvoji nauky o determinantech.
Sepsal

Dr. F. ). Studnicka.

PN

»Je parleray a cette occasion de quelques progres que
j'ay fait sur les nombres. Comme je me sers souvent de nom-
bres au lieu de lettres, mais en traittant ces nombres comme
si n'estoient que des lettres, j'y ay trouvé entre autres utilités
celle de pouvoir faire epreuve du calcul literal ... En cherchant
les choses je trouvay des ouvertures sur les nombres qui pour-
ront pousser bien loin cette science.“ Tak psal v bieznu 1693
genidlni Lesbnic svému ptiteli de U Hospitalovi, kterjZz se zvlaStn{
zdlibou péstoval jeho vyndlezy v oboru vy$si mathematiky.

Zpréva tato jak neocekdvand, kde algebraisté slavili pravé
triumfy, tak nejasnd, jelikoZ neobsahovala presného vykladu,
kterak vSeobecné veliiny moznd nahraditi ¢isly, vzbudila podi-
veni zajisté u bystrého de 1’ Hospitala, takzZe nemeskal v listé
nejblizsim (23. dubna 1693) poznamenati: ,J’ay de.la peine a
croire qu’il soit aussi general et aussi commode de se servir
de nombres que de lettres dans l'analyse ordinaire.*

Na tuto poznimku bylo arci nutno odpovédéti jasné a
tudiZ vSechny pochybnosti rozptjliti, coZ Leibnic v maji téhoz
roku obSirné ucinil; piSet mezi jinym, kdyZ vSeobecné vylozil
svou myslénku: ,Par exemple soyent proposées trois equations
simples pour deux inconnues & dessein d’oster ces deux incon-
nues, et cela par un canon general. Je suppose

10 L1124 12y =0, (1)
20+21x+422y =0, (2)
304 31lx 432y =0, 3)
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ou le nombre feint estant de deux characteres, le p:'emier me
marque de quelle equation il est, le second me marque & quelle
lettre il appartient. Ainsi en calculant on trouve par tout des
harmonies qui non seulement nous servent de garans, mais en-
cor nous font entrevoir d’abord des regles ou theoremes. Par
exemple osfant premierement y par la premiere et la seconde
equation, nous aurons:

+10.22411.222

—12.20—12.21.. = @)
et par la premiere et troisieme nous aurons:

+10.32+11.322

—12.30 —12.31.. = O ®)

ou il est aise de connoistre que ces deux equations ne different
quen ce que le charactere antecedent 2 est changé au charac-
tere antecendent 3. Du reste, dans un méme terme d’'une méme
equation les characteres antecedens sont les mémes, et les
characteres posterieurs font une méme somme. Il reste main-
tenant d’oster la lettre « par la quatrieme et cinquieme equa-
tion, et pour cet effect nous aurons
' 1,.2,.3, 1,.2,.3,
1,.2,.3,=1,.2,.3,

1,.2,.3, 1,.2,.3, ,
qui est la derniere equation delivrée de deux inconnues qu’on
vouloit oster, et qui porte sa preuve avec soy par les harmonies
qui se remarquent par tout, et quon auroit bien de la peine
4 decouvrir en employant des lettres a, b, ¢ sur tout lorsque
le nombre des lettres et des equations est grand. Une partie
du secret de Uanalyse consiste dans la caracteristique, c’est & dire
dans Uart de bien employer les notes dont on se sert, et vous
voyés, Monsieur, par ce petit echantillon, que Viete et des
Cartes n’en ont pas encor connu tous les mysteres.“

Z tohoto ptikladu mél de I'Hospital poznati, jak mozZnd
¢islic uziti k oznacenf veli¢in a jak tento splisob vede k pre-
hlednym vysledkiim, jeZ moznd podlé urcitého pravidla snadno
vyvésii. Aby jej pak jesté vice uspokojil a ukdzal prospésnost
této methody dvojich piipon meb ukazovateld, pripojil hned vse-
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obecné pravidlo, jak moZnd ze soustavy linedrnich rovnic ne-
znamé velic¢iny vylouditi, coZ podlé tehdejsiho zvyku latinskym
jazykem takto ozndmil: ,Datis sequationibus quotcunque suffi-
cientibus ad tollendas quantitates, que simplicem gradum non
egrediuntur, pro @equatione prodeunte, primo sumenda sunt
omnes combinationes possibiles, quas ingreditur una tantum
coéfficiens uniuscujusque @quationis; secundo, ex combinationes
opposita habent signa, si in eodem zquationis prodeuntis latere
ponantur, queae habent tot coéfficientes communes, quot sunt uni-
tates in numero quantitatum tollendarum unitate minuto; ceeterse
habent eadem signa.“

A v tomto vykladu vézi zdrodek nauky o determinantech,
v tomto pravidle ustanoveno piesné, jak se k dané soustavé
rovnic vyhledd vyraz, kteryz jest vysledkem eliminace nezndmych,
jejz nyni nazyvime determinantem.!)

Ze toto objasnéni prekvapilo de 'Hospitala, vyzniva v listu
15. cervna 1693 Leibnicovi zaslaném slovy lichotivimi ,La
maniere dont vous vous servez de nombres au lieu de lettres
dans les equations pour en tirer en suite des regles ou theo-
remes est tres ingenieuse, et comme lanalyse n’est que Uart
d’abbreger les raisonnements et de representer tout dune vie a
Uesprit ce qu'il me pourroit appergoir autrement que par un long
" circutt, il est certain que les caracteristiques en font la principal
partie“, nacez Leibnic potéSen jsa, Ze ptitel jeho chvali tuto
novou ,methodu charakteristik®, sam ji tak vysoko klade, Ze ne-
vaha tvrditi ,c’est une des meilleurs ouverture en Analyse®.

Avsak dile se nestaral Leibnic o tento sviij nejvétsi vy-
nalez; aspon nevyskytuji se nikde pokrocilejsi stopy téchto cha-
rakteristik, vyjmouc pojedndni z roku 1694. ,Pro Methodo Tan-
gentium specimen®, kdeZ uziva ciselnych koéfficientd splisobem
podobnym, k tdcelim vSak jinym, pak list asi z ledna 1695,
kdeZ opét pripomind de I'Hospitalovi, Ze uZiva cisel misto pismen,
jako by byl zapomnél, co diive o té véci byl s pfitelem svym
sdeélil, a konefné pojedndni v Acta erud. r. 1700 pag. 206
uvefejnéné a k polemickému ¢lanku pfipojené.

) UZivime slova determinant (rodu muiského) dle analogie jakoZ i po
piikladu jinych jazykd, zejmena francouzského, ackoli u nds podle

némeckého plivodné pséno determinanta; viz Pokorného nDeterminanty
a vyssi rovnice.” 1*




Jak ze vieho patrno, byl Leibnic s jedné strany velice
zaujat novym ndpadem klasti éisla ¢i vlastné ciselné piipony
misto pismen v algebfe uZivanych, s druhé strany vSak velmi
zaméstnan jinymi pracemi, takZe nebyl s to ddle provésti my-
§lénky tak plodné, které de 1’ Hospitalovi takika jen napovédél;
zéroveh smime podlé bystrosti a vynalezavosti ducha Leibnicova
souditi, Ze by zajisté byl nauku o determinantech fidné zosnoval,
kdyby ostatni price a povinnosti k tomu byly ¢asu jemu dopiily.

I zistaly tudiz zdrodky tak ddleZité nauky, jakou se theo-
rie determinantd byti osvédéila, pochoviny v korrespondenci
dvou slavnych muzt, ktef{ majice hlavni zietel obricen k zbu-
dovdni nauky o poétu differencidlnim a integrilnfm, velmi ¢inné
zasdhali do tehdejSich turnaji mathematickych; ba zisluhy
Leibnicovy teprv v posledni dobé vyneseny na svétlo Lejeune-
Dirichletem, kdyZ byla nauka o determmantech dosahla jiz
znacného zdokona,lem

Druhym zakladatelem nauky o determinantech slusi jme-
novati Cramera a sice z podobnjch pii¢in jako Leibnice. I jemu
jednalo se o soustavu linedrnich rovnic,?) vyskytujicich se pii
feSeni tkolu geometrického, i jemu se postéstilo z koéfficientl
veli¢in nezndmych sestaviti podlé jednoduchého pravidla vyrazy,
které pii reSenf rovnic i pfi eliminaci tak dilezitou hraji dlohu;
ale nezdd se, Ze by byl duchem svym tak hluboko vnikl do pod-
staty této véci, Ze by byl tak vSeobecné pojal princip tento
novy, jako genidlni Leibnic; Slof Cramcrovi hlavné o pohodlné
poéitini a tu pravidlo, jakéZ podal o feSeni rovmic linedrnich,
osvédCilo se byti tak prospéSnym, Ze jesté po 100 letech co
pravidlo Cramerovo bylo ve skoldch vykliddno.

Vedlé toho jest téZ zajimavy spfisob, jakjm ustanovoval
znameni ¢lendl, z nichZ se kombinatorni vyrazy, nyni determi-
nanty zvané, skladaji. Nazveme-li ve vyrazu

a, by c; dy e
ten prvek vyS$im, jehoZ pripona jest vétsi, a sestavime-li z ného
permutovanim piipon vyraz

a, b, c; dy ey,

?) Analyse des lignes courbes, Gendve 1750, kde% pfipojen Appendix
o téchto otdzkdch jednajici.
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poznidme, Ze tu nékolikrite stoji vySS{ prvek pied niz$im, coz
sluje prevrat (inversio, dérangement); jest tu patrné prevrati
pét a sice

ay e, byey, byey, cyey, dsey. .

Pomoci tohoto pojmu vyjadiil pak Cramer vSeobecné pra-
vidlo, podlé néhoz se ustanovuji hodnoty neznimyjch z linear-
nich rovnic, asi takto:

Sestavime-li z prvniho, druhého, tietiho... koéfficientu
prvni, druhé, tfeti... rovnice soustavy

ax, +biw, fx, ... =a,7=1,2,3,... 0]
tvar soudinu

a_lb‘zc3"" @)

vyvedeme-li pak z ného permutovinim pifpon vSechny moZné
permutace a dime-li koneéné ¢lentim, u nichZ pocéet prevrath
vyjadiuje ¢islo sudé, znameni -, ostatnim pak, u nichZ vyja-
diuje pocet prevrati Cislo liché, znameni — , obdrZime spolec-
ného jmenovatele nezndmych veli¢in soustavou (1) danych, z né-
hoz pak plyne ¢éitatel, nahradime-li koéfficienty veli¢iny pravé
hledané prisluSnymi c¢leny strany pravé. Podlé toho by se ob-
drZelo na pi. ze soustavy (1), kdyby jen tfi nezndmé obsahovala,
@y bycy —a byo, +aybyey —aybiey foybcy —a3by e
a,bycy —a, bycy +aybycy — aybiey a3 by ¢, —az byep
Jak patrno, jest vyhoda s timto pravidlem spojend velmi
znacna, takZe snadno pochopime, nejen proé pilné bylo ve Sko-
lich vykldddno a Cramerovo jmeno s nim spojovdno, nybrz
i pro¢ bylo novym zdrodkem nauky o determinantech.

Od této doby pocali se mathematikové pilné ujimati téchto
vyrazit kombinatornich, vyskytujicich se jak p¥i TeSeni rovnic
linedrnich, tak pti ddleZitém problemu eliminaénim.

~ Podivuhodné a pro Eulera vyznamné jest, Ze pronikavy a
viestranny duch jeho, ktery ve vSech odborech mathematickych
zanechal tak hluboké stopy svého neunavného baddni, neosvojil
si ndzor v pravidle Cramerové obsaZeny; jeho methody elimi-
paénf jsou velmi zajimavé, ale pii nékolika rovnicich jiz tak
rozvlacné, Ze i nejvytrvalejstho a nejobratnéjsiho mathematika
odstrasuji. A prec byl Euler pii sestavovini nové symboliky pro
theorii fetézc tak na blizku onéch formdlnich tkonil, jez slujf
dnes determimanty!

X, —




Teprv Bézout 2) ujal se znovu téchto ikold a ukdzal jinym
splisobem, jak tu moznd vysledek eliminace neb resultant snadno
vyvésti ze soustavy linedrnich rovnic stejnomérnych; zirovein
pak vylozil, jak se mfiZze postupné vyvinouti resultant vyssi
z nizitho.

Méme-li na pf. prvek a a pfistoupi-li k nému b, utvoii se
novy vyraz tim, Ze se postavi b napied za a, pak pred a a
znamen{ poloZi stifdava; povstane tu tedy vyraz

ab — ba .

Pristoupf-li k tomuto vyrazu prvek ¢, postavi se u kai-
dého ¢lena za posledni, za prvni a pted prvni prvek a opét se
znamen{ vystiidaji; i povstane tu z

¢lenu ab vyraz abec — acb -+ cab
. ba ,  bac— bca— cba

a tudfZ z vyrazu celého, ma-li se ztetel k oznacenf druhého clenu
abc — ach 4 cab — bac 4 bea — cba.
Kdyby pristoupil novy prvek d, obdrZelo by se podobné
z Clenu abe vyraz abed — abde -} adbe — dabe ,
» acdb | acbd — acdb -+ adchb — dach, atd.

Co se pak tkne piipon, tu dostane kazdy prvek takovou,
jakou ma v tolikdté rovnici, na kolikdtém misté stoji, aneb jak
Bézout sdm uci ,Alors conservez les lettres qui occupent la
premiére place; donnez a celles qui occupent la seconde, la
méme marque qu'elles ont dans la seconde équation; 2 celles
- qui occupent la troisitme, la méme marque qu’elles ont dans
la troisidme équation, et ainsi de suite, égalez enfin le tout &
zéro et vous aurez ’équation de condition cherchée,“ takZe by

podlé toho v soustavé (1) mél élen
cab piipony 1, 2, 3.
K rekurrentnimu spiisobu tomuto p¥ipojil pak Bézout jesté
independentni, kde z hlavntho ¢lenu soustavy (1)
a by, ...

%) Bézout ,Recherches sur le degré des équations résultantes de 'eva-
nuissement des inconnues, et sur les moyens qu’il convient d’employer
pour trouver ces équations. Mém. de I'acad. r. des sciences, année
1764, pag. 292.
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pifmo uéi vyvinovati permutovanim ostatni c¢leny résultantu,
pii ¢emZ neuzivd Cramerova pojmu pievratu, nybrz podobného
pravidla, Ze jen lichym poctem vymén prvkil se znamenf ¢lenil
ménf takze na pt. z positivntho élenu ’

+1.2.3.4 obdrzi se negativni —4.1.2.3,

jelikoZ tu provedeny tti vymény prvka, 4 za 3, pak za 2 a ko-
necné za 1. ‘

Jak patrno, byl tu pojem determinantu jakoz i zdkon,
podlé néhoZz se sestavuje, dosti jasné vytknut; avSak dosud ne-
dostdvalo se urcitého jmena a vhodného oznaleni neb symbolu
pro tento vyraz sloZeny.

Tento dileZity krok ucinil teprv Vandermonde %) a tim
ucinil zvlastni vyraz, ktery dosud jevil se co vysledek jistych
ikont, predmétem zvlastniho bddani, z néhoZ mezi jinym vyply-
nula téZ samostatné pravidla, podle nichZ se tytéZz tkony daji
snadno a piehledné providéti. Timto obratem poloZen tedy
i formalni zdklad % nauce o determinantech.

Jako Leibnic uzival i Vandermonde k oznaceni rozlicnych
prvkd dvojich piipon, svrchnich a spodnfch a nekladl pismeny
prislusné, a; bylo u ného ;. K oznaeni vyrazu, jejz jsme
dosud psali v rozvinuté formé co determinant, zvolil symbol

I O O

Frrerrr
kdeZ psal do svrchnich ptehrddek svrchni p¥ipony, do spodnich
pak spodnf, takZe na$ determinant

Ayy - Qoo = Qyy + Gy,
podlé ného by se oznacil symbolem

_____ =11.22—-12.21

aneb jeho kratky symbol, podobny Sylvestrovu spiisobu ozna-
covani nedavno zavedenému,

«|Bly
alblc

znaéi ni§ determinant

%) Mémoire sur Vélimination, Mém. de 1’acad. r. année 1772, seconde
partie, pag. 516.



'iaoga iaﬁ, iay
ibou ":bﬁy iby
Teg o Yogy by

"Jakmile byla jen trochu pifthodnd symbolika vynalezenas
objevovaly se vlastnosti determinant a jich vhodné upotiebeni
takika samy.

Sem slusi predevsm viaditi pravidlo, Ze jen oznaceni de-
terminantu se zméni, jakmile se zaméni dvé tfady za sebe,
takZe na pf.

1|2 _ 1|2
12T 2

Déle sem patif poucka o rozkladu determinantd v soucty

soutindi sklddajicich se z determinant& nizsich, jako na p¥.

«|flyldle _« B ylff|€+a Bly|d]|e
alb|lc|dle  a blc|d]|e cldle|a
o Blr|d|e |, « Bly|d]e e Bly|d]e
—c'7e|7|b+ e]a|b|c+ ‘alblcld>

kdeZ jeden cinitel jest determinantem stupné prvniho, druhy
pak determinantem stupné ¢tvrtého, aneb

«|Blylole | e v|dle e|f y|dle

“alblc|d]|e alb  c|d]c ale "~ bld|e
L wlB pldle _ alp ylo|e
ald ™ blc|e ale " blc|d

a|f y|d]e e|B y|dle
"'Tﬁf' aldle  b|d " alc|e +
kdeZ jeden cinitel jest determinantem stupné druhého, druhy
pak determinantem stupné tietfho.

Mimo to slusf sem viaditi objeveni titvaru takika prosto-
rového, kteryZz teprv v novéjsi dobé co kubicky determinant se
stal predmétem zvliStntho baddni; neb coZ bylo p¥i tomto uZi-
van{ dvojich pifpon -pfFirozenéjsiho nezli prikrociti k sestavent
vyrazu s tfemi priponami, kteryZ se sklddal z vrstev obycejnych

determinantd, jako na pr.

ey

Q11 %yg g3
Q21 Q22 Qo3
G131 @32 33



Q31 Ggze  Ca33
11 U312 313
Q391 O399
@331 Q339 U333 -

Konecné sem patii vieobecné feSeni rovnic linedrnich po-
moci téchto symbold, z néhoZ se na prvni pohled zfejmé po-
znavd, jak tu Citatel a jmenovatel kterékoli neznamé se sklida
z koéfficientli celé soustavy rovnic; jestli na pt.

1'¢, 4214, 381 =0,
12§, 4226 431 =0,

obdrzi se co hodnoty téchto dvou nezndmjch

12 2
213 31
S T I S T

1[2 12

Jak patrno, ubiral se tu Vandermonde zcela samostatnou
cestou a to opacnou nezli jaka byla dosavadni; u ného byl
pojem determinantu predmétem nové nauky, feSeni rovnic a eli-
minace vSak jen upotiebeni nékterych pouéek této nové theorie,
kdeZto Leibnic, Cramer a Bézout meli naopak vysledky téchto .
praktickych tkold na zieteli a teprv od nich vychdzejice vy-
Setrovali vlastnosti vyrazli pfi. . nich se vyskytujicich. A tim,
Ze zvolil dosti vhodnou symboliku, podatilo se mu vypéstovati
samostatné odvétvi mathematické, které po ném v rouSe jesté
vhodnéj$im a volnéjsim vzdy zdarnéji se vyvijelo.

(Pokraéovéni.i
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