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lations de ce groupe peut étre facilement calculé, si on choisit
deux a deux points singuliers distincts, et que l’on les permute.
Les trois groupes de relations de Fuchs sont compris dans les
formules (L), (L).

Le nombre complet de toutes ces relations indépendantes est
donné par I’expression : '

nt [o® (6 — 1) — 4].

Promitani z pf¥fmky na rovinu v prostoru
&tyfrozmérném.
Napsal Dr. Vdclav Hlavaty.

1. P&ti body, které nele?i v témZ .trojrozmérném prostoru, je
urlen prostor &tyfrozmé&rny. Tii z nich urCuji rovinu = a dva zby-
vajici ptimku C, kterd = neprotind. Je-li v tomto tyfrozmérném
prostoru ddn bod @, tu rovina ¢ =(C a) protind priimé&tnu = v bod&
a,, ktery nazyvim prvym prtmétem bodu a. Promitim-li tenty¥
bod a z tb&Znice I' roviny £, totaln& kolmé ku =, tu rovina (I' a)
protind = v bodé a,, ktery nazyvdm druhym priimétem bodu a.
Jsou-li dtvary C a 7w v prostoru pevn& stanoveny, pak body a, resp.
a, je bod a dokonale urlen, nebof roviny (Ca,) =(Ca)=¢ a
(I'a,) = (I’ a) = § protinaji se v bod& a. Jeito linearni prostory
nula aZ trojrozmé&rné urleny jsou jednim a% Etyfmi body, jest tim
tloha promitdni Gtvarti v prostoru &tyfrozmérném z pfimky C na

rovinu r zdsadn& rozfeena. ;

2. Rovinu papiru povaZuji za priimé&tnu =, na kterou promitnu
z piimky I" pfimku C. Je#to pf¥imky C a I’ urluji prostor*) £, je
druhym prumé&tem pfimky C opét pfimka C, = (£ =). Promitaci
paprsky v3ech bodii ¢ pfimky C jsou kolmé ku = a tvofi hyper-
bolicky paraboloid, urleny ptimkami (C, C;, I"). Distance jednotlivych
bodlt @ od primé&tny = urfeny jsou v prostoru délkami d = cc,-
PovaZuji-li osu do mimob&Zek C a C, za osu z soufadného systému
trojrozmérného prostoru, pfimku C, za osu Y téhoZ systému, pak
hyperbola x*—y* fg* @ = d,* je geometrickym mistem druhych
koncovych bodli Giseek d, z bodfi ¢, kolmo ku C, nanaSenych.
PHi tom e je thel pHimky Cs primé&tnou =. Budu vZdy pfedpokld-
dati @ = 45, tedy hyperbolu x?— y? = d?,. Nazyvdm ji hyperbolou
distan¢ni. Stanovim-li prisetik ¢ pfimky C s naSim prostorem, je
~ tim pfimka C Ctyfznatn&€ urlena. Nebof vSechny piimky C, hovici
shora zmin&nym podminkdm (aby e = 45, aby mély tuté% distanini
hyperbolu H a aby jejich druhy priiardt byl C,), vypliiujf v prostoru
'(C; I') rotatnf hyperbolod, ktery je profat kolmici v naSem prostoru

*) ’_l'roiroz;ném)" prostor kritce nazyvam prostorem.
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¢c, 1 n ve dvou bodech. Zvolim-li vyhodn& pifimku C (rovno-
b&Znou s naSim prostorem), pak promitdm v naSem prostoru vlastn&

‘klinogondin z ib&ného bodu piimky C pod dhlem + § Zvo-

lim-li jeden ze smé&rit (oba promitaji se do C,), pak Ctyiznatnost.
piimky C redukuji na dvojznacnost, kterd tomuto zpfisobu promiténi-
neni na zdvadu, nebof usuzujeme jenom na vzdjemnou polohu.
utvarli z jejich priimé&ta a nikoliv na jejich absolutni polohu.

, 3. BudiZ ddn bod a svymi priiméty a, a, tab. 1.). -Prostor
A =(a =) protind ptimku C v bodég, jehoZ druhy primét je priisedik
pfimek a,a, a C,. Vzddlenost bodu a od priimétny = mohu’ tedy
vy3etfovati stejné jako v prostoru trojrozmérném pfi promitdni cen-
trdlném. (Centrum je zde bod (A C).) — Je ziejmo, Ze mohu zn4-
zorniti v3ech oot bodf, nebof ku kaZzdé z co® poloh bodu a, mohu:
zvoliti oo? poloh bodu a,. — ZvId3tni polohy bodu v tomto_zptisobu.
promitdni jsou tyto: :

Tab. 1.

@) a, = a, mimo C,. Pak roviny ¢, &, = protinaji se v bod&
a, ktery jest v primétné. ‘ :
, B) Bod a, lezi na C,. Pak rovina § = (a I") protind C a uruje-
s ni prostor (§ C) = (I'C), ktery md stopu C, na = Musi tedy
i a, byti na C,. TotéZ dd se dokazati i obracen&: Je-li jeden
2 praméti bodu a na C,, nalézd se na C, i zbyvajic! primét bodu a. :
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?) Je-li bod a na n&kterém z promitacich paprskd cc, je
d, E az na Cgo »

4. Pfimka A a pfimka C (resp.I") urluji prostor (A C) resp.
(AT), ktery prim&tnu protind v pfimce A, resp. A,. Priiméty pfimky
Jjsou zaze pfimky. Promitaci paprsky bodové fady (a b,..) na A jsou
povrdky druhé osnovy hyperboloidu, jehoZ povriky prvé soustavy
‘jsou C, A, A,. Promitaci paprsky aa,, bb, tvofi hyperbolicky para-
boloid, urfeny pfimkami I' A A,. Obg télesa maji na pfimce A spo-
legnou fadu A (ab...). Je tedy fada A, (a, b, ...) projektivni (A)
s fadou A, (a, b, ...) a spojnice primétit a, a,, b, b,, . .. jednotlivych
bodit pFimky A obaluji kuZeloseCku K, dotykajici se piimek A, A
a C, (nebof C, je spojnice bodt ¢, ¢,, kde ¢, = (A, C;), c: = (A4, ng
dle odstavce 3.). ' '

~ Pfimka A (tab. 1.) je ddna dvéma body a b. Ku prvnimu pri-
métu d;, bodu d na A stanovime d,, jakoZto priaseik teny z bodu
d, ke kuZeloseCce K (kterd jest ddna pé&ti teCnami A, A, C;a, a,,
b, b,) s pfimkou A,. Ub&ny bod @ pfimky A promitd se do a,:
@, &0 || As. — Ke kaZdé z oo poloh pfimek A, mohu zvoliti co?
poloh pfimek A,. Tfemitefnami A, A, C, je ureno oo? kuZelose¥ek
K, z nichZ kaidd zndmym zphsobem je urlité pfimce pfifazena.
Mohu tedy zndzornit vSech oot .pfimek. Bodem a moZno vésti. oo’

pfimek, nebof dv&ma tednamia, a,, C, je uréeno oo® kuZelosedek K.

5. Zvl4¥tni polohy pfimky A: e) Pfimka A protind pram&tnu
n. Pak s ni urluje prostor A = (An), ktery protind C v bod& c.
Nastdva tudiZ pfipad centrdlné projekce z bodu ¢ na = v prostoru c z.
KuZelosetka K degeneruje ve svazek paprskit bodem ¢; na C,.

g) Piimka A protind C nikoliv v8ak z. Prvnim priimétem A,
pfimky A je bod, priisefik roviny (A C) s n. Pfimka A, bodem
tim neprochdzi. Protind-li A i rovinu =, pak A, jde bodem A,.
y) A, = A, av8ak fady A, (a,b,...) a A; (a, b,...) se nestotoZiiuji.
Pak prostory A =(AC) a B=(A I') protinaji se v rovin& o, kterd
opét rovinu m protind v ,A,. Musi tedy i A primé&tnu protinati
v ndjakém bod¥ ,x,, ktery je druhym samodruinym bodem pro-
jektivnich fad A, A A,. (Prvy je bod (A, C,).)

d) Pfimka leZi v prostoru (C I'). Pak A, = A, = (,. Jednotlivé
body d, d, na ni stanovim pomoci projektivnich fad A, A 4,.

" €)- Obdobné pfipady polohy pfimky A a I’ v odstavci. 20.

6. Dvé piimky A a A’ se protingji, je-li spojnice x, x, prti-
setikii (A, A’;) a (A; A;) spoleinou te€nou kuZelosetek K a K.
Je-li tento bod v nekone¢nu, prvni priim&ty t&chto pfimek protinaj
se. v a,, druhé priim&ty jsou rovmob&Zny. Jsou-li vSak druhé pra-
méty riiznob&Zné, tu obé pfimky, vzdjemn& mimob&%né, jsou rovno-
* b¥ny s rovinou (Ca,). : . o
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7. Pravou vzddlenost bodi ad (tab. 1). pfimky A stanovim
takto: Bodem «, v wvedeme A* || A. (A*, = a,, nebof dle pfedché-
zejiciho odstavce A* protind C v bod& c*.A*, || A,). Pfimkami
X || X’ promitnu body @ adna A do a*a d* na A* (X, = X', =A,,
X; =a,a%, X'y =d, d,*|| X,. Tim je pfipad ten pfeveden na troj-
rozmé&rny prostor (c*z). Trojuhelnik c,* c¢* a*, sklopim pomoci di-
stance c*c*, = ¢*; h (bod h je vrchol rovnostranné hyperboly
distan¢ni, proto c*c*, = c*,; h) a ziskdm A*,...atd... Z této kon-
strukce vyplyvd jednak vé&ta: ,Druhé priméty stejnych délek na
prmce jsou stejné dlouhé“ jednak i dhel ¢ = c*, a*, c*, jakoZto.
“thel pFfimky A s primétnou. .

Tab. 2.

VSechny pfimky A* bodem c* prochdzejici, jichZ prvé praméty-
leZi na kruZnici o stfedu c*, a poloméru r = c*, c*, cotg g, svirajf
ty%z thel . Existuje tedy celkem oo? ib&nikli «,, jakoZto prvnich
priméth (b&nych bod, jimiZ pfimky A* vedené sviraji s = tihel .
(a moZno tedy bodem vésti oo? takovych pfimek).

- Dvé pFimky A, B, jich# A, = B, A, = B, se protinaji. LeZi
totiz ob& jednak v prostoru (A4, C) = (B, C), jednak v prostoru
(A, I')= (B, I'). Jenom dv& rliznobézky, urlujici rovinu, mohow
leZeti ve dvou prostorech, nebot rovinou moZno proloZiti co! pro-
stori — Ctvrtd spoletnd tetna obou dotykovych ku¥eloseZek vede:
ku primétim praseciku. - ‘ ,
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8. Rovina ¢ (tab. 2.) je urena dvéma ptimkami A a A’ proti-
‘najicimi se v bodé x. Ub&%nd pfimka roviny e je spojnice ib&nych
‘bodli a@c’ piimek A A’ a promitd se do ib&Znice U,¢. Tato a pfimka -
V, jsou jediné pfimky,*) jimZ pfislusné kuZeloseCky K a K’ jsou
paraboly, nebof U,® i V, padne do nekonelna. (V je priisednice
roviny ¢ s prostorem (C U”), znai-li U* ub&Znou p¥imku pri-
‘mé&tny. ObdrZim ji jakoZto spojnici bodti v,, V’5, jimZ pfisludné v,, v,,
padnou do nekonetna.) Pfimky Ue, a V,; jsou tib&Znice poli ¢, a ¢,
.0 nichZ se d4 snadno dokdzat, Ze jsoit obecn& kollinedrné. (Rada
ARNA A A, AAA,A A, tedy je pole o kollinedrni ku o, i g, a
o, koll. g,) Dle toho mohli bychom ku x, v ¢, nalézti x, v ¢,.’
Friisecik roviny s = musi byti jeden ze samodruZnych bod{i soustavy.
Ostatni dva padnou do C, a jejich spojnice je pfimka prisednd
prostoru (C1°) s rovinou .

Z mnoha jinych konstrukci stanoveni prase&iku p roviny ¢
s priimé&tnou uvddim- tuto prostorovou: Libovolnym bodem ¢ na
C a rovinou = urfim prostor ‘A, ktery ¢ protind v pfimce @’ 1x
(jez protind ovSem priimétnu, a tedy v bod& p). Vedu bodem c,
teCny ke kuZelose¥kdm pfimek A a A’. Ty stanovi body @’ a x

.na A’ resp. A (a, @, alx, x, protinaji se v ¢,). Bod ,p, =a’, x,
&’y 1X,. ' ‘

Je-li ddna ¢ = p Ue, stanovim ku x, bod x, v g, tak,
aby x leZel v ¢ timto zplisobem : x, pr.. Ue, =B, je prvy primét
* #ib&%ného bodu pfimky ix p. x, p, prochdzi bodem ,p; a je rovno-
b&%n4 s tenou B, c, paraboly ptimky Ue, z bodu 8,: Bodem ¢,
prochdzeji v3echny spojnice priimétt boddt pfimky 1xp a tedy
TIX1 . X, =P, . 1X;. Cp lx1 O existenci priseciku pfimky M s ro-
vinou ¢ se ptesvédim, kdyZ ku B, = M, stanovim (prdvé vytfenym

zplisobem) B, v g,. Hovi-li B —Ml, B; a M, podmince pro
rliznob&Zky, priselik existuje.

9. Zvldstni polohy roviny: &) Parabola ubéZnice degeneruje
ve svazek paprskovy bodem ¢, na C,. Tu rovina ¢ bud primétnu
protind (a urluje s ni prostor (gn) (c m)), nebo je sice polo-
rovnob&Zn4 s =, ale neurduje s ni prostoru. Ub&Zn4 pfimka protind z
v jediném spoleéném bodé€ obou rovin. 8) Rovina ¢ promitd se
do pFimky o,. Pak ¢ protindi C a prostor (¢ C) protne = v g,.
¥) Prvnim obrazem roviny ¢ je bod ¢, : Rovma ¢ prochdzi pfimkou

. Dal8i pfipady v odstavci 20.

Dvé roviny rovanob&Zné maji spoleZnou b&%nou pfimku'a tedy
i Gb&%nici a jeji parabolu. Pfimka s rovinou rovnob&ind protind
ji na (b&%né pfimce. Spojnice @ @500 primé&tit jejiho b&Zného bodu
je tetna paraboly ub&Znice roviny. Ub&%nik této pfimky je na Gib&%-
nici roviny.

%) v roving ¢
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10. PriseCik x dvou_rovin (r U®) = e a (s U%) = o, (obr. 3)

kde r a s jsou stopniky, a I ¢, 1/, resp. Ic,a 2¢’s jsou teZny parabol
ptimek Ue, U°,. Najdu prostor (§ n) ktery protind ob& roviny v pfim-
kdch s x resp. rx. Ub&%nice roviny (r sx) musi dle 9. e) byti ¢, 7, ||
152 lr2 a jeji parabola degeneruje ve svazek paprskii bodem &
Svazky (¢, 7, ¢ 11...) a (¢c;1, €5 2) protmapce se na C, jsou pro- -
jektivné, a tedy i rady (4, 1..)a (,2,..), jez jsou i podobné
{nebof te€¢na z ubé&Zného bodu pfimky C2 ku ob&ma paraboladm,
protne Ue, U° v odpovidajicich si (b&nych bodech) a tudiZ

spojnice 71, 1T 2, obaluji parabolu. g, g, je te¥na k ni rovnob&in4,

Tab. 3.

s rs. Je to hledand ubéimce Tec‘.ny 0, &; resp. o, &, ku pfisludnym
paraboldm jsou rovnobdZny s 7, X, resp. Sy X;. Dle toho snadno
plimky sx resp. rx nalezneme; priméty x, x, prisetiku x obou
pfimek a tedy i obou rovin musi leZeti v jedné phmce s &,. (Bod
x je v prostoru (§ m).)

Je-li jedna, (neb obZ roviny ¢ a o) sz polorovnobéina tato
konstrukce je neproveditelnd. Pro nedostatek mista nechci poddvati
teleni pHmé. Ostatn& transformaci roviny = (odst. 28) mohu tento
pfipad na pfedchozi uvésti.

Ubéznice Ue, a U°, dvou rovin polorovnobéinych protinaji
se v bodé C,, ktery Jje prvy primét priseéiku T obou ubéznyclz
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pFimek. Smér {, Gyoo je tedy spoleCnou tecnou (2 badu &) parabot
primek Ue, a U°,. Uréuji-li 0bé roviny prostor, pak spojnice jejich
stopniki je rovnobezna s posledm’ spolecnou tecnou obou parabol.
Prvni &84st vély je samozfejma, druhd je dokédzdna v odst. 12.

Pfimkou A mohu vésti jedinou rovinu polorovnob&Znou se
dvéma obecné poloZenymi rovinami. V (ibéZném prostoru mohu
" totiZ ke dvéma ub&Znym mimob&Zkam vésti jedinou pfitku tib&Znym
bodem «. (Konstrukce. v odstavci 17.)

Z podobné fivahy plyne tvrzeni: Ke &tyfem obecné poloZenym
rovindm mohu vésti dv& roviny polorovnob&Zné. (Konstrukce
v odstavci 18.).

Tab. 4.

12 Lmeamy prostor trojrozmérny A je uréen (‘.tyi‘mn body
Jeho 1ib&Znd rovina uréena je ub&inymi body » £ { tfi pﬁmek NXZ
ze Jesti, které dané body spojuji. (Tab. 4) Pfimky L =Ur"a
&, », = Uf, mohu povaZovati za (ibé%nice rovin pa o v prostoru A
Paraboly k nim pfislu§né ur€eny jsou te¢nami C,, v, ¢, a U,? £ &0
resp. UI‘P &, Cacor Stopu pf prostoru A na = stanovim jakoZto
spojnici stopnikfi p a f rovin ¥ a @. Priisefik c® prostoru A s pfimkou
C najdu takte: Jednim bodem p na stop& vedu pfimku X, aby
protinala C. Je tedy ,p, = X,. X; prochdzi bodem ,p,, poti‘ebuji
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zndti tedy druhy primét x, jednoho bodu x na X. V rovin€ ¢ zvolim
X, =,p, a stanovim pfislusné x,. (Pomoci te€ny V’, z bodu ).
X;=x;p; a (X;.Cy)=c%. Pfimky X, tedy ku stanoveni c¢°, ne~ -
potiebujeme : Tecna z priseciku I, stopy a tibéZnice U,? libovolné
roviny @ prostoru A protne C, v druhém priimétu c%, bodu c°, = (UC).
Podobné stanovime bod y = (AUI'). Bod ten je tib&%ny prise&né
pfimky prostoru 2l s rovinou ku 7 totdln& kolmou. V odstavci 20. je
dokdzdno %e I', = C,. Padne tedy 7, na I', = C,. Bodem f v =
vedeme pfimku Y, protinajici I'. | musi ¥,=,f, (odst. 20.) byti
druhym prumétem pfimky Y, jimZ v3ak téz pnmka Y, prochdézi.
Dalsi -jeji bod v roviné ¢ stanovime takto : Ve = [ Stanov1me

te€nu p, 4, || 0.y, ku parabole pfimky U,¥ . 1ps 4, =P, J»- Pfimka
Dy protma primétnu a jeji tbeZnik je 4,. Musi tedy spojnice pril-
mé&th jejich bodfi, prochdzeti bodem p,. Proto y, = 7, ¥, . ps D2 A,
nhHi=Y, a(Y,F,)=y, Opétjsme pfimky Y nepotfebovali, nebof
tetna 4, 7, || p2.f> vytne ,. Ov3em Ze teCna ku parabole pfimky
U,%*) rovnob&ind s ,p,,f, musi zase prochézeti bodem 7,, nebof
prase¢ik (I'U) je jediny. Pfimka 4, y, je tedy spoleCnou tecnou
vSech parabol, patficich tib&Znicim vech rovin v U : Spoleénd teéna
v§ech parabol 1ibéznic rovin v U protind I', = C, v prvém primétu
v, bodu y=(U I'). Tato tecna je rovnobezna se stopou prostoru .
Tim je i druhd &dst vty odst. 10. dokdzdna. — Ku stanoveni
bodu y, staéi tedy stanoviti priiseik te¥ny — rovnob&Zné se stopou
— k parabole libovolné tbéZnice U,¥ s pfimkou I',.

13. Nejjednodudsi stanoveni prostoru je takové: A = (c°y pf)
Méme tim ddnu ihned Gib&nou jeho rovinu u. Nebof p f = U,* je

ub&Znice roviny pfc". ]ep parabola degeneru]e v paprskovy svazek
bodem c¢° arovina g = Uny.

V odstavci 20. je dokdzdno, Ze kaidd 1ib&Znice bodem y, md
tu vlastnost, Ze jeji parabola degeneruje ve svazek rovnob&inych
pfimek a fibéznice 7 4, || U predstavuje svoji degenerovanou pa-
rabolu.

Toho pouzijeme, mdme-li k ubéimku V', v prostoru A = (c°y

p f) nalézti smér v’ V', UbdZnice 7, v," = W, protin4 hlavm ubéZnici
U*, v bodé [, lemui patfi smér [, %= V';. I-jest v, vy || V-
Opaku]eme-ll touZ konstrukci s bodem a,, ziskdme stfed c; pa-
prskového svazku pro ubé&%inici U, || U,* roviny s 7 polorovno-
b&%né. — Libovolnd rovina (v," C) (v zvolme v pramétn&) protind
prostor v pfimce V’, jejiz druhy pramét prochéz: bodem c°. Stano-
vime (bé&Zny bod pfimky V', je-li dédno v, =V’ a spo;ime jei
$ €% Geometrickym pistem druhych priméti bodi v v U, patficich,
kuv’, je pFimka V',, spojujic priisecik I, pFimek v, v," a U, g bodem,
L0 -Obdobnou uvahou dospivéme k analogické véte: Prvnl prdméty

© *) kterd jest ubé&Znici libovoiné roviny ¢ v AU,
Casopis pro péstovéni matematiky a fysiky. Roénik LII.

17
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w, bodi w v U, patflci ku w, tvofi pfimku W,, spojujici bod vy,
s prisecikem I, pFimek c¢°s w, a U,". Skuten& mohu tedy zndzornit
‘v§ech o8 bodit v prostoru 2.

14. Libovolnd pfimka U,,” v 7 a C urluji prostor, ktery mi
s 2l spole¥nou rovinu bodem c¢,°, prochdzejici. VSechny pfimky
této roviny patfi prostorit U a jejich prvy primét je U,¢. Stano-
vim-li ku dvéma jejim bodam «’, a v, pfisludné U’; a V', (U’, ne-
-rysovdno), mohu tvrditi: Ku prvému primétu A, = U, ¢ pfimky A,
v prostoru  patfi kaZdd pfimka A, v =, jen kdyZ bodiim u', a v'; naA,
pfifadime body ', = (A, U’;) aV’; = (A, V',). (Na obrazku zvolend
ib&Zn4 pfimka roviny = za A,.) ~ .

15. Prisecik ptimky U? s prostorem A= (c"y U,")t). V prostor
A zvolim pfimku U tak, aby U°, = Ue,, U°,= U?, (odstavec 14).
- PHimky U° a Ue se protinaji v hledaném bod& u*. (Odstavec 7.)
‘K bodiim u°, v°, na U°, = Up, sestrojim dle pfedchézejiciho odstavce
u° v%, na U%=U¢. Ctvrtd spoletni tefna u*, c*, kuZeloselek,
pfisludnych pfimkdm U° Ue, stanovi body u*, u*,. (Bod c*, ne-
znalen, jeZto padne téme&f do c,.) )

16. PriiseCnice roviny ¢ s prostorem. Stanovime nejdiive ib&Zny
bod u* oné priiseCnice, jako priise¢ik ub&Zné pfimky roviny ¢ s -
b&nou rovinou g prostoru . (Odst. 15.) Po té stanovime jeden
jeji bod, jako priisedik libovolné pfimky s (. (Vyhodno je vésti
ji -stopnikem  roviny, pak konstrukce' odstavce 15. se pon&kud
‘zjednodusi.) : ' :

17. Zv1stni polohy prostoru %: @) A = (A C). Pak prvy prim&t ~
celého prostoru ¥, = A,. Ka#d4 parabola, dotykéjici se C, A, vede
ku jedné dbeZnici. §) A = (a =) ObyTejné promitini v trojdim.
prostoru z bodu ¢ na =. (c, = a, a, . C,). ) Pfimka C je rovnob&%na
s prostorem (a ). Tento pfipad je projednén v odst. 2. Dle konvence
tam ucinéné, je prostor (a=) || C povaZovany za nds$ prostor. —
Viechny dlohy .nemetrické v tém¥ prostoru [ mohu feSiti cestou
nepfimou tak, Ze. prestor [ promitnu do naSeho prostoru 2’ z n&-

jakého bodu ¢ mimo oba prostory (nejlépe na C). Bod x prostoru
2 promitnu do x' v na%em prostoru takto: Stanovim priselik

x =(XA) plimky X=cx s A'. X, =x, a X, = ¢, X,. V nafem
prostoru - spojnice X, X,’ || C,. Tedy x,=x’, a (X,. X, x,) = .
(Obrézek neprovedu.) Mdm-li promitnouti bod y’ zp&tde y, stanovim vl
- pfimku Y,, pfisludnou ku y’, =y,. Pak y, =Y;.cy',. — Prlisetnd

4)-Na obrazku- 4. zvolena za Ue iib&Zna pfimka uv. (& iz,oo =u, C,
oV1Vy00 =V, '¢;) Uvedend konstrukce viak plati pro kaZdou pfimku. :
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rovina obou prostorii ur€ena je stopou U,” (hlavni iib&Z%nice prostoru
) a bodem z. (K libovolnému 2z, stanovim v 2| Z, nadef z, =

Zy.2, 2, kdyZ 2,2, || C,.) — Vyhodno je téZ zndti rovinu o, kterd
se promitd do m.- KaZdy jeji bod x mda tu vlastnost. Ze x,= x’,,
téZ viak x';, = x’,. To neni jinak moZno, ne% kcy% X, =vc, x,
prochdzi bodem x,. Takovy bod leZi v3ak v prostoru (cz): Pri-
sefnd rovina ¢ prostorii (¢ @) a 2| promitd se z bodu ¢ do prii-
métny. — Libovolnou rovinu ¢ =f U? promitnu do ¥’ nejsndze
tak, kdyZ stanovim pfimku P=(¢ ¢), kterd se promitd do stopy
roviny ¢’. Jeden jeji bod je zndmy. Je to stopnik f roviny ¢. Promitnu
jeSt& jeji ubeZny bod a ziskdm tak stopu roviny ¢’ na .

Takovym zpfisobem mohu feit Glohu: V bézném prostoru U
ke dvéma mimobéZkdm U¥ a UY vésti bodem u pri¢ku U. Za c,
zvolime (4, Uyeo.Cy) = c,. Pak u le2f v prostoru (cz). Ubdini
rovina tohoto prostoru se promitdi do = Rovina (u U¥) nechf ji
protind v u@ a rovina (uU¥) v uy (p, a ¥, jsou priisetiky teten
Z ¢, ku pfisluSnym paraboldm — s U, resp. U,*.) Jsou tedy p¥imky
u, ¢, resp. u, ¥, stopami rovin (z U%Y a (u U¥). Promitneme
z kaZdé roviny po jednom z bodii x a y do x' a y' a vy3etfime
v naSem prostoru prisecnici U’ rovin (p u x’) a (¢ uy’), kterouZ
promitneme zpét do U. : ‘

18. Priiseénd rovina ¢ dvou prostori 2| a *3[ (Tab. 4)) Obr. -
prostory jsou ddny tb&Znymi rovinami u = (Uy) a 'u=(Uw).
a dv€ma libovolnymi body. (Ui U protinaji primétnu ; patfi k nim
stfedy c, resp. c,.) Priisecnici jejich — tib&2nou pfimku Ue’ roviny
¢ — najdu jako¥to spojnici u’v’ bodfi v’ (ptiisedik ib&Zné piimky
W=V vausi, jeli v, =W, || 'U,) aw (prisedik 7, 8, || U,
v 1u s w). Je-li W, ub&%nici v u, pak pfisluina k ni parabola dege-*
neruje ve svazek paprskii rovnob&Znych s ¢; @,0. Je-li W, =W,
vy, pak (* W||*U) protind *W primé&tnu a stfed svazku, patfic
pfimce W, je 1cby, atedy V') = 60000 . "Wy, 1650, . = 16,5V500
Podobné& si po&indme s ib&%nici 8, 'y,, abychom dostali body u, ;.
Lehko mohli bychom nyni stanoviti ub&Znou pficku P Gb&Znym
bodem u ku dv&ma tib&Znym mimob&Zkdm, Pro stru¢nost se o feSeni
blize nezmifiuji. — Ke. étyfem ubéZnym mimobéZkdm vésti dvé
pFieky:. Dva hyperboloidy urlené vidy tfemi (U? UY U¥) a (U” -
U? U*) ze CtyF mimob&Zek, se protinaji v hledanych pfitkdch. Na
Ur zvolime body u a u. Vedeme jimi pficky U, a U ku U? a U¥.
.Obrysov4 kuZeloseka (odstavec 29.) hyperboloidu (U? U? U¥) urtena
~ je pfimkami U, 'U, U?, U¥, U¥,.— TotéZ provedeme s mimob&zkami

(Ur U? U#)- Oba obrysy maji spoleiné te¢ny U?, a U?,. Druhé dv&-
teCny U,¢ U," jsou prvé priiméty hledanych. pficek. ;
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19. Pfimkou mohu vésti co? prostori, rovinou pnuze oot.
PFimkou neb rovinou mohu vésti jen tenkrdte prostor ¥.|| s pro-
storem B, je-li téZ ptimka neb rovina s nim rovnob&ina. Tato
tvrzeni snadno se dokdZi pomoci tib&Znych dtvarii Fefenych velidin.

Tfi:-obecn& poloZené pfimky maji jenom jednu p¥iku spoleCnou.
Je to prifiseCnice tfi prostorii, vidy dvéma ze tfi pfimek urlenych.
Maji-li pti€ky dvé, leZi v témZ trojrozm&rném prostoru. Prilek je
pak ootl.

II.

20. D4 se dokdzati, Ze prﬁseky utvarlt vzdjemné€ kolmych —
s Gb&inym prostorem 1, jsou p401:-irné sdruZeny ke kouli, vzniklé

prisekem sferického prostoru (¥ x;2 = c?) s (ib&nym prostorem.

1 ,

Budu proto takové 1b&%né titvary nazyvati (poldrn&) sdruZenymi.
— Kazda pfimka roviny § totdln& kolmé ku jest ke kaZdé pfimce
této roviny kolmd. Ub&%né pfimky I'a U” obou rovin isou poldry.
Pfimka I' promitd se paraboloidem (C,CI") do C,=1I",: UbéZnice
I, rovin ku n totdiné kolmych jest I'y = C,. Dle odstavce 3.
») druhé primdty jejich bodii nemohu stanoviti. I" je jedind ubéZnd
pFlmka, k niZ nemohu druhy primét stanovit. Parabola, ku I,
pFislusnd degeneruje v fadu (y,,7',...) na I',. Druhy primé&t pfimky
A, protinajici I' (A L n) jest priiselik A, rovin (I'A) a n. Protind-li
A pramé&tnu, prochdzi A, bodem A,. Prvy a druhy pramét pfimky,
protinajici C, I' a «, jest bod na C,=1',.

Prtisenice ¢, roviny = a prostoru (I' ¢) (¢ nechf protind I"
v bod& y a jest tudiZ ku 7z polokolm4) jest druhym obrazem roviny e.
Proto parabola, pfislusnd jeji tib&%nici U, — kterdZ prochdzi bodem
7, — musi degenerovati ve svazek rovnob&Znych paprskit s g,. Je-li
U,e || 0;, pak tento svazek degeneruje v pfimku U,¢ samu.

21. Involuce harmonickych polii (p, »..,) na I' promitd se
z C do involuce (y,y,...) ub&%nikti na I',, které vedou ku vzd-

* jemn& kolmym promitacim paprskiim. Pfedpokldddm-li /a\= (@t)
=45% tudiZ distantni hyperbolu rovnoosou, plyne jif z ptedstavy
paraboloidu (C, CI"), Ze stfed oné involuce je stfedem hyperboly,
a jeden jeji pdr je redlné zobrazeni imagindrnych vrcholit distan&n{
hyperboly : Redlny vrchol h distancni hyperboly jest boaem, z néhoZ-
se involuce {(y, v, ...) sdruZenych iibéZniki na I', promitd pravo-
thlou involuci svazkovou. : '

22. Soufadnicové stanoveni bodu a (x, y, z t)*) (Tab. 5)
Ze zvoleného potitku o na = naneseme na Ctyfi kolmice soufadaice

x y z tbodu a do ox=x, 0y=y, 0z==2z, ot =1. (0 (xy 2)
jest nd8 prostor; a 0 (xy) v rovin& =) Protéjsi body a: ax ay a.

*) Pfedpokldddn x =y=z=*1.

1
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k o v krychlich o (xy2), o (yzt) o (ztx),0 (f{xy) jsou kolmé
priméty bodu a do &tyf prostordl, ptisludnymi krychlemi urfenych.
Kolmice z a¢... k témto prostorfim, protinaji se v prvnim priimé&tu.
a, bodu a. Druhy primét a, jest v prot&jSim bod& ku o v o (x y).
Cely tento (pravidelny**) promitaci 16. roh oviem k nasi konstrukci

Tab. 5.

nepotfebujeme. Sta¥i nalézti a,, (ktery jest druhym priim&tem roviny
(a; I'), totéln& kolmé ku =, a tudiz i bodu a v roviné (a, I')) a

nanésti zndmym zpiisobem na a, a, || ot, a.a: || 02 (a, az L a,ar)
délky a, a;=—ot =t resp. a, a; = 0 z=2, nateZ v prot&jsim bodé&
k a, v rovnob&Ziniku a, a: a, a. jest hledané a,. (K vili zfetelnosti -
potladil jsem v3ude, vyjimaje a, a, primétové indexy.) - -

23., Prostor Wkolmy ku pFimce A urfen jest (ib&¥nou rovinou
u, poldrnou k tbézniku u pfimky A-a libovolnym bodem v kone&nu.. -
K ub&inému polu u sestrojime tb&Znou rovinu poldrnou takto:

(Tab. 4.) P¥imka c u, v prostoru (c ) je rovnob&Zna s danou piimkou
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A. K bodu u, v (cn) je sdrufena ub&Znice U, (se stfedem c, pa-
prskového svazku; stanovime ji zndmym zplisobem promitdni trojdi-
-mensiondlného, pomoci distance cc,=c, h). — Pfimka kolmd ku
prostoru (cm) je kolmi i k cu,. Takovd ofimka musi byti téZ
kolma ku = a tedy jeji ub&Znik y, padd do I', = C,; je vSak kolma
i ku paprsku cc,, a ¥, je proto sdruZenym bodem ku ', =,
(ryh L co b,y h. T, =) Rovina pu urlena je u= (Up). —
- Hleddme-li ku roviné u pol u, postupujeme cestou obrdcenou:
V u, najdeme (odst. 12) bod 7, a k nému sdruZeny ¥, = c,. Ku
¢, jako stfedu svazku naideme v u, Gib&%Znici U, roviny polorovno-
b&%né s = (v prostoru ). Po té€ v prostoru (cn) vyhleddme k U
bod u: ,Poldrnd rovina p v tbéZném prostorul k polu u uréena
Je ubéznou pFimkou roviny kolmé ku pfimce uc v prostoru (c n)
a harmonickym polem y ku ', ktery na I' je vytat paprskem c ¢,
Libovolnym bodem v konenu a nalezenymi ttvary p resp.
u v U je prostor A resp. pfimka A urfena. Ziroveil doplnime
odstavec 12: UbéZnik v, prostoru ¥ je obrazem ibéZného bodu
~ vSech kolmic ku = v .

24. V roviné ¢ najdu ku pfimce A pFimku A* 1. A (tab. 4.),
kdyZ libovolny bod na ¢ spojim s harmonickym polem u* k tib&nému
bodu u pfimky A. Bod u*=(Ueu). Stanovime tedy (odstavec 15)
praseik u* (b&iné pfimky UP roviny ¢ a poldrné roviny u k polu u.

25. Ubénd pFimka roviny ¢ totdiné kolmé ku roviné o je
poldra U? pFimce U? sdruZend. Sestrojim ke dv&ma polam u av
(4, 4300 =u, ¢5, v, v, = v, '¢;) Ub&iné piimky U* poldrné roviny
u a = (1, W, a stanovim (odstavec 18.) jejich praselnici -
U = (u.1). — Je-li ¢ polorovnob&ini s = a uruje s ni prostor,
pak (b&in4d p¥imka roviny ¢’ totdln¥ kolmé ku ¢ je spojnice U? =
=uy, kde body uy maji stejny vyznam jako na obr. 4. -

- Ze spousty zajimavfch dloh, kteréZ moZno pomoci téchto a
- podobnych konstrukci fesiti vyjimam k viili struénosti pouze jedinou:
Stanoveni extremnich thlii & a 8 dvou rovin ¢ a ¢ obecné polo-
Zenych. Roviny @ a v obou extremnich thla jsou stereometricky
kolmy ku ¢ a o. Oznalime-li ¢ roviny totdln&€ ku ¢, pak Gb&Zné
[;‘Hmky Ur a U? musi protinati Styfi mimob&ky Ue U U° U”.
akové dv# pticky U? U? jsou viak op&t poldrami: Roviny ¢ aoc
abou extremnich uhla jsou totdiné kolmé. . :

‘Transformaci roviny = (odst. 28.) mohu tuto tlohu pFevésti
" na.zn&ni: Stanoviti extremaf dhly @ a 8, které svird rovina ¢ s 7.
" CtyFi po dvou sdruZené poldry jsou zde Ue U¥ I' U~ Jejich spole&né
dvé& pritky U? U? jsou b¥&iné pfimky hledanych rovin ¢ a ¢. Ob&
protinajf U* atedy'i 7. Proto paraboly pfisludné ib&Znicim U,y U,*

degenerujl ve svazek paprskovy. o o
© " JeZto ob¥ roviny ¢ i ¢ protinaji I' (a jsou tedy ku = polo-
kolmé) Felené svazky sestdvaji ze dvou soustav rovmob&Zngch -
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pfimek. Oba svazky — maji-li hofenim dvéma podminkdm hovéti
— spadajf do U,¥ resp. U,* které. jsou tedy spoleCnymi teZnami
parabol pfimek U1<’ a U,%: Ubéznice U,? a U,* rovin ¢ a ¥ extre-
mnich thli « a 3 roviny o s & jsou spoleéne teEny parabol, patFicich
primkdm U,° a U.\%, ibéZnicim to rovin ¢ a ¢, totdlné kolmych.

Dle hoteni véty vytinaji U,* a U,” na gp pruméty harmo-
nickych poli.

Spojnice stopniku roviny ¢ s prﬁseélky piimek g¢ a U, resp.

U, vedou ku prvym prim&tim pfimek, hledané dhly e a ﬂ svi-
rapcich Dal3i konstrukce neskytd obtiZi.

Zvlastni polohy rovin ¢ a o: 1) Ub&%nice Ue U° se protinaji
a (maji-li ¢ a o alespoii jeden spoleny bod v kone&nu, coZ ve v3ech
) nasledujicich pfipadech pfedpokldddm), leZi tedy obé& roviny v témZ
prostoru. U¥ U°’ se rovnéZ protinaji (v Gb&ném bod& kolmice ku
prostoru (¢o). Vyznam md jen pficka U¥ v rovin& (U*’ U?). Pak
a=0, g libovolné (¢ a ¢ v témZ prostoru).

2. Plimky Ue a U” (tedy téZ U’ a U?) se protinaji. Pficka
UY spojuje dva poly (Ue U”) a (U° U?). Uhel =90, ¢ + O.
Roviny jsou polokolmy. Protinaji-li -se krom toho Ue U” jsou ¢a &
stereometricky kolmy e =0. (Polokolmy v témZ prostoru.) '

3. Ku poldrdm Ue¢ U® U° U” jsou moZny tfi pfitky. Pak je
jich oot a v3echny vedou k dhlam e= §. 7

4. Ue=U" U?=Ur je zvl43tni pFipad pFikladu pfedchaze-
jiciho. Vechny a ==90° Roviny jsou totdln& kolmy.

5. U= U, U¥ =U" pak e =8=0, p=0*)

27. Otdceni prostoru. V3echny tlohy v témZ tro;rozmérném
prostoru ¥ mohu fesiti tak, Ze % otoim do prostoru obsahujiciho
a1, kde v obyZejném centralném promitdni je provedu a otolim
zpét do A. Prostor ¥ = (¢ ¥ U,") otd¢ime kol roviny ¢ U,* do
prostoru (c) =%°. (Tab. 6.)) Bod y prostoru ¥ otdli se v rovin&

kolmé totdln& ku (cU,*) = x*. leji ub&Znice je U*,. Priisecnice této

roviny X* s prostory ¥ resp. ¥° necht jsou pfimky o Gb&inych
bodech u resp. u°. (Parabola ku U*, degeneruje ve svazek rovno-
b&Znych paprskl s ¢, u,°.-Bod u v¥ na U* najdu dle odstavce 15.)
Zmin&né priiseZnice protinajf se na y, nebof viechny body roviny %,
pfi otdtenf ziistanou pevné. Z téhoZ divodu pﬂmka ay aotofend

‘ a’y° protinaji se v bod& ¢ na j. ]eito U,* = g, musi ¢, padnouti -

na Ut Z Zéroveii vzddlenost a’p =ap. (p=au.a 2°u’.) Jetto prit-

setnice ua u°a® roviny a U*, (resp. yu you® roviny y* =y U,*)
‘protinajice se, sviraji konstantni dhel, musf a a° Iy yﬂ v rovinéch

- %P, Schoutg Mehrdimensionale Geometrie, 1. ,Thell str. 72;
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rovnob&Znych. Tedy a,a% . y, y°, protinaji se v s na U;* Roviny
(@ U¥ || (y U*¥) jsouce polokolmé s m promitaji se do piimek
a, a% || ¥, ¥5° || ¢ u: Priimély R°, a ¥, obou prostorii jsou perspek—
tivné kollinedrni. Osa kollineace je U*, stfed kolineace s na U,*.
Druhé praméty ttvard a resp. a° leZi na primkdch rovnobéZnych
S ¢ u'. :

Abychom dostali bod s nanesme na prilisednice p u® resp. pu
roviny (p U*) (p v primé&tn&) s ob&ma prostory délky pa=pa®°.

Tab. 6.

Spojnice a°;a, protind U,* v bod€ s. K bodu y, najdeme y°,:
(a,y:. UM E.'qn (sy,.0a%¢q,) = »%. Druhy primét y° = (c, y,*
+Ys U%0). Tim jsme ovSem otolili i pfimku Y=¥.(y, C).do Yo =, Yo
(1°C): Je-li sprdvn& rysovdno, musi ¢, a ¢, byti s ¢, na jednd
pHimce. o B ; ‘
Stopa roviny ‘7, kterd se otd¥i do =, musi byti U%,. Jeden jeji
bod r, tfeba na Y, stanovime tvahou, Ze musi r,=y,, n°=r,"=
Zrn'=y% a r,=n,;"u"«. Y, Jeden bod £ jeji ub&Zné pfimky
U™ stanovime  pfimo takto: UbgZnice U, otdci se do U,”. Jeden
“jeji bod je §,%0 =§&;%. Ku &% stanovime &,. Dé4le pomoci y, a U*
-stanovime &;00 . (7, 6, . UM =1, §, &30 || €, 1. Je zFejmé, Ze U, || U,

. 28. Transformace 2dkladnich ltvari: )

: Tfahsfbrmace pFimky C do C’ ,j'e snadnd: Stanovim distan&ni
hyperbolu piimky C’ a pak kaZdym bodem a proloZim roviny (C’ a)
resp. (I' a), které protinaji primétnu v bodech o', + a,, @, =a,.
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Transformace priimétny*) do obecn& poloZené roviny ¢. Stano-
vime nejdfive rovinu ¢ ku o totdln€ kolmou. Jejl ib&inou pfimku
Ue’ musim poklddati za pfimku I' nové soustavy, (Kromé& obycejnych
indextt priimé&tovych zavddim zde tyto daldi: Praméty z pFimky

: lg do 7 znalim indexem 7z v pravo nahofe. Prim&ty z [y do ¢

1
2
primét (a¢,, 'a%) a ,druhy“ primét (2a¢,, %a°,) né&jakého bodu
a v rovin& ¢ stanovim jako priise¢ik roviny (Ca) resp. (U%a)
s o. (Pfi CemZ ¢, =a,"). K bodu 'a®, = a”*, najdu (odst. 8.)
v ¢, bod a°,. To opakuji se vSemi body roviny o. Po té pomoci
kollinedrného vztahu mezi 10¢ a ¢,” najdu o,¢ (Pravou podobu pole
1g¢ v nové transformované soustavé.) Ndsledkem zminéného vztahu
kollinedrného mohu pfimo (odst. 8.) pfejiti od pole !0,¢ = 0,” ku
0,® aniZ stanovuji celé 16,¢. Podobn& od 0,” mohu pfimo pfejiti
ku 6,¢ (Pravé podob& pole 20? v nové soustavé.) Promitam-li totiz

indexy v levo nahofe a indexem ‘¢ v pravo nahofe.) .,Prvy“

dv€ pfimé fady bodové A a B v o z pfimky {J,,, do” o obdrZim

;4A97\/§ ﬁ, ’gg” % g Promitnu-li pak rady 2A¢ 2Be z I' do 7 obdrZim
T A N AN 2
e, 7 ¢, 1B, KB Jest tedy { B A Bneoe n et & tudiz

i Bn" ﬁ ;gg JeZto tady 2A9 resp. B¢ jsou’stejné s fadami A¢, resp.

© Be, plati g,f Aé@z Cili pole o™, a a°, jsou kollinedrnd. Stanovim
tedy‘étyfl body v poli ¢ (%a¢,, 2a¢,...) odvodim je do ¢¢;, (do
bodfi a°,,...). Ctyfi body (a¢,...) pole 02, a pfisluiné k nim body
(a7,...) pole o7, urluji vztah obou. poli, pomoci n&hoZ pfimo
z jednoho pole do druhého mohu piechdzeti. — (PFi konstrukci 4 bodfi
(®a¢,, 2a%,...) z ptisludnych [(a”; a™,)...] s-vyhodou mohu pouZiti
toho, Ze pole o7, a 20%, nejen, Ze jsou kollinedrni, ale i soumistn&
affinni, nebof ubéZnice obou soustav spadaji do U~ Stfedem a zi- -
rovefl jedinym bodem samodruinym v kone€nu je bod 2xe¢, = x7~,,
znati-li x prise¢ik rovin ¢ a ¢.)

‘Abych mohl v transformované soustave provédétl konstrukce,
musim. znéti C, a pfisluSnou distantni hyperbolu. Pfimku Ce, ob-
dr¥im z 2Ce, ]epi prvy primét ®Ce; stotoZiiuje se s primétem U"’

«Ku 2Ce, najdu v g, pfisludny prumét 2Ce,. Jedné-li se jen o po]ohu
pﬂmky Ce,, mohu ku transformaci pouZiti pfimky A =¢.(C U®)
jejiz *Ae = *Ce . (a tedy 2Ae, = (e, 2A¢, = 2(¢,, nikoliv viak’
fady bodové na nich)). Pak A" =Ce, stanovim pomoci poH o“
a o8,. Chci-li viak transformovati Fadu Ce (2¢e...) do fady (c2

*) tj. v j. v zdsadé transformace pfimky 7.
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na C¢;, smim pouZiti jen vztahfi kollineace poli ¢ ¢, ¢,. Distance d
mové hyperboly distan&ni jsou d= cce. (Telna T ke kuZelose&ce,
pHisludné piimce 2C¢ je T = 2c¢, 2ce, a protne C%, v bod& c~,.)

11

29. KuZelosecka K v rovin& ¢ promitd se z C resp. I' do kuZe-
- loseCek K, resp. K,. Diikaz pomoci priméta né&jaké pfimky v oje
snadny. Obrysy €O, resp. 'O, kvadratické plochy K z pfimek C
a I' jsou kuZelosecky. Nebof prostor K plochy K protind pfimku
C resp. I' v bod& “p resp. ’p, k némuZ rovina poldrnd ku K pro-
tind plochu v kuZeloseXce €O resp. 'O. Tetna ¢T resp. £T v bod&.
kuZelosefky ¢f resp. 't a bod °p resp. 7p uruji rovinu ku K tenou.
Prostor (C¢T) resp. (I'"'T) dotykd se K v bodé ¢ resp. T't. Postu-
puje-li ¢ resp. Ft po <O resp. " O obaluji tyto prostory plochu
K podél <O resp. 70. (Kaidy takovy prostor ma v3ak jen tfi
splyvajici body s K spoletné) kterd se promitd do <O, 7O, —
kuZeloseCek. Oba obrysy mfizeme stanoviti konstrukcemi, znamymi
z promitdni centrdlného neb orthogélného.

30. Obrys kvadratické variety 21.*) Jednoduchym pottem d4
se dokdzati, Ze ku piimce P dtvar poldrn&€ sdruZeny ku T je
rovina n. (Poldrnymi dtvary ku 21T nazyvdm takové, kterym od-
povidaji stejné operace mathematické, jako poldrnym dtvarim ku
ploSe v trojrozm&rném p}ostoru.) Prochdzi-li ggcl)slt)or p ﬁgaggs 7’: v

tu poldrny P r%s;gr ;13 prochdzi g;’:]?;ug sdruZenou ..ku ?;:;i‘:l%e f
Poldrn& sdruZené prostory = (P...) k fad® bodové P (p...)**)
protinajf se v roving x, kterd varietu protind v kuZelosetce O. Prostor
P protind P v bod& p’ a Ut v plose M. Rovina = je v P poldrn&
sdruZend ku p’ vzhledem k M. Je tedy kuZeloseka O obrysovou
kuZelosetkou plochy M. Probiha-li p pfimku P, zlistdvd = pevnd,
- plochy M v3ak probihaji (soutasné& s p’) varietu 2IT. — Tato ku-
Zelosetka O jest geometrickym mistem dotyEnych bodi linedrnych
prostorit pfimkou P ku 21T poloZenych. (Je jich o) Nebof tecny
T v bodech ¢ kuZelosefky O urluji prostory (P T), které maji
s varietou &tyfi splyvajici rediné body spoletné. Dva ve smé&ru T,
tfi v rovin& (P{f). JeZto politdime bod ¢ dvakrite, jsou skute¢n&
jen Etyfl spolené body splyvajici v t. — MaZeme tedy ve zndmém
smyslu nazyvati O kuzZelosetkou obrysovou: Obrysem variety Ut°
Je prvy pramét O, priseéné kuZelosecky O roviny n***) — poldrné
‘sdruZené ku P*) — a variety IR, _ : :

*) Varietou 1T nazyvém kvadraticky prostor, jehoZ rovnice v soufadnicich
homogennich je Jx:i xx =0 (i, k= 1,...5) g

- #¥) V této uvaze pfimku C z dfiv&jSka nazyvam P,

" M) neznadi priimétnu, A
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BudiZ ddna kvadratick4 varieta 21T &tyfmi sdruZenymi priméry
aa, bb, cc, d'd. (Tab.7.) Prostor s (a@y) poldrné sdruZeny
ku 6 vzhledem ku A% (e, B, 7, 6, jsou (b&Zniky) protind varietu
v_plo3e s (a bc¢), jejiz obrys md s obrysem O, dvojndsobny spo-
le¢ny dotyk. Nebof obrysovd kuZelosefka plochy s (a b c) protina
O ve dvou bodech*) priisené pfimky rovin obou kuZelosefek

A

(které urluji prostor polarny ku bodu [C.s (e §#)]). — Spojnice
bodu ¢ se vSemi body plochy s (abc) dotykaji se variety v bo-
dech této plochy. (Diikaz: KaZd4 kuZelosetka s (bc) v s(abc)
je zdrovefi v prostoru s (@87 d) v poldrné rovin& s (8 ¢) ku J vzhle-
dem ku ploZe s (b ¢ d)). Musi tedy pfimky d,f J,# dotykati se obrysu
variety i plochy s (@ b c) a tudiZ v bodech spoleéného dotyku -
obou kuZelosefek. Z toho plyne, Ze ke konstrukci os obrysu O,
mohu pouZiti zndmé v&ty: ,Osy kuZelosefek o spoleéném dvoj-
nasobném dotyku obaluji parabolu.“ Sestrojime zndmym zpiisobem
(tfeba dle této v&ty) obrys plochy s (abc), urleny osami OP1, OP2.
Svrchu: zmin&nd parabola- musi miti 6,0P za fidici pfimku. Anale-
gicky musi se nalézati stfed o, i na y,0¢, kde OF€ je stfed obrysu
plochy s (a b d). (O€ nerysovdno). Jsou-li stfedy kuZelosetek s, (a, b,)

*) Jezto patfi téze Variets. Obecné viak dvé kuZéloseSky téZe variety
se neprotinaji. o :
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s, (@, ¢;) 0° resp. o) obdrzim O° = 7, 0. $0%) Musi byti tedy
v jejich priiseCiku 0, =, OP. y, 0. Pomoci ohniska ¢ paraboly
svrchu zmin€né sestrojim osy a ohniska ¢ ¢ obrysu, naleZ po-
moci te¢ny d,¢ (nebo J,#) osy omezim. :

K obrysu O, dospéji téZ cestou tivahy prostorové. Oznaéme U~
ib&Znou pfimku priimétny n. V3echny ttvary v prostoru (CU”) =
= P || ~ promitaji se do Ui,. Rovinou ¢ v P proloZme prostor &,
ktery sete C v bodé s = (¢ C). Jeho poldrni rovina ¢ v ploSe
Q = (R ) protind ¢ v pfimce S = (¢o), kterdZ je poldrou ku
polu s kuZelosetky K= (¢27). Utvary K's a tedy i S jsou pevné
pro vSechny prostory X rovinou o. Jejich plochy protinaji se v K,
a obrysové kuZeloseCky — v rovindch o, pfimkou S prochdzejicich, —
protinajf se prdv& v praselicich SK. Jeito S lezi v ¢ a tedy i v D,
prvni . primé&ty v3ech obrysovych kuZeloseCek ploch (R ) = Q
jsou kuZeloseCky homothetické. — Dfive jsem dokdzal, Ze obrys
plochy s (abc) se dvojndsob dotykd O,. Toto tvrzeni dd se roz-
Sifiti lehce na kaZdou plochu variety a tedy i na plochy Q. Mohu
tedy na zdklad® zndmé véty*) uvésti toto: VSechny prostory R,
proloZené rovinou ¢, kterdZ se nalézd v (CU*) = P || =, protinaji
varietu v plochdch, jichZ obrysy jsou homothetické kuzZelosecky,
dvojndsob obrysu variety se dotykajici. Jejich ohniska vypliuji
tedy dvé kuZelosecky E, F s obrysem O, konfokdini.

Je-li rovina ¢ (ib&Znou rovinou prostoru P zmé&ni se tato véta:
Priisecné plochy rovnobéznych prostori R s varietou jsou homo-
thetické. Jsou-li tyto prostory rovnobéiny s prostorem, urenym
primkami (U* C), pak obrysy jejich priisecnych ploch jsou homo-
thetické kuZelosecky, vypliiujict svymi ohnisky dvé kuZeloselky,
s obrysem variety konfokdini.

Prvé véty uZijeme u variety 2IT (tab. 7). Nejdrive stanovime
stted o, obrysu O,;. Rovina w kuZelosetky O (poldrn& sdruZend
ku C vzhledem k 2IT) protind prostor P | = v pfimce S. Pédl o
pfimky S ke kuZeloseice O je polem prostoru (CS)=P. Jeito
S, = Ui, je o, sttedem kuZelosetky O,. ObdrZime jej v priisediku
dvou prvych priim&th pfimek X“ a X¢, poldrn€ sdruZenych ku ro-
vindm &4 ¢ée v-P, Zvolme &4 =s (afy).P. Piimka X¢ je rovno-
- b&%nd s sé (nebof £9 leZi v s (@ 8 p) sdruZeném ku J) a prochdzi
polem p roviny &4 v plo§e s (abc). Bod p, = O¢ je stiedem
obrysu plochy s (abc). Nebot znalim-li s = (§¢. C), pak polarna
rovina' ¢ k s vs(abc) protind §¢ v pfimce P, k niZ patfi pol p
vzhledem k obrysové kuZelosetce plochy s (a b¢) vo. Bod p je
tedy polem roviny &7 a jesto P, = Uy je p= OP stfedem obrysu
~ plochy s (abc). Proto X{=7, 0P a podobn& X{= @, O4, (X{ ani

*) Ohniska homothetickych kvZelosetek o dwojndsobném dotyku s O,
vypliiujl dvé kuZelosedly E, F s kuZelosetkou O, konfokdlni.
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OA nerysovdno) a 0, = 6, OP. &, 0A. Nyni stanovim ohniska ¢ . ¢
kuZelosetky E (a obrysu O,). Prostory & prokldddm rovinou &¢.
Pak je spojnice f f ohnisek obrysu plochy s(abc) t&tivou kuZelo-
sedky E. SdruZeny pr@im&r k ni musi prochdzeti bodem OP a byt
nositelem stfedi obrystt priisenych ploch variety s prostory .
Ob&ma podminkdm hovi X¢ = d, OV. Prisetiky pfimky X sAT—
jsou-li redlné — uruji s §¢ dva prostory tedné redlné, (jinak pro-
story ty jsou imagindrné). PraiseCiky ty musi se promitati do ome-

Tab. 8.

zujicich bodi priméru sdruZeného kuf'f. Jsou to samodruzné body -
involuce sdruZenych polt na X9 jejiz jeden. par:je 6 a pol ».
roviny £ v s (@b ¢) a druhy pér je tvofen body o a (X? D)
Involuce ta se promitd na Xi do pidru d,0° a o, jako%to stfedu.
Pfimky d,f resp. 6,!f jsou tedy teEny kuZeloselky E. V takto urlené
kuZelosetce stanovim ohniska ¢ 1@, jeX patt i obrysu O, (z n&ho
znam stfed o,, ohniska ¢ lp a teXny 6,4, 6,f). -

Druhé v&ty s vyhodou pouZiji, jsou-li dva z priimérci s (a b)
dany v z. Je-li nd% prostor. rovnob&iny s C, stanovim v rovin&
s (cd) ku 7 sdrufené priseCny primér sc’ dle toho, Ze ¢,i¢, je
bodem s,,, ptilen. Najdu v kuZelose¥ce s, (¢, d,) takovou té&tivu,
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aby s,c’, =sc’, a t€tivu sd’, k ni sdrufenou. Pak je varieta
ddna s (a b c' d’). Déle potindm si podobné, jako u ellipticko-
parabolické variety na tab. 8., dané s (ab¢) vnadem prostoru a prii-
mérem sd (d je ibd%ny bod) sdruZenym. Prostory R pokldddm rovno-
b&iné s nadim prostorem. Té&tiva f 1f — spojujici ohniska obrysu
klinogondlného plochy s (a b ¢) v naSem prostoru — patfi kuZelo-
selce E. PHmka poldrn& sdruZend k ubéZné rovin€ naSeho pro-
storu je X4= dd, nebof musi prochézeti polem ,v*“*) na¥eho pro-
storu a polem (ib&%né roviny naSeho prostoru, Samodru¥né body’
dfive zmin&né involuce jsou zde jiz ddny v d, a d;, prvnich prii-
métech prisedik(i X4 s varietou a bod o, (d; 0, = 0, 0;) je stfedem
involuce, kuZelose¢ky E a obrysu O,. Te¢ny z bodu ,v“*) — v, f
a v,f — s predchdzejicimi prvky stali ku stanoveni ohnisek ¢ a ¢
(vypadlo z mezi ndkresny) kuZeloselky E, a tedy i O,, jejiz osy
stanovim a omezim pomoci te¢ny v, ¢ ku 20,. (Stanovime ohnisko
q paraboly — os kuZeloselek, které se v bodech # a ' obrysu O,
dvojndsob dotykaji — na kruZnici L, naleZ kruZmice o stfedu
#1* = (KA) [pvy=pq, K L pq] a poloméru r = tq velkou osu A’
protind ve ¢ .19.)
O varietdch specielnich se pro strunost nezmiriuji.

Tento zplisob promitdni je zvld$tnim ptipadem promitani z roviny
na rovinu v prostoru p&tirozmé&rném, o némZ pojedndm jindy.

*

La projection d’une droite sur un ‘plan dans l'espace
, a gualre dimensions.
(Extrait de Particle précédent.)

Les méthodes de la projection de I'espace & quatre dimensions
étant un peu compliquées — & cause de ce qu’il faut'projeter in-
directement sur le plan du papier — je tache de résoudre le pro-
bléme suivant: étant donné un plan = et une droite C qui fixent
Pespace a quatre dimensions *E, on veut projeter .les figures G de
espace ‘E de la droite C directement sur le plan .

Soit I' la droite fuyante du plan &, totalement orthogonal au

plan 7. Les points a,, a; de rencontre- des deux plans (Ca), (I'a)

et t,a étant un point quelconque, sont l1a premiére et la deuxi¢me

projection de la droite C de ce point. C et = étant fixés, le point

a est déterminé par ses projections, puisque les plans ¢ = (Ca,) =

= (Ca) et ¢ = (I'a,) = (I'a) se rencontrent dans un méme point

a. Donc, le point de départ de cette facon de projeter est de

“savoir fixer 1a droite C en se servant de sa deuxziéme projection C,.

*) Bod v, stanovim bud.z (d, 6, s, v;) = — 1 nebo sd = dv, coz
ihned plyne z prisecné plochy s(abd) prostoru (wd) s varietou. -
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On résout ce probléme en supposant C parallele & 'espace ordi-
naire et en se servant d’une hyperbole équilatére dont C, est 'axe
imaginaire (les distances d = ¢, ¢, de ses points ¢,,... de I'axe
C; (¢s -.-) nous donnent celles de chaque point ¢ de C du plan x).

Le point a détermine, avec =, 'espace (aw)= 3E. On peut
donc le considérer comme un point de cet espace, et qui est pro-
jeté du point ¢ = (C3E) sur le plan =.

Une droite A et la droite C (I') déterminent un espace
(CA) [(I"A)] qui coupe = suivant la droite A, (4,). Les droites
joignant les deux projections a,, @, du point a sur A envelop-
pent une conique K (dont A,, A,;, C, sont les tangentes)

Deux droites A, A’ se coupent en un point x, si la droite

X, X, -est une tangente commune des deux coniques K, K'. En
ce cas les - deux droites déterminent un plan ¢. Les deux plans
0, , 9; sont collinéaires. Le point d’intersection du plan ¢ avec =
peut étre trouvé comme l'un des trois points unis de ces deux
-systémes collinéaires. On peut y parvenir aussi par une construc-
tion plus simple, en fixant, dans ¢, une droite qui rencontre 7.

L’espace linéaire SE est donné par quatre points a, b, ¢, d;
on trouve son plan fuyant en déterminant les points fuyants de
trois droites du tétraedre (abcd). On arrive, par une construction
bien simple, aux points ¢ = (C3E), g = (IL'2E); le point g est
le point fuyant des droites perpendiculaires au plan = dans 3E.
On peut, & 'aide de ces deux points et de la ligne d’intersection
(*E m), résoudre facilement beaucoup de probiémes dans 3E.

Orthogonalité: en projetant C (I') de I'(C) sur &, on obtient
C, =TI, (I, =C(,). Lintersection de rinvolution rectangulalre'
(dont le centre est le sommet ,2“ de I'hyperbole mentiennée ci-
dessus) avec C, donne l’mvolutxon des points fuyants 7,, »,,...
Ces points déterminent les droites perpendiculaires mutueliement
et au plau m.

Pour construire le plan fuyant, orthogonalement associé au
point fuyant u, on trouve d’abord dans l'espace (uw) la droite
fuyante U associée orthogonalement a u; cette droite et le
“point y,, correspondant a ', (¥, = ¢, = u, u,.C) dans linvo-
lution mentionnée toute A Iheure, déterminent le plan cherché.
- Cette construction est le point de départ des problémes suivants:
1. Trouver ’espace E perpendiculaireé 3 une droite A. 2. Trouver
le plan ¢ totalement perpendiculaire & un plan’¢. 3. Les probie-
mes relatifs & Porthogonalité dans 3E. On peut, cependant, résou-
dre ces derniers probl®mes en faisant tourner l'espace E (qui
rencoiitre C en_¢) autour du plan c¢P (P étant la droite d’intef-
section de 3E avec n) de sorte qu’il coincide avec Pespace (c 7).

. Dans la troisitme partie je détermine les contours des varié-
tés - u données par P'équation 2 x; xxk =0 (, k=1,... 5. en
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coordonnées homogénes. En faisant usage de deux théorémes de
Pelz j’aboutis & la proposition suivante: ,Faisant tourner des es-
paces linéaires °E autour d’un plan ¢ quelconque (dans CU*, U*
étant la droite fuyante du plan =) on obtient des coniques, qui
sont les contours des corps d’intersection Q = (UT 3E), et lesquel-
les, étant enveloppées par la conique (;, contour de 2I, engend-
rent, par leurs foyers, deux coniques homofocales a O,.“

Ke chronologii Archimedovych objevii a spisi.

Dodatek ke &ldnku tohoto titulu v tomto &asopise, ro¢nik L.,
str. 81 nn a 250 nn.

Teprve neddvno &etl jsem velmi pé€knou prici F. Arendta
»Zu  Archimedes* v poslednim seSité posledniho ro¢niku Biblio-
theca mathematica, ktery vySel v nepravidelnych' lhiitach za valky.
S potésenim jsem shledal, Ze asi v téZe dobé, kdy jsem se zabyval
studiem Archimeda, neznaje Arendtova d¢lanku, tento publikoval
praci, v niz ,,Metodu* klade pied ,,Plovouci télesa’ a za ostatni
geometrické spisy Archimedovy. Nase diivody, pokud jsou Cerpany
z Archimedovych predmluv, jsou daste¢né stejné. Okolnost, Ze jsme
oba dosli k témuz vysledku misty touze cestou, jeden o druhém
nevédouce, jest dalS$im dokladem pro sprivnost této idomnénky.
KdeZto ja jsem se ve svém Clanku snazil ukdzati na vird¢i myslenku
Archimedovy prdce a vnitfni souvislost jeho objevil, obird se Arendt
hlavné chronologii jeho spisfi, studuje s filologickou akribii jed-
notlivé Archimedovy vyroky, pfi Gemz se pokousi i o presné&jsi
" datovani, klada smrt Kononovu kol r. 240 a narozeni Archimedovio
asi do r. 275. ' Q. Vetter.

Ronlgenovo spektrum hafnia.”)
.Napsal August Zdcek.

Koncem minulého roku nasli Coster a Hevesy**) v norvéZském
zirkonovém minerdlu dosud nezndmy prvek poradového &isla 72,
jejf nazvali hafnium. Objeveni stalo se rcsntgenospektroskopicky,
totiZ tak, Ze v rdntgenospektrogramu onoho minerédlu byly nalezeny
linie, jeZ bylo moZno dle Moseleyovy relace interpretovati jako
linie L-serie prvku s pofadovym ¢&islem 72.

Coster m&l k disposici pouze maly spektrograf bez precisnd
-d&leného kruhu, takZe mohl vinové délky urlovati pouze relativné
vzhledem k liniim o zndmé vinové délce. V té dob& pracoval jsem
v Lundu s velkym precisnim spektrografem a poklddal jsem za
duleilto zmé&fiti aspofi nejsiln&j3f linie v L-serii hafnia_absolutné&.

*) Vychdzi souasné ve vytahu v Zeitschr, f. Phys. (384) roé 1923,
*‘) Nature, 111. str. 79, 1923,
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