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Vz4jemnd souvislost prémii vypocétenych dle
riznych tabulek umrtnostnich a dle rizné
urokové. miry.

Napsal Dr. Antonin Hrazdil.

V pojistovaci praxi vyskytne se mnohdy potfeba vypotisti
prémii nebo prémiovou zdlohu nékterého druhu Zivotniho po-
ji&téni bud dle jiné tabulky dmrtnostni aneb dle jiné trokové
miry, nez jsou ty, pro néz mé pojisfovna podrobné vypoéty ta-
belovény. V takové situaci vypoméhd si pojisfovna riznymi me-
thodami interpolatnimi, jeZz sice majf vyhodu, %e vedou rychle
k cfli, ale téZ znaénou nevyhodu, Ze jsou vysledky jejich mélo
spolehlivé.

Obecné a naprosto spolehlivé FeSenf této tlohy nenf mozno
podati, ponévadZz neni zndm dosti pfesnd vztah, jak souvisi
navzdjem tmrtnostnf poméry riznych kraji a riznych Zivotnich
povoldni. Ale v jednom pfipadé jest feSeni této tlohy piece
mozné a to tehdy, jestliZe tabulky tdmrtnostnf, dle nichZ prémie

jsou vypotteny, jsou vyrovniny dle Gomperz-Makehamovy
formule

Ix=F.s*.g"

Ponévadz hodnoty viech druhd prémii a prémiovych zdloh
1ze vyjddfiti pomocf polhitnych dozivotnich dichodd, omezime
svoje feSeni jen na tento specielni pfipad a uréfme vzdjemnou
souvislost polhitnyeh doZivotnich dichodd, vypottenych dle riz-
nych tabulek dmrtnostnich, ale pii téZe tirokové mife ¢ z jed-
nitky.

Polet zijicich ve véku « let dle prvni tabulky Gmrtnostn
necht jest dén G. Makehamovou formuli

Tl =Fk.s.g* (1)

‘urtenou konstantami: k, s, g, ¢ na sob& navzdjem nezdvislymi.
Pak doZivotnf polhitny diichod m4 dle nf hodnotu

ax=v. 0x+ 0. a0+ g+ .. T 0P
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kdez
> — 1
=13q
» +
n
2Pz = Ix+n — ks, -qcx — gux(c“—l)
Ix k.sx. g™
aneb
ax=1v.5. gD f g2, 52, gte’—n L
4ot s0. gD = S gn, g, gt (9)
n=1

Dle druhé tabulky tmrtnostni nechf jest tento polet Zi-
jicich ve véku « let din obdobnym vzorcem:

UVy=1F".s'c, g’ 3
urenym konstantami: %', s', ¢', ¢'.
Pak hodnota doZzivotnfho polhitného dichodu pfi téZe tro-
kové mife 7, jako diive, jest dle této tabulky tGmrtnosti:

ax=wv.s8 . gTCD L p2 g2 gleFet-n
= Zon. g, /i S B 4)
n=1
Konstanty: %, s, g, ¢ a k', &', ¢', ¢’ obojich téchto tabulek
jistd se budou navzdjem lisiti a sice tak, Ze bude:

=354+ As
9 =9+Ng ()
¢ =c+ Ac

Na hodnoté konstant % a %’ nezalezf, ponévadZ ty se ve vzor-
cich pro déichod nevyskytuji.

Polozime-li
A== I v".sn, grC=D = f(s, g, c) (6)
n=1 .

jest obdobné

w—x
@l = I vn.s'n, gheFet=D) =
n=1

=f(, 9, ¢) =f(s+ 4gs, g + 4y, ¢ + 4oc).
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Predpokldddme-li, Ze f (s', g', ¢’) jest funkce spojitd, miiZzeme
na ni pouZiti Taylorova rozvoje a psdti

f(s+4s, g4 49, ¢+ d0)=f (s, g, ©)

of o 3f
s 45t gy A9t 5 "
+2!(f S+ af d +3f_ dc)2+...
aneb o
- = a""+3ax 4s + y—* . dg +?§cx‘ . de
2 9)
dax Bax dax
+57- (—-‘ o Ac) +.

Difference s, 49 a 4c biva,)i — jak praxe ukazuje — malé.

Uzitim methody King-Hardyho na vyrovndni statistického
materidlu HY 20 britskych spoletnosti nalezeny byly pro kon-
stanty s, g, ¢ hodnoty '

s = 0993 827 2
g = 0998 946 5
¢= 1095 612 2

a u21tim methody nejmenSich ¢tvercii na vyrovndni statistického
materidlu MS, ktery si zjednalo na rakouskych pojiSténich sdru-
Zeni: ,,Mathematisch-statistische Vereinigung des Osterreich.-
ungar. Verbandes™ der Privatversicherungsanstalten, nagel G.
Rosmanith pro konstanty hodnoty: '

s’ == 0998 070
9" = 0995 894
¢’ = 1080 740. _
Dle toho maji difference 4s, 49 a dc hodnoty:

ds= 0004 242 8 [04°/,]
Adg = — 0003 052 5 [03%,]
- de=—00148722 . [ 1°]

Ponévadz jsouﬁ tto rozdily malé, miZeme se v rozvoji (9)
omeziti jen na éleny 1. fddu a kldsti pfiblizné:

ax_ax-l-aax Ads + ‘%ax A9+ aaa: Ae. (10)
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Pro parcidlné derivace
dax Odax dax

2 29 Y e
plynou z rovnice:
e ‘
ar = )2' v, st . g P=1)
n=1
hodnoty:
%x__ > n, g¢n—1  geX(e’—1)— L ¥ n on  peX(eB—1)
s o Vs __s_:n:ln.b .8%.g (11)
’%ﬁ: S (cr—1). v, 5, gcx(cn—n—l
= (12)
:-c—- S(¢c2— 1) .92, s2 cX(cl—1)
.(/ n:l(b ) ’ ' ’ g
Bax_-

=2 [(z +n). cxto—1— gex—1].pn , s, ge* €1, Log g =
n=u1
= Log g . ;‘_; 1(ac + n) Xtn—1 gn gn, geX(et-1)
— 2.1, Log g .3, s, goren-n, (13)
Polozime-li k viili zkraceni: '

X(eR—1) —0
¥Rt gD = K,

obdrzime
ax -1
-.5;——3— .ni'ln . Kn
W _ @ me—1).K
2 g’ o
9a =Logg[Z(@~+n)ct>! . Kp—x.c5 1. 2Ky,
¢ n=1 . n=1
takze

n=1

di=ar L sn Bt Y s —1). K
- S g n=1

+ de.Logg .[3 (x+ n) &t Ky — 2. ="' . 2 Kyl
n=1

n=1 -
‘ (14)
Aviak soutty, které se v této formuli vyskytuji, nejsou
v tabulkdch pojidfoven publikovdny a proto upravime si je na
tvar, ktery umoziiuje pouziti tabelovanych hodnot.
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Jest totiz

0—x

Sn.Kon=3n., v, 0, go"C=D=3pn o, p
n=1 n=1
lx+n 'vx+n . lx+n D x+n
= n."——=3In,——————=3INn., ——
n=1 ly n=1 vX ., g n=1 Dy ’
kdeZ polozeno
v2 Iy = Dy

(diskontovany polet Zijicich) aneb

1
Sn.Kyn=-= .2%n.Dgyn.

n=1 X n=!
Aviak
151” « Dyyn = Dxy+ + 2Dgyy + 8Dxyy + 405y + ... =
=Dxy; + Dxig+ Dxts+ Dxyy+ ...+ Do
+ Deyy+ Drijs+ Dxya+ ...+ Do
+ Dx+3 + Ds+a +...4+ Do
Deiy+ ...+ Do
«.. 4+ D
Jeito
Dyt + Dyyyg + Dxgy + ..« 4+ Do = Nyy,
Dxiy + Dxts + ... + Do = Nxy,
+ 1Jx+3 + e + Dy = N’x—l—a
Dm —_ Nw
a déle
Nxiy 4+ Netg + Nagy + - o« + No = Sxqy
jest
Sn.K,= Sasy . (15)
. n=1 Dx
Dile jest
SKy=3 .0, g =q_ (16)
n=1 n=1 .
podobné )
S Ky=3cr.on, goTC )= 3¢n ¢n Z—xiﬁ
n=1 n=1 ) n=1 lx
— 5 . Dyyn__ 1 S Deun (17

n=1 .Dx — jx- 'n=1
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a konelné ‘
S(@4n)cstr 1Ky = Sw.cx'.c* Ky + . n.c®. Ky
n=—1 n=1t
—z.x1. 3. Kn+c&1'.3n.c2. Ky
n=1 n=1
x . cx—l c!—l s (18)
—_— Dx -ni Cn - Dx.l.n +_D_“x caaCh oM. Dx+n
Tudiz
45 Szqq 49 . 1 Ay
L = =L X e T . Dy ——2c*.a
ax—ax+s . Dx+ g D, = +n g x
z—1
+ dc. Log g.— .Zlcn.Dx+u
n—
cx—l

+40-L0.’19--5--El”-c"-Dxﬂ—dc.Logg.m.cx—‘.ax
X

n—

aneb <
x .4 x As
«:z'x::ax(l—c 7 'q—-x.c‘—l.dc.Logg)+ D+,: S
) x—1
GD .(c'd'q -{-ac.dc.Logg)ic“.DHn
x—jl a 19
4O k0002 5y Dy (19
x n=1
Polozime-li
1—cx'd'2—dc.x.c’—1.Logg=A
Sx+1 AS__
D, s =3B
49 x  z.cx!
=4 Ac.L =
7 Dx+ D: de . Log g
—1
c—;)—.Ac.I.ogg:E
X

jest konetns
d:=A4.a.+ B+ CZc“.D,.,.n-{—EZ‘n.cn.DHn (20)
n=1 n—

Z vyrazi potfebnych pro vytisleni této formule vyskytuji
Se v tabulkdch tmrtnostnich
ax, Dy, Sx
a jest nutno vypodfsti
2ct Dx+n

a Zn.c*. Dyyn,
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coz se stane snadno vypottenim tabulky, obsahujici sloupce

lllx+ nl D,+n\log Daynflog c®|log ¢® . Dyya|c® Dygn|n c® Di 4

| o

a seltenfm poslednich dvou sloupci.

Kdyby ale také trokovd mfra pii vypoéteni prémie po-
Ihitného dichodu ptedpoklddand byla jind neZ ¢, ku pikladu
i+ 4i,
mohli bychom hodnotu polhiitného dichodu, zaloZeného na jiné

tabulce timrtnostni a jiné trokové mife

ahx’
vypotisti pomoci hodnoty a's.
Jest totiZ .
s = (3),
kdezto

a'x =@ (¢t + ).
Rozvineme-li dle fady Taylorovy, najdeme

d_a_x 1 dax

0= dly F S b o S (4
aneb v prvém ptibliZen{
A=t = d" =4 @1)

Aviak rychleji vede k eili, pi‘edpok]édame-li, Ze
ax =nzlv“ s, g = = £ (s, g & %)
al = Zonsm, geTen ) = f(s + ds, g + 4y,
= ¢+ 4de, i.+ A7)
a rozvedeme li-a"x dle fady Taflorovy:
’ba, ‘ ‘()ax (L aax

’bax '()ux ’()ax dax
+2l(’ds L PR A TS A"““")"‘

"'y = ax +
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aneb zase pfibliZné
da oa ’()a da
I! — x x X ‘X .
=ax + — s . ds +’bg . 4g + Jde 4+ — ARl (22)

Tento vzorec lidf se od formule (10) pouze poslednim
¢lenem, jehoZ hodnotu najdeme parcidlnou derivaci rovnice

sn . gc‘ (c™—1)

ag—= I on.gn, XD = 3> J
=3I g d Fon
dle i, takie
das sh ., gc‘ (e"—1) n n
L = | ..+l. n gl (c*—1
T s W o St R AL
=—v3n.".5". g "D =_9p3n.K,
n=1 n=—j
— —p . Sxh (23)
= Do

Dosadime 1i do rovnice (22) za parcilné derivace piislusné
nalezené hodnoty, obdrzime

a"x — a,x( — CL:_A_g mcx—l Log g>+ Sx+1 AS
9 s
x—1
+cD (c 49 -+ x.dec.. Log g) ¢ Deyn
x n=1
cx—- . dec . Log g Sx+1
.Zn.c™. Dy v.Adi
+ Dy n:ln ¢ +n i~ D,
¢ili
W's=Ada:+ B4+ CZc.Dsyn+ E.Zn.c*. Dyyn
n=1 n=1
—v.di. 3-5—11

aneb koneén& poloZice

Ads Sz -Sx-'l;l_sx+l é_ ’
S.Dx—v.dsz_Dx 5 vdz) B

najdeme

a'x=Ad.ax+ B -+ CZc. Dyyn+ EZn.c". Drjn. (24)
n=1 n=1 . .

g
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Oviem nezbytnym pfedpokladem pfi tom jest, aby oboje
tabulky dmrtnostni byly vyrovniny dle formule G. Makehamovy
a aby pomocnd ¢&sla

-ny Nx, Sx

byla vypottena dle tabulky t@imrtnostni takto vyrovnané.

0 plose vytvoiené Sroubovici, vykonava jici
pohyb Sroubovy.

Dr. Fr. KadefFavek.

Bud ddna Sroubovice S o ose O; bod s bud jeji stopou
na rovind = | O; S,, O, budteZ orthogondlné priméty danych
utvari do roviny x. Suneme-li Sroubovici S ve sméru osy O
rovnomérns, otd¢i se jeji stopa s v roviné z kol bodu O, rovnéz
rovnomérné, Spojme tento pohyb dané Sroubovice s rovnomérnou
rotacf kol osy Q|| O. Bod O, ot&li se tu rovnomérné kolem
orthog. primétu £, osy £ do roviny z a kolem tohoto hybného
bodu O, ot4lf se rovnomérné stopa s okolo 2 se otdtejici a sou-
¢asné smérem O nad rovinu = vystupujici Sroubovice S, vypliujic
cykloidu C o stfedu £, ; libovolny bod o ose O vytvofuje §roubo-
vici 2’ 0 ose R, Sroubovice S vyplni uréitou plochu Sroubovou,
oznatme ji P, jejimZ normilnym Fezem jest cykloida C. I plati
véta:

Vykonévéa-li §roubovice S o ose O pohyb &roubovy uréeny
froubovicif 3 0 ose £ || O, vznikne plocha Sroubovd P, jejiz nor-
mélny fez jest cykloida.

VySetfme kruZnici zdkladnf 3’ a kotalecf S’ normédlného
fezu C. Zvolme si dv& Sroubovice S, 3 o osich O]| L, jejichz
stopy O,, 2, na roviné = kolmé k O leiteZ se stopami s a ¢
groubovic S a X v jedné pimce X (obr. 1.). Vysky ndvitki
Sroubovic danych budteZ b, 8, polomdry priméti S,, 2, do roviny
7 r ao. Vysune-li se Sroubovice S ve sméru osy O o celou vysku
ndvitku b, otof se jeji stopa s kol O, o thel plnf, osa O viak
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