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pJesto nelze déti o dobrém presvédéiti, treba je k tomu
vésti a navykati.*

»Nemdm rad lidi, ktefi své dobré skutky vd:.“

pvelmi mdlo jest téch na svété, kteil po smrti zdstavuji
po sobé stopy, Ze zde byli.“

Zajisté, 7Ze mi nikdo nebude vytykati smélost, dim-li, Ze
Malus, jehoz jmeno s polarisaci svétla na véky ziistane slouceno,
mezi skrovny pocet téchto vyvolenciiv ndleZi!

0 mathematické a moralni nadéji.
Sepsal

Augustin Panek.

(Dokondeni I. asti.)

§. 4.

Porovname nyni hodnotu mathematické nadéje, s kterou
zisk neb ztrita souvisi, s majetkem osoby, kterdZ chce se na
podniku sucastniti, na jehoZz vysledku zdvis{ zisk neb ztrita
uréité sumy.

Je-li majetek jisté osoby J, ofekdvand vyhra v, sizka ¢ili
moZnd ztrita s, pravdépodobnost vyhry p a ztrity 1 — p =g,
pak md ona osoba pred provedenim hry, kdyZ sdzku zapravi,
majetek J —s.

Uskuteéni-li se tato hra nebo podnik, jest majetek osoby

—s4+v=J+4Y,
protoz hodnota ocekavanf
=pJ—s+v) =pJ-+V); 1)
nezdari-li se hra, jest hodnota ocekdvani
’ N, =qJ— 9. @)

Jeden z téchto piipadi nastane a proto jest hledand nadéje
N=N+N,=p(J—s4v)Fq(J—s)=J—s-}pv, (3)
ponévadz ptae=1
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A ponévadz dle vzorce (2) § 1., s = pv, jest ziejmo, Ze
jmeéni téZe osoby se nezméni, t. j. hodnota nadéje mathematické
nemd dle vyminek svrchu uvedenjch Zddného vlivu na jméni
osoby, a tedy melze z mi poznati ani vijhody ani skody.

Ale ponévadz obycejné kyZend vyhra zmensena byvd pod-
nikatelem neb spolecnosti aneb stitem o uritou srazku, takze
tedy pv <s, proto jest kazdy podnik za téchto podminek
predsevzaty S$kodnym jmeéni osoby, a tudiz kazdy uvddi takto
své jméni v nebezpeCi poSkozeni. Je-li viak pv >>s, milzZe se
takovy podnik nazvati vyhodnym.

Tytéz vysledky obdrzime, kdyZ sdzku zapravime teprv
po hre. )

V pripadé vyhry jest majetek osoby J - V a hodnota
oCekavani

M =pJ+ V), 4)
a v pifpadé prohry jest majetek téZe osoby J — s a ocekdvani
NZ = Q(J— s)') ' (5)
tedy nadéje mathematickd
N=N,+N,=J+pV—gs. (6)

Tato rovnice vyjadfuje opét vétu naznacenou vzorcem (3),
nebot nejevi se i zde zidnd zména v jméni osoby, prihlizime-li
k rovnici (10) §. 3., p V =g¢s.

Jaky pomér se jevi mezi. mathematickou nadéji a sumou,
kterouz chceme na podnik vénovati?

Jista osoba sticastni se pfi podniku sumou #s; vyhraje-li,
obdrzi kndsobnou sizku co -absolutni vyhru, plati-li pravdé-
podobnost p, Ze se vyhraje, a pravdépodobnost ¢ =1 — p, Ze
se prohraje sdzka.

Jest vyhodnéjsi, aby se tiZ osoba sdcastnila sumou 7 s
v jednom pokusu aneb aby se stiCastnila v » postupnych ¢ili
soudobnych pokusech, kdeZ na jednotlivé pokusy pripadd suma s?

Vénuje-li ona osoba na jeden pokus rs a vyhraje-li, obdrzi
sumu krs, tedy mathematickd nadéje dle (2) §. 1., ~

N=pkrs. i )

Vénuje-li ale ona osoba sumu s na » pokusfi, pak maze
vyhriti ve viech, neb (r — 1), (r —2),..., 2, aneb v 1 pokusu.

Vyhraje-li ve viech pokusech, obdrzi sumu krs, a pravdé-

‘ 15*
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podobnost pro vSechny vyhry jest p7, tedy mathematickd nadéje
N, =p . krs. ()
Vyhraje-li v (r—1) pokusech, predpokldddme, Ze v 1 po-
kusu probréla, a tedy obdrZi sumu k(» — 1)s, a pravdépodobnost
© jest r pr—1q, tudiZz mathematickd nadéje
Ny =rpiq.k(r—1s. ®
Vyhraje-li v (r —2) pokusech a prohraje-li ve 2, obdrzi
sumu k(r — 2)s a pravdépodobnost piislusnd jest (r), pr—2%q%
tedy mathematickd nadéje
Noa= () pr2q"  B(r — 2)s, @)
atd. aZ posléze obdrzime
N, =rpgks. (9)
Hledané ocekdvani jest soucet viech N od («) do (d), tedy
N=pkrs[p— +p—qc—1), +. + Vi
= pkrs(p + 9
a ponévadz pr+qg=1,
konecné N=pkrs, Q)
kterdzto hodnota se tplné shoduje s (7).
Zde plati tedy véta, kterou nejprvé Lacroiz dokdzal:
Mathematickd nadéje se nezméni za stejné pravdépodobnostt,
vénuje-li se jistd wréitd suma na jeden podnik aneb rozdéli-l
se tdZ suma na stejné dily pro nékolik pokuss.*)

§. 5.

Piikroé¢fme nyni k otdzce: md-li potddek, v jakém by
osoby své ndroky na ocekdvanou vyhru d¢inily, vliv na jejich
nadéji mathematickou ¢ili nic?

Tuto otdzku si _takto zndzornime:

V osudi nalezd se n kulidek a sice (n — 1) &ernjch a
1 bild a kazdd z » osob 4,, 4,, ..., 4, vytidhne v uvedeném
potddku jednu z nich, aniz by ji diive vidéla; kterd z tychz
osob vyndd kulicku bilow, vyhraje na ni sazenou sumu S. Jak
velkd jest mathematickd nadé&je jednotlivych ucastniki?

Bilou kulicku vytdhne jisté jedna z osob.

*) Lacroixz, Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung, iibersetzt von
Unger. §. 75, — Oeltinger, ,Beitrage zur Wahrscheinlichkeits-
Rechnung,“ Grunert’s Archiv-d, Mathematik u. Physik. I. Band 1841
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‘e > 3 1 7y
“Pravdépodobnost, Ze ji vytahne osoba 4, , Jest - & tudiz

jeji nadéje
S
N, = v (6]
Pravdépodobnost, Ze ji osoba A, vytihne, predpoklidaje,

7e ptedchozi osoba cernou kulicku vyhala, jest

n—1 1 _ 1

n ‘n—1" n’

a tedy ocekavani pro A4, ,

N,=5 @
Pfijmeme-li, Ze bilou kulicku ani osoba A, ani A4, ne-
vyhala, nybrz Ze ji osoba A4, vytdhne, jest pravdépodobnost
n—1 n—2 1 1
n n—1 n—32 n’
a proto ocekavani pro A4,

=2, ®

n
at. d

Z toho plyne véta:

Md-li se premie S timto sptisobem jedné z n osob udéliti,
Jest mathematickd nadéje vsech twcastniki pFede hrou stejna.

Je-li jiz » kuliek vyhato a bild posud nikoliv, jest mathe-
matickd nadéje onoho hrice, ktery nyni ke hie piijde,

S
N=_". )

Tento vzorec plat{ vSak pro kaZdého hrice stejné, nebot
k losovani miize na misté uvedené osoby piijiti jind, aniz by
se co na predchozi vété zménilo.

Z toho plyne dalsi véta:

Ma-li premii S jedna z n osob vyhrdti, jest porddek iplné
Jednostejnyj, ve kterém se tyto osoby losovdni siicastni.*)

Maéme-li v osudi (»n — 3) kulicek Cernjch a tii bilé, ozna-
Cené Cislicemi 1, 2, 3, a jest-li se pii losovani sicastnf » osob
4, 4,,..., 4,, z nichZ kazdd vytihne jednu kuliku, obdrzi

*) Qettinger, ,Beitrige zur Wahrscheinlichkeits- Rechnung.% Grunert’s
Archiv der Mathematik u. Physik, I Theil 1841.
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osoba, kterd vytahne kulicku 1, premii S;, kterd 2, obdrii S,
a kterd 3, obdri{ S,. Jakou hodnotu mdé mathematicki nadéje
kazdé osoby?

Ocekavani osoby 4,, Ze vyhraje premii S;, jest dle (1)

—5
1T g0
7e vyhraje S,,
: S,
l2 - ,’: ’
aneb Ze vyhraje S, ,
S,
l, = n‘

ProtoZ jest ocekdvani osoby A, vzhledem ke viem vyhrim
S, S, S,

N = n + " -+ n ®)
Totéz plati pro kaZdou jinou osobu A, tak Ze
Ny = 5 +S 5 (®)
Vseobecué tedy bude, je-li » osob a vyhry S, S,, ...,
S., mathematicki nadéje kazdé osoby prede hrou dle (5)
N:vS,-{—S‘z—};...—{—Su , ©)

pii cemZ v < n.

7 toho poznivame i zde platnost obou svrchu vytknutych
vét. Jsou-li nékteré vyhry stejné, neménf. se na téchto vétich
niceho. A

Tytéz zédkony maji platnost, rozdéluji-li se biemene losem.

Zde podan jest dikaz o tom, Ze obycejnj splisob rozdélo-
lovani viher a biemen losem déje se po pravu. Sledovdno pii
tom prirozeného jakéhos citu a jednino spravné, aniZ pi{Ciny
zndmymi byly. Vypocitavani pramérnygch hodnot kyZenych statki
zakladd se pravé na téchto vétich, a neni mozno vypocitati né-
jakému tcastnfku hodnotu mathematické nadéje, neustanovi-li se
difve jisty pofaddek aneb nedokaze-h se, ze poradek piilosovani
jest tplné jednostejny. -

Mathematickd nadéje ve vijhru nebo ztrdtu, kdy¥ ji¥ sdzka
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uéinéna byla, sluje té¢ mathematick ym risikem neb mathe-
matickou odvahou.*)

MoZznd vyhra néjakého hrace dle (1) §. 3. jest v—s, a
nazveme-li p pravdépodobnost, Ze tato udalost nastane, jest
mathematickd nadéje hrace '

N:p (v—s)s (1)
t. j. mathematické risiko protivnika cili obnos, s kterym se pro-
tivnik hractv odvazil.

Mathematickd nadéje ve ztratu s, po které protivnik bazi,

N, =(1—p)s, @
t. j. mathematické risiko hrdce Ccili obnos, s kterym se hra¢ -
odvdzil.

Nazveme-li v piipadech piiznivych vyhry o, v,, v,, ...
pro kteréz jsou pravdépodobnosti p;, Py, Ps, ..., jest uinénd
sizka dle (10) §. 1.,

§ =Py P2y Pavs k.. (3)

Maji-li byti veskeré ztrity naznaceny, nutno téZ vytknouti
vyhry, pro které nenf cena urcena, a které dluZno povaZovati
za nully a piicisti je k cendm v,, v,, v,, ... ProtoZ jsou vSechny
mo7né vyhry cenami oznaceny, tedy musi

»+p.+p+ ... =1 “)

Nésobime-li posledni rovnici veli¢inou s, vznikne

Py +8ps +9ps + ... =,
kterouz odecteme od (3), takZe pak obdrzime
Py @y —8) +p, (0,— ) +py(v;—s)+ ... =0. ()

Jednotlivé ¢leny v této rovmici, které jsou positivni, znaci
moZné vyhry a negativni mozné ztrity. Oznaéime-li soucet po-
sitivnich clen®i, uddvajicich mathematickou nadéji ve vyhru N,
a soucet negativnich ¢lenfi, naznacujicich mathematickon nadéji
ve ztratu N,, pak plyne z.(D)

N—N, =0
nebo . N=N,, 6)
t. j. jsou-li pro uskutetnéni nékolikn wvijjeve na sobé nezdvisljch
urdeny ceny, kterych mofno ziskati, poddna-li jest sdzka rovnd
mathematické nadéji prislusné ceny, pak se rovnd mathematickd
nadéje vijhry mathematické nadéji ztrdty, ¢ili mathematické risiko
jest obéma strandm rovnd.

*) Pojem mathematického risika podal Tetens r. 1786.
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Pro jednu cenu obdriime z (1) a (2) podle rovnice (2)
§8. 1. ihned :
N=N =p(1—p)v. (M)
V ptikladu 2. § 1. jest podle toho mathematickd nadéje
ve vyhru, kdyz sizka hrace jest 3'/, s,

%(%.s+l—%-.s+2——;~.s):—z—.s
a tdZ mathematickd nadéje plati i v pripadé ztraty. Mathema-
tické risiko jest tudiZ pro obé osoby rovné.

Kdyz hra, na kterow jest ddna sdzka rovnd mathematické
nadéji ceny, mmnohokrat se opakuje, jest pravdépodobno, Ze pri
ukondeni Fady tychZe her na Zddné strané ant vijhra ant ztrdta
se’ neobjevi.

Dle zdkona o velkych &islech*) jsou totiz éisla, kterd se
pfi vyjevech opakuji, imérna pravdépodobnostem p,, p,, p;, .. .
tychZe vyjevi, a tedy muZeme tyto pravdépodobnosti v rovnici
(5) nahraditi témito cisly.

Kdyz tedy dle této véty pti opakovani hry vyhry a ztrity
se vyrovnavajf, nasleduje z toho, Ze podnikatel hry miZe i né-
kolik tucastnikét ke h¥e pripustiti, v cemZ pravé vézi jistota a
vyhodnost jeho podniku. TotéZ plati o pojistovacich istavech,
jichZ trvanf jen tehddZ dostatecné pojisténo jest, maji-li zaroven
vétsi pocet dcastnikd.

Znamo vSak, Ze nepfihliZzeje ani k horejs{ vété, mi kazdy
podnikatel zvldstni srdZky.

*) Poisson, Lehrbuch d. Wahrscheinlichkeitsrechnung. Deutsch v. Schnuse
Braunschweig, 1841, Vorrede des Verfassers, pak §. 52. Quetelet,
Lettres sur la théorie de probabilités. Bruxelles, 1846. Dikaz o zdkonu
velkych &sel vede se nejsnadnéji methodou mejmen¥ich ctvercd.
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