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mnoZstvi cernych car, které scitati dluzno. Pocet jich %, uddva,

ze veli¢ina —N—é—N— jest k& krit obsaZena v differenci tlou-
e o

Sték na obou koncich klinovych.

Tato difference se da sférometrem zméniti a poskytuje pak
hodnotu pro 4, jiZ jsem méfenim ne ptres piiliS opatrnym aZ na
1.5%, nalezl v souhlasu s vysledky jinych. (Hlavni vaha spocivd
na cisle k).

I k méfeni thlu, o ktery se pol. rovina v kiemenu neb
cukru stocf, d4 se klfnd velmi dobfe upotfebiti. Uzil jsem svétla
sodikového, a polozil jsem kliny tak, Ze v niZddné poloze Nikolu
pruhy pozorovati se nedaly. Na to jsem podlozil desku kieme-
novou, a vyto¢il kliny tak dalece, aZ totéZz nastalo. Odstraniv
pak desku, aniZ bych byl polohu klind zménil, nalezl jsem novou
polohu klinG na hoiejSim déleni kruhovém dle niavodu casto jiZ
jmenovaného.

0 trojihelnicich racionalnich,

Napsal
Augustin Panek.

Schumacher a Gauss pojednavaji ve dvou dopisech svych
o tloze z analytiky neuréité, totiz:

»,M& se ustanoviti rovinny trojuhelnik kosodhelny, jehoZ
strany a plosky obsah vyjddfeny jsou c¢isly raciondlnimi.“?)

Pii viech feSenich tlohy této, kterd byla podina v Gru-
nertové Zurndlu svaz. 45., pag. 220., roku 1866 od professord :
Rosenberga (Halle a. d. 8.), Gretschela (Leipzig), Lehra (Konigs-

1) Briefwechsel zwischen Gauss und Schumacher. Herausgegeben von
C. A. F. Peters. V. Band. Altona, 1863. Seite 375. — Schumacher-tv
dopis Gaussovi jest datovdn 17. ¥jna 1847, Aliona, a Gaussiv Schu- .
macher-ovi v témz roce 21. Fjna, Géttingen.

Srovnej ,Casopis pro péstovéni mathem. a fysiky r. VI. p. 200,
Gaussiana od dr. Studnitky. — TytéZz dva dopisy uvedeny jsou také
v Grunert’s Archiv der Mathem, u. Physik. 44. Theil 1865. pag. 504.

Jak ale vlastné tento kol zn&l a jak jest v dotdeném psanf
Gaussem vieobecnd feSen, o tom viz v zminénych Gaussianech, kdeZ
i nékolik jinych zajimavych probléml Gaussem feSenjch se uvadi.

16*
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berg in Pr.) a Firstenaua (Magdeburg), pak od ied. Schradera
(Halle a. d. S.), zavedeny jsou dle Gaussa ¢ty¥i veliciny pomocné,

za které se pak dosazuji hodnoty vyhovujici tiloze dané.

Jinak tesili tdlohu tuto ale Ligowski 18672), a zejmena

P. Simerka 1870%) v témz Zurndlu.

Nazveme-li tbly strandm a, b, ¢ trojihelnika protilehlé

«, B, v a jeho plosky obsah A\, jest, jak povédomo
A*=s(s—a)(s—1b) (s—0) *),

dale
cot —g— = [1 (s—a)
cot —g— = i— (s—0)
cot%: fsA—(s_c),

kdez znaéi a+b -4 ¢ = 2s.
Secteme-li soustavu vzorcl (2), obdrzime

2

cot —- + cot —— + cot - —'S— (3s —2s) = SA )
a ze VZorce (1) dle (2) téz
st o B ¥
—A— — cot 5 cot o cot o

nacez srovnavie (3) a (4), obdrzime relaci zndmou

€0

@)

@)

@

) Schreiben des II. Prof. Dr. Ligowski in Berlin an den Herausgeber.

46. Theil, pag. 503.
%) Die rationalen Dreiecke. 51. Theil, pag. 196.

%) Jest-li a =b=c, jest obsah trojihelnika

>
4—143 a?,

to jest: trojuhelnik rovnostranny neni nikdy racionalni,

a protoz

mohou pouze rovnoramenné a nerovnosiranné trojihelniky byti raci-

onalnimi.

V piiéiné vzorce (1) upozoriiujeme na pojedndni dra Studnicky
20 vzorci vyjadfujicim plochu trojubelniku pomoci stran jeho.“ Ca-

sopis pro pést. mathem. a fysiky, r. I. pag. 253,
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ﬁ P oot & oot Booor 7 s
cot—— cot - +cot cot 5 cot 5 cot 9 ).  (B)

Secteme-h pak dva a dva vzorce soustavy (2), dostaneme
vzorce

co -;_ cot -‘-3-, A (25 — a_b):5§

cozw+cot o= A (zs-—a-—c)—~ ,, (6)
;B ,J’ -
cot2—|—col2 A(,23 b c)__.A,
z nichZ lze sestaviti srovnalost
hie— B 7). @ 7).
a..b.c__(co.t—2—+cot-~2) .(cot—2 +cot~2— : )

(cot —gn ~+ cot -g~) .

Ponévadz ze vzorce (D) jest

cot — —+ cot b
y 2 2
cot — — , (8)
2 cot - cot L —1 '
2 2

obdrzi srovnalost (7) po snadném zjednoduSeni tvar

a:b:iec= (cot" —g—+ 1) cot --g— : (cot2 —g——{— 1) cot —‘3
: (cot —g— cot—g« — 1)(cot -} cot ﬂ ) (7
Polozime-li »
a= (cot"’ -g——}—- 1) cot —g~ ,
pak jest
b= (cot?—-gm[— 1) cot g ©)

5) Taz relace jevi se¢ v pojednéni Ligowského ve tvaru
&ty r=aye,
a v Simerkov¥ ve tvaru
w' _ wu'u'
T e

. ‘ tll ; o - ,
kdez znacf i— R %,—, - tangenty uhlé poloviénych.
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c—= (cot ———cot 1) (cot — - cot —~~)
a polovicka obvodu trOJuhelmka, bude d]e 9

s = (cot —g— ~+ cot %) cot «g— cot g* . (10)

Nazveme-li vySku trojuhelnika v, jest
vec=asinfl =bsina,

a ponévadz | 9 cot _;i
sin o = )
1 + 00t2—2"
bude dle (9) koneéné
v =2 cot = 5 ot & ﬁ 5). ' (11)

Budtez ¢, a c, Cisti, na které tdz vySka déli stranu c,
pak jest ptedevsim
¢, =acosf, c,=bcose,

a ponévadz cot 2 g_ 1

cos o — —

cot? _;‘-_{- 1

jest dle (9) kone¢né

74

¢ = cotz-g——l) cot o

C, = (cot2 e — 1) cot ﬁ

Ze vzorce (4) dle (8) a (10) obdrzfme plosky obsah troj-
thelnika

(12)

s2

A= ‘ =
cot —;‘— cot—g— cot%—
_ o 8 o /] o ']
= (cot 5l cot 5= 1)(cot 1 ~+ cot E) cot 5 cot 5 (13)

Nazveme-li poloméry kruhé dotyénych trojihelnika », =,,
5, 7o, jest, jak zndmo,

) Totéz obdriime ze vzorce
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? ::% , razs—é;{, ';,,:.;:A»—b—, re = séc D)
a dle (9), (10) a (13)
— cot % oot B

r = cot 5 cot B 1

N o B B

rq == (cot 5 - cot & cot 1

r, = (cot 7} —} cot %) cot g— (14)

L @ B « B .

r, = (cot ) cot _é——l) cot o cot Ol
a polomér opsaného kruhu

abe
R= I

neb dle (9) a (13) konecné
17 o ., B
R= (oo —2——{—1)(cot e+ (15)

Polozime-li na p¥. cot —g— =3, col % =5, jestdle(8)a(9)
cot —g—:%, a="78,b=50, c =112,

a dle (11) a (12)
ve=230, ¢, =72, ¢, =40,
dale pak dle (13), (14) a (15)
A =112.15 = 1680, »r = 14
r, =40, r, =24, r.= 210,

1 —
R=-.10.26 = 6.

Timto spfisobem mozno sestrojiti tabulku trojihelnfkt
racionalnich snadné a velmi rychle. ®)

?) Srovnej ,Casopis pro péstovéni mathematiky a fysiky“ r. V. pag. 7.
P. J. Vervaet, Piispévek k fefeni trojuhelniki.“

8) P. Simerka uvid{ v uvedeném Zurnslu tabulky s nizvem ,Verzeich-
niss der rationalen Dreiecke, deren Seiten nicht 100 iibersteigen.”
V téchto tabulkéch uvedeny jsou hodnoty stran trojihelnikii, plosky
obsab a tangenty uhld poloviénych.
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Schema tabulky trojihelnike vseobecnyjch:

o
,_c__ " r.! R lcot 9 cot —g— cot —;—}-

el

Trojihelnfky pravovhelné raciondiné &ili pythagorejské ob-

s ;o ‘s . , o o
drzfme tim, Ze poloZime do ptedchozich vzorci cot - =1, na-

<

¢ez bude
— eot2 B B
a__cot-?~|-—1, b::2cotég~, c—cotz—z— 1,
B
ot -1
r__ 2 — (o2 B p
Cotg—_—“—ﬁ—————’A__(COt‘-é—‘-—l)COt-g,
cot ——1
2
B
9~:cot§-—- , a__.(cot ‘)+1)cotg,

'rb::cot-g— 41, r.= (cot — ~—1) cot g,

R:—é—(ootzg—{—l).

Tak na pt. pro cot g — 7 dostaneme hodnoty trojihelnika

pythagorejského
a=>50, b=14, c¢=48, cot- g-,

A=336, r=0, r,=506, r,=38,
re =42, R=—=2b.
Podobnou tabulku oné, kterou mé sestavenou Weiss v obsirné

své trigonometrii (Handbuch der Trigonometrie, Fiirth 1851, p. 397),
a kterdZ se nalezd téz ve Wiegand’s, Sammlung trigonometrischer
Aufgaben aus der reinen u. angewandten Mathematik, Leipzig, 1852¢
a taktéZ v jeho ,Lehrbuch der ebenen Trigonometrie, Halle, 1874
pag. 80%, lze si takto za kratkou dobu zjednati.
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Takovd tabulka trojihelniktt pythagorejskych, v kteréz se
vyskytuje @, 0, ¢, A\, @, B, nalezd se v uvedené knize Weissové
pag. 361, a Wiegandové, Sammlung pag. 54, téZ v jeho Lehr-
buch pag. 65.

Tuto tabulku sestavil ale nejprvé Schulz ve svych ,Tafeln®
Band 2., pag. 308, s ndzvem: Rationale Trigonometrie, a poné-
vadZ vysledky byly vétSinou chybné, prepocital tabulku tuto
Bretschneider a uvetejnil ji v Grunertové archivu, sv. 1.

Jiz Diophant uiivi ve své 6. knize nasledujicich vzorci
k sestrojeni pythagorejskych trojihelnikii kmennych

a=m*+}+n% b=2mn, c¢c=m*—n?"), an
kdez m, n jsou ¢isla nesoudélnd (relativnd prvocisla).

Podlé vzorcit téchto jest diive zminéna tabulka sestrojena,
a mimo to ptipojeny jeSté rovnice

m m-—"mn
tan—g—: W t(m-—g: m

Jaké pravidlo dal Pythagoras a Plato k sestrojeni racio-
nalnich trojihelnikdt pravoihelnych, o tom moZno se docisti
v dile dra Studnitky, Zakladové nauky o éislech. Kn. 1. Praha
1875, pag. 819).

%) O vzorci
(m2—n?%)? 4 (2mn)? = (m? -+ n?)?
viz Berkhan, Lehrbuch der unbestimmten Analytik, Halle, 1856, p. 98.
a pak jeho spis ,Die merkwiirdigen Eigenschaften der Pythagorischen
Zahlen.“ Podlé tohoto vzorce lze rozli¢né rovnice snadnym spliso-
bem fesiti. Zaroven uvadi tyz spisovatel ve své knize na str. 107
tabulku nazvanou: Tabelle der 100 ersten Pythagorischen Zahlen,
oder unabhiingigen rechtwinkeligen Dreiecke.

Jak se zmiluje Zavagno v Zeitschrift fiir die osterreichischen
Gymnasien, Wien, 1877, pag. 283. o rukopisu Tartiniko, ktery jednad
o pythagorejskych trojihelnicich, jest tyz zajisté dle vyhatku uvede-
ného velmi zajimavym. Rukopis tento byl mimo jiné rukopisy vé-
novan cbecni bibliotece Piranské,

19) Srovnej té% ,Casopis mathem. a fysiky r. II., pag. 191. O sestrojo-
véni raciondlnich trojuhelniki.

Ze “véta Pythagorova privem se tak zove, dosvédiuje fecky
geometr FEudemis, o némz ndm zpravy castecné zachoval Proclus.
(Proclus Diadochus, in primum Euclidis librum commentarius ed.
Friedlein. Lipsiae 1873, pag. 44). '

V piedkfestanské dob§ zhotovili Ciiané néstroj méFicky na
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Polozime-li v hornich vzorcich » =1, obdrZfme pravidlo
Platonovo (2m)? 4 (m*—1)* = (m* -+ 1)?, (18)
kteréz pravidlo vyjédiuji i vzorce (10),

2 2 2

(2 cot g—) -+ (cot2 -g» —1 ) = (cot2 % “+1 ) . (189

Pythagorejské trojuhelniky jsou, jak zndmo, rovnoramenné,
nebof pro b =c, jest A =0bV2.

Vlastnosti, které se k pravodihelnym raciondlnfm trojihel-
nikfim vztabujf, najde c¢tendé v dile ,Berkhan, Lehrbuch der
unbestimmten Analytik“.

Hojnost vét platnych o raciondlnich trojihelnicich kmen-
nych poddva anonymni fragment z 10. stoleti, ktery ptelozil
Woepcke ,Recherches sur plusieurs ouvrages de Léonard de
Pise découverts et publiés par M. le Prince B. Boncompagni
et sur les rapports qui existent entre ces ouvrages et les tra-
vaux mathématiques des Arabes. 1. partie: Extraits et traduc-
tions d’ouvrages arabes inédits. III. Traduction d’un fragment
anonyme sur la formation des triangles rectangles en nombres
entiers, et d’un traité sur le méme sujet par Abol Dja’ far
Mohammed Ben Alhogain. Roma, 18611").

Qérono (Nouvelles annales de mathématiques, Tom. 17,
pag. 395, 1858) tesil tlohu, jak se ustanovuje trojihelnik, jehoZ
strany a plosky obsah ¢ini fadu arithmetickou s rozdilem =1,
a shledal, Ze trojuhelnik pythagorejsky, jehoz strany jsou 3, 4,
5 a plosky obsah 6, této tloze vyhovuje!?).

Pythagorové véts se zaklddajici zvany: Ku-u (Cantor, Mathematische
Beitrage zum Culturleben der Volker. Halle, 1863, pag. 103).

Jak Hankel ve svém ,Zur Geschichte der Mathematik im Alter-
thum u. Mittelalter, Leipzig, 1874% pravi, jest prvni, a¢ ne snad spo-
leblivy svédek Vitruv (De architect. IX. praef.), ktery tuto vétu Py-
thagorovi pfipisuje.

Déle pravi Hankel, Ze, a¢ pry neni Z4dnd spolehlivi zpriva
o vyndlezci této dilezité véty zndma, piec ji nechce upirati Pytha-
gorovi.

11 Srovnej ,Grunerts Archiv, Theil 57., 1875. pag. 216¢ Miscellen. Kurze
Notiz zu dem Aufsatze des H. Rath, Die rationalen Dreiecke (Archiy,
Theil 56.; 1874. S. 188) von Curize.“

%) Berkhan, 1I. pag. 97 uvadi dikaz, Ze ze vech éfsel celistvych, kte-
rymi se daji strany trojuhelnika pravothlého vyjadiiti, jsou nej-
mensi 3, 4, 5.
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Lebesque upozornil v témz Zurndlu, sv. 18. str. 44., 1859,
7e podmince, aby strany a plosky obsah trojihelnika byly v pro-
gressi arithmetické s jakymsi rozdflem, vyhovuje pouze a jediné
trojuhelnik o svrchu uvedenych stranich.

Zjednejme si jesté hodnoty stran b, ¢, aby jich rozdil
¢—b rovnal se == 1.

Jestli

m? —n?—2mn =41
¢ili
, (m—n)? — 22> =1, (19)
poloZme
m—n=z, n=y,
pak médme predevsim
m=x +3/ y =Y,
a tedy
c=m? —n® =% 2y
b = 2mn = 2oy -} 2y*. (20)

Nejmensi ¢isla positivnd, ktera vyhovi rovnici (19), jsou

=3, y=2 a tudiZ strany

c=21, b=20.
Jestli
m? — n?—2mn = —1
¢ili
(m—+n)? —2m? = 41, (21)
poloZme .
mtn=x, m=y, (h=—x—y),
pak jest
¢ = 2xy —a? 22)
b = 2wy — 2y
Za =3, y=2, obdrZime
c=3, b—=4.

Koneéné budiZ ustanoven trojihelnik tak, aby ¢isly racio-
nalnfmi byly vyjadfeny strany a vySky jeho, kteréz jsou zdroven
vztaZeny na tutéZ jednotku, jeZ jest primétem jedné strany na
druhou. :

Nazveme-li strany trojihelnfka a, b, ¢ a piislusné vysky
Vay Vb, Ve, & TOVDA-li Se primét strany b na stranu a jednotce,
jest strana



244

b=V1 o2 (23)
a tedy strana
c=Va—1 Lo 24)
Polozime-li '
Vidvo =1-+av, (239
Vie—1)*+v = a—1+4 o, (24)

kdez znali «, B libovolné ryze, raciondlné zlomky, pak se da
uvedenych Sest ¢dst{ trojuhelnika jimi vyjadriti.
Ze vzorce (23°) plyne

20
Vo= ] g% . (24)
a z (24°), pouZijeme-li vzorce (24),
. 1—p? o -
a=1+4gz CB (@5)
i jest tedy vyraz 1(11———:%2;0{;— , jak patrno, primétem strany

trojihelnika ¢ na stranu a, kteryZz oznacime krdatce m, nacez
1ze psati

a=1-4m, (259
Stranu & obdriime dle (23), pouZijeme-li (24), takZe
14 a2
b= (26)
a ponévadz a.v,=b.wv,, tudiZ v, = il’?-, koneiné dle (24),
(25) a (26) ‘
— (14 m) —2%__ 27
Vo — 1 +a2 . ( )
Strana tieti jest
¢ = Vu,*+m?,
a zavedeme-li hodnoty za v, a m, posléz
14+ o
c—= 1—a% ° _B‘ ) (28)
a prislusnd vyska vzhledem k rovnici cv. = av,,
28
¢ — 1 7 a2 e 29
b= (L 4m) 715 (29)

Je-li protilehly thel strany o tupy, tieba v téchto vzorcich
- » nahraditi — n.



Jestli strané b whel protilehly jest pravy, pak
c=uv,, tedy m=0 a g=1,

takze
a=1, wv,= 1—2—aa~
b=, vb:—f—?{/ﬁ (30)
c:T%O—!a—g, v, = 1.

7 téchto vzorci plyne a®-¢*=1b* ¢ili

v () =)

(1 — @)+ (2e%) = (1 -+ a?)°

zndmé to pravidlo Platonovo.

aneb

Nékteré vlastnosti pravidelnych téles vypuklyeh ™.

Pro ziky stiednich Skol
sestavil

prof. F. Hoza.

1. Odchylka dvou soumeznych stén.

Nechat zna¢i m mnozstvi hran, které jdou jednim vrcholem
pravidelného télesa a = mnoZstvi hran, jeZ obmezuji jednu
jeho sténu.

OpiSme z vrcholu v (Obr. 1.) toho pravidelného télesa
plochu kulovou, jejiZz polomér se rovnd jednotce.

Hrany, které vrcholem v prochdzeji, protinaji tu plochu
v bodech a,b,¢,d,... a stény, jimZ ony hrany ndleZeji, sekou
ji v kruhovych obloucich ab, bec, cd, ..., které tvofi na plose
kulové pravidelny sféricky m-uhelnik, jehoz stfed o povstal

*) Viz Archiv fiir Mathematik und Physik von Grunert — Hoppe, 59. d.
1. se8., na 50. str. ,Propriétés nouvelles des polyedres réguliers con-
vexes, par G. Dostor.
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