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| ROZHLEDY |
MATEMATICKO-PRfRODOVEDECKE.

RQCNtK 11. (1931/32). i ' ' CisLo 3.

Zaklady aritmetil;y.
V. Ldska. '

Slovo uvodni. * ,

Rozumovy pfevrat dne$ni doby vynutil si novou logiku, ktera
se stane v nedaleké budoucnosti normou exaktnfho rozamovin{
ve viech védach matematickych, biologickych a soclologlckych
abychom vyjmenovali jen ty, v nichZ moderni rozumovani dosud
ne)ucmné]l se uplatmlo

Za nejlepsi pripravu ke studlu udaného nového pojeti védec-
kého rozumovani musime povazovatl ‘elementarni matematiku,
nebot matematika to byla, jez dala popud k presta,vém dosud
pravé vieobecné uzivané klasické logiky. Pojednani, jeZ nasleduje,
mé- byti pripravou ke studiu moderni logiky pro ty, ktef{ musi
vystaditi v matematice s tim, co jim poskytla stfedni 8kola. Jest
proto psino s hlediska sp1§e filosofického . nez matematického
a podava vyhmdné jen to; co pro vytéeny thkol se jevi byti nezbyt-
nym po ‘strance ryze formalni nebot pfesné zédklady matematiky
podavé symbolickd logika sama, kterou musi studovatx kazdy, kdo
chce matematice Gplné rozumétl ;

1. Vzm‘lc Cisel.
MéJmei dvé rady ]ednoznaéne k sobg pru“a.dltelnjwh prvku

‘ay- ag as .
by by bg . _
' ,,Deflmci HSislac je mnoho & rﬁznych . nesmime s tomu di-
viti. Kdyby jedna.z nich vyhovovala, nehledaly by se nové. L

. Je nemoZno podati definici, kter4 by neobsahovala néja.kou vétu aje .
.t8%ko vysloviti n&jakou v&tu, ani¥ by v ni n¥jaké -af. urditd &i neurditd
- ¢slovka aneb né&jaké slovo v mnoiném disle se naléza,lo Jakmxle se to,
sta,ne, méme: viak ° ",,petitio prineipii.* T H. Poincaré.

'Rorhledy matematicko-pHrodovédecks, Rotak 1.~~~ - '8

‘-
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. a znadme jednotliva pfifadénf zdvorkami ;

) () ()

Utvotime-li dile veskerd moznd p¥itadéni od nenednodusmho
potinajic postupnym piibranim vidy daldich zavorek, t. j.

(@) (@ @

bude tento postup logicky ekvivalentni s napsinim &irek (za
staroda.vna, vruby)

I, I1I, III,...
které z ekonomickych divodd nahrazujeme &islicemi
) 1, 2, 3,...%
- pipadné slovng &islovkami*) '
jedna, dvé, ti, .
Ze to byly prsty u ruky, k nimz vztahovany byly predmety,

dokazuji #fmské &fslice I, II III III1, V, VI, VII VIII, VIIII, X
- a C¢inské piavodni éislice:

LI, 10 0, i, T Trrr**>

IT jest vice nez I,
IIT jest vice nez I1I atd.

Misto slova vice zavedme symbol > a opacne symbol < mlsto
slova ménég, takie budeme psati

_ : II>1 II>II
aneb : L 1<2<3<.
Misto vice, méns, mohh bychom ste]né opravnene ici: dFiveéjsi
— pozdé]é’u, vy88f — niZdi, vice napravo — vice nalevo.a pod.
Symbol Z je zde symbolem usporadani podle uréitého

piivlastku a ni¢fm vice. K vili aplnosti pfipojime jesté sym-

Obecné dime

~

*) Proto &te se spravn® Sesky 2 + 2 = 4 dvé a dvd jsou &tyfFi (misto
nespravného jest), rozuméj cérky, vruby, aopét 2.+ 5=717 dvé ‘a pét jest
‘sedm (Chrek).

Viz Brus, Matice Seské, III. vyd., str. 38. -

.-*¥) Viz: Jahresbericht der d. Math.-Ver. 1911, str. 381.

- Otakar Byst¥ina ve své ,,Handcké legends* tak pékné vzpomma,

o ,,vrébku' na Hané: ,,Za starodédvna chodili pijaci do hospody

s line4drem, ktery mivali povéSeny na krku; k tomu p¥idé&lal se

- druhy linedr u hospodského schovany a jak vypil soused miz

piva, udélal se vrougek AZbyllineér plny, toi se vroubky scitaly
a odstrouhly a pllo se ddle na novo.
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bol 0, ktery postavime na poditek nadi fady. Symbol ten bude
definovan pozdéji. : SR
Obdrzime tak
' 0<1<2<3<.

t. j. symbolickou definici ¢iselné fady, kterouz pocma aritme-
tika; co jest pred tim, nalezi do filosofie. Ciselns Fada celist-
vye h kladny ych tisel jest charakterisovana nasledu] icimi bez-
prostfedné evidentnimi- vlastnostmi:

1. Nula jest éislem (per positionem).

2. Pfed nulou neni &isel.

3. Po kazdém é&isle nasledu]e ]edno a Jen jedno nové
Gislo, coz znaéi, Ze v Fadé nemiZe se opakovati nékteré &islo.

4. Z4dné z &¢isel neni poslednim, v fadé lze neomezene
pokradovati. - .
. K tomu prlstupu]e jesté prav1d10 pro uzivani zavedeného
symbolu Z:

5. Je-li a libovolné ¢islo fady a b nékteré z &isel, jez
po ném v Ffadé nasleduji, plati vidy

a<<bab>a.

Kdybychom 'chtéli fadu :
o<l <2<,

defmovatl slovné, pak by nase definice vyznela v parafrasi onéch
péti svrchu uvedenych vét, z nichZ nelze Zadnou vynechati
(jezto jsou nutné) a které naopak nepotrebu;i zadného do-
plnéni, nebot po stadujik charakteristice uvaZované rady. Pred-
pokladem vytvofeni pojmu kladného celistvého élsla jsou tedy
nasledujici duSevni schopnosti:

1. duch m4 schopnosti vztahovati véci k vécem
2. jednu véc pfifaditi k druhé tak, Zze vzniknou ekvi-

valentni skupiny

Gy, G Ggy e e
by, by, b, ..
a koneéné - : - .

3. duch md schopnost vytvofitisiobecnou piedstavu,
kterou ]edlnecna prlradénl s€ - shrnu]i v usporadanou
'radu
0, 1, 2 3

Ciselnd Fada ve svém uspoi"a,dani podoba se tak notém. Prévé tak
jako nauka o harmonii a skladb& jest moZné jen na zéklad® pii-
-fadéni t6ni uréitym notdm, stejné i aritmetika jest moZné jen na
“zéklad¥ &fselné fady. A tak ]ako v hudebnl teorii nejedname o.t6-
. 6*
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nech, nybr# o vézan{ ténd v akordy a melodické postupy, "podobng
- ne]edna. aritmetika o ¢&fslech, nybrz o zakonech mezi &isly,
jeZ jsou diisledkem uspofddani é¢isel v ¢iselnou ra.du Plati
proto véta:
Podstatou pojmu ¢&¢isla neni velikost, nybrz sukcese
podmindni symboly >, < a ]ednoznacnou vazbou &isel.
"~ Vétu tu prvy zésadné vyslovﬂ jiz Plato (v Theatetu, 185).%)
Slovu ,,jednoznadénd vazba‘“ nutno rozuméti takto: Budiz
urditd operace, (vazba, Kniipfung) oznadena symbolem (|), potom
jednoznadéné vazba znadi, Ze vysledek vazby dvou prvki a a b,

t . - a(])ob _
jest opét prvek téze fady, tudiz u &isel opét éislo, a to
1. existujici vidy v fadg,

"2, jedno a jen jedno a '
3. zaujim4 v Ffadé urdité misto. . -

Abychom mohli sled a vazbu &isel véeobecné studovati,
pouzijeme vhodnych symbolii aréeni. Sled éisel vtélime v symbol + 1.
takZe symbolem ,

: a(]) + 1 ¢ili kratSeji a + 1

bude oznadeno &fslo bezprostiedné nésledujici po ¢isle a v &iselné
fadd. V symbolu + 1 je znaménko + neoddé&litelné od 1 a nem4
" - nic co délati se séitdnfm. Z této definice symbolu + 1 obdrzime

disla 2, 3, ... nasledujicim ‘zpiisobem: ’

1()+1=2

R 2()+1=3 atd.
_Zérovent jest
2(h+1= (1(|)+1)(|)+1—3
3+1=C()+D()+1=4atd.

Operace +i2 je definovéna rovnostmi plynoucirm z obou pfed-

ché.zejicich
aq + D()+1=1()+2=3,
CO+DM+F1=2()+2=4atd
Abychom’dospéh k' v§eobecné]sf véte, pléme

%) Tak dokumentuje se &fslo jako svobodné koncepce naseho ducha..
}eﬁ ]ednou rovstalé, ve svém dalffm. vyvop Jest, veskrze na smyslovem«
soucnu nezavis|
Siegwart, Logik II 1, 38.
- Nenf ndhodou, Ze moderni matema.tlka navazuje na filosofii Platonovu :
= J1 jest ¥islo ideou, kterd existuje tim, Ze v nés vznikla jako logicky beze- .
. sporné predstava, bez ohledu na jeji transientnf vyznam. Cisla jsou proto
: ]akm. §achové tigurky, jich¥ v{mam stanovi teprve pra.vndla. hry §ac ové,
N j v ma.tematwe axlomatxc 6 postulé.ty o
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, al+2=@)+1DMD+1
ponévadz 1 (|) + 1=2, . o

bude téz = a()(L()+ 1) =(@()1)(])+1

a n-krate opakovanfm steJneho postupu dospé]eme k vétg, kterou
k vili pfehlednosti piSeme bez symbolu (|):

a+m+1)=(@+n)+1 | Y
jez je zdkladni pro tak zvané sé¢itani (Bolzano, Grassmann).
Nebot abychom vySetfili na pf. vyznam symbolu

2 + 3,

postupujeme nasledovné:

2+3=24(2+1)ex deflmtlone

- ‘ = (2 + 2) + 1 podle véty I.

Je vSak o S .
242=2 + (1 + 1) ex definitione
= (2 1) + 1 podle véty 1.

) } ex definitione
a--tudii mame ’
24+3=4+41=5

Podobné dospé]eme k pramdlum pro nasoben{ zavedenim symbolu 1
rovnicemi -
- a.l=a, a(n l)_.a n+a

: Uvedeny zde zphsob je sice logicky dﬁsledny, aviak pro pra.km

byl by nadmiru tézkopidny. Abychom vyhovéli prineipu eko-
nomie, nahradime podle Hankela 1867 opakujici se pochody
formalnimi zdkony, které ndm umoini Fefiti podetnf ukoly
cestou kratif. Ony zakony ]sou nésledujief: :

a+ (b +e)=(@a+b)+¢ assocw,éni
‘@ + b.= b 4 a komutadnf -
a (bc) =.(ab) ¢ associadnf - i

“ab+c)=ab+ac '
et bo}dlstnbuéni
o ab = bg komutatni.

Poznamka Pii komutacl méme Jeden vykon a dva.v
: p01my tedy véeobeené A : :
- : “f (ab) 1(ba)

'pfl assoclacl mé,me ]eden vykon a th polmy tudii vieobecnél
o f{a, f (bc)} = f {f(ab), c}

Bk et ok >
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a konetné pifi distribuci: dva vykony a t#i pojmy, coz lze
vseobecné psati, jak nasleduje

flag (b, ¢)} = ¢ {f (ab), f (ac)}.
~~ VSeobecné vzato, existuji proto vlastné jen tfi podstatné
rozdilné formalni zdkony, nebot dalsi kombinace nedavaji zasadné
novych tvari.

2. Princtp matematické iﬁdukcé.*)

Uvedené formdalni zakony plynou, éiselnou fadu predpokla-
daje, pfimo z tak zvaného principu matematické indukce.
Predpokladejme: 1. Ze jista véta, ve které senalézanéjaké
vieobecné éislo n, plati pron =1a déle 2. Ze lze dokézati,
%e, plati-li pro », plati i pro » + 1, potom plati tato Véta,
pro veskera ¢isla Giselné soustavy ,

Na pr abychom dokazali, Ze.plati vseobecne
a4 (b+c)=(a+0b)+ec
v nutno pfedpokladati (eventuelns postulatem definici atd )

pla,tnost rovnice
| at+b+1)=(@+b+1
" a-dale dokazati, Ze plati-li véta

o a+(b+6)~(a+b)+o
plati i véta
' a4 G +iTD=(@+b) +oFL
Postulu]eme i tudiz na pf. pfedpoklad
N a+(b+1)—( +b)+1-
ex defmltxone symbolu + 1 a zéroveti platnost. prmcxpu mate-

matické indukce, obdrzime tim aparét potfebny k logickému
vybudovéan{ celé_aritmetiky,‘nebot,’, z toho lze svrchu uvedené

- *) Matematiks jest véda dedukce par excellence. Z indukce pouZiva
jen tak zvané matematické indukcee, t. j. dikazu z nna n 4+ 1. OvSem
bez indukce nebylo by ani- v.matematice invence. Matematické. véty
" z¥idka kdy byly objeveny bez indukce, plati to zejména pro historicky
objevené véty. Byla-li alé n&jakd v&ta tak objevena, nestane se dffve mate-
. matickou v&tou, dokud nenf podén jeji deduktivni dikaz. Matematicks.

dedukce mé_oviem jednu kardiniln{ vadu. Misto, aby odkryvala spo;enr :

:vﬁdéich myﬁ]enek ha.li ]e v neproniknutelnou mlhu.
F. Mayer: Math Kongr 1904., 670.
s Také zusté.vé, mdukce pFi “pouiti na véd pﬂrodni a fysiku vidy
zdvadnou, pondvad¥ je zaloZena na.vife, ¥e v kosmu plati za viech tak
) -rﬁanch zjevi Btejnéd zédkonitost,.coZ jest vlastné %\edoloienou ‘hypotesou. .’
- - Matematickd indukce naprotitomu vnucujo Sé ném sama sebou: vy-
o hradné Jako duéevm vlastnost naéeho rozumu, nezav;slé na svété mimo nas.

‘_\n.-,'~ . e e i, N L
; ‘ [ . - ‘ o
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formélni zdkony 1 aZ 6 odvoditi t. z. 1ze dokdzati, Ze jsou dsledkem
uvazovaného postulitu. Abychom to alespoii na jediném pfikladé
ukézali, - dokaZzme existenci tak ivaného prlnclpu associace
pro seéitani, t. j. vétu

p+(@+k)= (p+q)+k
Ziklady k tomu potfebné jsou:

1. Definice symbold S+ 1,
2. véta I, t. j.

oG+ =(@+b)+ 1, .
3. véta definujici vSeobecnou platnost symbolu + 1, t ] véta

Je-li a=a
bude i a+1=a + 1.

Dukaz skladd se ze dvou &asti:
A) Ex definitione jest
r+@+)=@m+9+1L
B) Predpoklidejme, Ze plati
P @R =+ + ke
Potom dokazeme na zidkladé vét 1., 2. a 3., Ze plati i
p+@+k+)=@+a+k+1L

Ponévadz viak plati (podle 4) posledni véta pro k =1, platx na
zakladé principu matematické 1ndukce vseobecné

Dikaz véty B).
Ze vztahu

p+(g+k)= (pfq)+k
plyne vzhledem k predpokladu 3.

[P+ @+B]+1=[p+9)+ 8 +1,
z &ehoi (klademe -li ve v&té 2.) a = p + g b=k)

. [(p+q)+k+1]-—(p+q)+k+1,
dale (klademeh ve vété 2. a=p, b=q+ k)"

| m+@+¢n+1—p+m+k+u
a konecné (klademe L ve vété 2. a= = P, b=q+ lc)

[p+(q+k)] +1—(p+q)+k+1
&m% z obou poslednich vztaht plyne o

p+[q+k+1]~—(p+q).+k+1q e. d
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Podobnym zpisobem obdrzime ostatni formalnf zdkony.
Formalni zékony ty plati zatim jen pro ¢&isla celistva. Jejich plat-
nost pro jing &fsla, na p¥. iraciondlnf, musi byti od pripadu k pii-
padu zbaddna. Aby ,néco”, na pt. Dedekindtv ¥ez, mohlo
byti nazvano é&islem, nutno dokazati, Ze pro to ,,néco platf
formélni zékony normujici pojem ésla.

Na zékladé uvedeného miZeme nyni stanowtl

. 3 - Hilbertiw systém czselny

Redlnym é&fslam pifslusf nasledu]fci vla,stnostl (které ]sou
nutné a dostadujici):*)
I. Véty o skladu (Kniipfung):

1. Z &fsel a a b povstiva ,,adici® uréité é&islo c coZ znamena
symbohcky
: a+'b=c aneb ¢ = a + b.

_ 2. Jsou li @ a b dané ¢&isla, existuje vidy jedno a jen jedno
. &islo zay takové; Ze

a-l—x—b aneb y + a = b.

: 3. Existuje &fslo — ;budiZ oznateno symbolem O nula —,
pro_které plati pfi libovolném a rovnice

a+0-—aaneb0+a—a )
4 Z &isel a ab povstane ,nasobenim* &islo ¢ takové, Ze plati
‘ ) ab—-canebc-—a,b ‘
-5 K ¢sltm a 2 b existuje vidy z, y tak, aby
ax =.b aneb ya—b

SR i X Emstu]e dslo” — budlz oznadeno 1 —, pro které a pro
: ka,zdé a plati S )
' o aul=a aneb 1.2 =a.

SRS | Prawdla a,lgontmu, t. j. poéitanl 8 6isly, forméalni
zé.kony — Hankel 1867, .

nse et btd= (@ + )+ ¢ associadnl
8 Y b b +.a komutaém o :
L9 g (be) = - (ab) ¢ assocxa.néi :
CTT1007 0 a (b4 e) =ab + ac -
ot S + b) ¢ = ac-+- be } dlstrlbuéni B
PR [ A ab = ="ba’ komutatnv‘nf B

Ly Hxlbert Grundlagen der Geometne, VII vydéni str 241 a né- :
sledu;ioi _ o : o
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III. Véty o ,sefadéni (Anordnung):

13. Je vidy, jsou-li a a b rozdilna &fsla a jedno z nich, feknéme a
vétsl (>), tudiz
a>b b<a

14. Jelia>bab>c je téZ a > c; monotonie, jez uplat-
fuje vztahy mezi symboly +,., Z.
15. Je-li @ > b je vidy téz
a+c>b+4+c, c+b<c+a.
16. Je-li @ > b (samoziejmé ¢ > 0), je vidy
ac > be, ca > ch.

IV. Véta o plynulosti (Stetigkeit).
17. Archimedova véta.

Budiz ¢ > 0, b > 0, potom je vzdy mo?no a k a tohkra’o
pricisti, aby vzmkly soudet

. at+a+ta+t...+a>b

V. Véta o celistvosti (Vollstandigkeit). . ‘

Cisla definovanid postulsty 1. az- 17. podmiluji existenci
aplného logického systému: princip kongistence, t. j. systému,
ve kterém kazda véta, kazdy soud jest logickym disledkem jedjné
postulatu l.az 17. a zadnych jinych. UvaZované postulaty 1. aZ 17.
jsou nutné a zaroveii postacitelné, defmu]i tudiz uplnou 6111
uzavienou logickou soustavu.¥)

Tuto soustavu &fsel nazveme Archimedovou. Soustava, pro
niz plati viechny postulaty vyjimaje vétu 12. nazyva se soustavou
nearchimedovskou éili Desargueovou. V ni tudiz neplatl
veta ab = ba.

*) Na prvy pohled by se mohlo zdati, %e takové formallsace neni
védeckym pokrokem. Jakéd je to véda, tak volé- Schopenhauet, jejiz
Vykony lze nahraditi strojem!

Je totiZ myslitelny stro;, jehoZ pusobeni jest normovéno a.x1oma-'
tickymi postuldty 4, B, C . . ., tak, Ze po nastaveni na pojmy,a, b, c, . . ., dé
pfimo uréity vysledek ]ako na pt. stroje poletni, kter dé.va]i mechamcky
soudet_aneb soudin nastavenych &isel. .

" Cistéd axiomatika redukovand Peanovou symbohkou v ryzi .mineci, -
je_vEak zlatym pokladem cedulové banky, ktera nese jméno Matematiks,
a jako takovy neni sice zpfedu pro b&iny obsh, aviak stejnd potfebny jako
zlato cedulovym bankém, ponévad? jest podkladem kreditu matematiky.

Také je vziti v uvahu, ¥e symbolikou se stédvaji matematické. vyrazy
nezévislymi na gramatice a etymologii. Také teprve symbolikadovoluje
véci definovati sprdvnd. Slovu romantika rozumi Eaﬁdy samostatné uvaiu-_

: Jiei filosof ]mak co viak znadf symboly -

>, o
" v tom Jsou a musi bym vélchm ma.tematlkové %8 ]edno ‘.
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4. Prechod k vSeobecné aritmetice.

Kazdy predmét ktery n&jakym svym aspektem jest ekviva-
lentné . pl"li'adltehly ¢fselné Fad®, nazveme méFitelnou veli-
¢inou.

P srovnavani kvalitativné stejnych velidin dospivame k sou-
dim, které slovné vyjadiujeme predikitem

. stejny, nestejny, vétai, menéi atd.

Slova ta nahradime symboly, a to z té piféiny, ponevadz
slova, jeZ jsou vazina Feédi, se nehodi k presné definici pojmi
a vzta,hu o nichZ uvaZuje matematika.

Budeme psdti vieobecnd a = b, kdyz cheeme vyslov1t1 zZe

a a b jsou stejné co do uvazovaneho -praedikiatu (na pr delky),

a > b, kdyZ a jest v&t8i nez b; a < b, kdyZ a jest mensi nez b;
a Z b resp. mizZe-li v8eobecné vzato a byti nestejné s b. .

Kromé& toho zavedeme symbol identity = pro absolutnl
- rovnost, t. ] tehdy, kdyZ pro Veékeré predikity obou pojmu
(v uvaZovaném piikladu smér i délka) Ize u¥iti symbolu =. PiSeme
tedy na pf. 4 —1 =3, aviak 3 = 3. Definice. Prav1me, Ze
pojmy, prvky, elementy, individua jsou tézZe t¥idy,
mo%no-li na né& aplikovati kromé& symbolu identity
i symboly >, <. Symbol = u elementd téie tiidy, znamend
vidy totéz co symbol =, nebot stejné elementy jsou vidy iden-
tické, a to z toho diavodu, Ze kazdy element miZe se vyskytnouti
ve ti'fdé ex definitione jen jednou.. Veli¢iny vyhovu]i nasledujicim

axxomatlckym postuldtim ‘(absolutni teorie):

’ 1. Z4dny nenf ani v&t8f ani men’i sebe, coZ znamena
e nelze psitia Za.

2. pro dvé rozdﬂna. aa b pla,ti vidy dls]unktwné bud
a>b aneb b>a,

©3. je-lia>b; ]estb<aakoneéné
4. kdyzZa>bab>cjestia>c.

. “Timto nemé byti filosoficky pojem ,,vehéma.“ defi-
o novén Ném jde jen o form4ln{ definici slova ,,velidina‘“

.-tak, aby dal¥i naSe Gvahy neobsahovaly mc, co by nebylo
- milezitd definovéno. Sirdf pojem ,,vehéma jest pojem synte-

~ticky, - ktery nutno.z matematiky a oviem i z jinych véd nejprve
. vypreparovati; a v tomto smyslu ob]evise (tak ]a.ko u Pasche*)
.o na koncx fivah. - )
N A elementérni ékolni matematme Cjest po;em ,vehémy
']enom pedagoglcky a heunstlcky cennou pomiickou. PrOJektlvni
S ) Paschi. Verandhche und Funktxon §66 Je to zéroven klaswky :
‘pl'iklad nnphé,tni defl o6, i ‘ . :
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geometrie na pf. nejednd o velidindch a v teorii grup, této pravé
,mathesis universalis*“ pojem ten — v obvyklé interpretaci —
se nevyskytuje. Matematika, jak jiz uvedeno, neni nauka o veli-
éindch, aviak my k vili ndzornosti o nich mluvime a nésledkem
toho nutno piedem ¥ici, co ono slovo s nadeho hlediska m4 zna-
menati.

Vieobecns nazveme tudiz vellclnou kazdy pojem,pro
ktery uzivime symbolu a jichZ kontradikce je néjakym
jednoznaéné urditym zplisobem stanovena.

Definice velid¢iny zde podand je zdsadn® Grassmannova.

5. Cisla za’p'omd.*)‘

Rada ¢isel kladnych je schopna rozsifeni nalevo. Za tim

afelem piSme misto
- 1 2 3 ...
e 2¢ 3e.
kde% n . e znamena, Ze &islo jest skupma, jednotek e utvorenych
tak, jako se &islo n skladd z jednotky 1.
- Rozsifend fada pak zni

< B, <2, <6, <O0<e<2< 3 <.

a chceme h aby algoritmus sedfténi &fsel (kladnych) platll i pro
tuto fadu, nutno zavésti. nasledujicf definiéni rovnice pro jednot-

ku e: , " e +e=0. )

Cisla s ]ednotkou e nazyvame kladné, &sla s ]edﬁdtkou e, zé-
porna. Aby platil i algoritmus nasobeni dluzno, ]ak se snadno
presvédélme, poloiltl dale_ .

.

) C el == ee = II
' : e =ef :
Tim jsme dospéh ke zcela novym éislim a vzhledem k rovm-
~cim 1. a IIL. nutno, podriime-li jednotkovou soustavu, psa,tl za-
pornou ‘jednotku novym symbolem. :

Tak se vie prevede na séitani a; na.sobeni vyraz ,,odeéiﬁ
.téni“ -se zde nevyskytuje. To je loglcky postup, jeni vede
k za.pornym ¢isltim. Stanovime: - .

.Symbol b—.1 znadi 8islo v. uspora.dane radé bez-
prostredné ‘pred b se naléza;fci -Historicky postup zavedl

jednoduse +- a misto aea—a misto ae, éimi oviem splyvé, symbo-_

L ',,Sest rojenim’ zago ahﬁisel poéimi ) soustava. mys gbh (t.j.
8 hlediska celistvych’ isel nesrozmmtelnych po;mﬁ . Voss. eber das.
: Wesen der Math Str 34 - T ; 8

. N Dot . . ARt e LTk PRI SR

. it O L o g B PR



R 92 v ' . ‘ .
lika &isel zdpornych s tak zvanym odéitanim a problém urditi

4+a.—b

stane se zdhadou. A jiné otézky jesté. Tak zejména Newton
spravné soudil, Ze —1 < + 1.

1. D’Alembert naproti tomu klade —1> + 1 a argu-
mentu]e takto: ,,Uméra

—J;+1=+4:—

je spravna (!). Uméra v8ak pravi, Zze pomér prvniho a dru-.
hého élenu rovnd se poméru t¥etiho a étvrtého. Kdyby
bylo —1 < + 1,jak Newton akceptuje, byl by prvy pomeér
stoupajici, druhy klesajici, a nasledkem tohooba poméry
. by nemohly byti sob& rovny*. Cisla zdporna nenf nutno
zavadéti v aritmetiku.

Zavedeme misto ¢, = — 1 vieobecné x a misto symbolu =,
Gausstv symbol kongruence mod (x4 1); potom misto
7—9=3—5

lze psati '

7+ 92 = 3 + 5z (mod = + 1).

. Tim se nim zirovedi objevi zdporni &sla v novém svétle
~ a je vybudovan most spojujici teorii é&isel s aritmetikou. Symbol
ten, jak znadmo, pravi:

7+ 9z (x jest kladné &islo) déleno = + 1 da tyz zbyfek jako
‘ 3 + 5z. Ma.me totlz ‘

’ T4 9z =17 (x+ 1) + 2z

- 3456z =3@x+1)+ 2

4 Kbngruénce ‘ptejde v rovnici, jestlizé « uréime. tak, aby

' z +1=0.

Dodame ]eété i pro: budoum uva,hy dulez1tou poznamku P¥i
‘ zaveden{ novych éisel nutno i zkoumatl vyznam symbo-
: lu >, <, =, a,td

6. Oisla, 'v.§eobecmz

Symbolem (a, b) Budeme oznadovati dvé é1sla, ktersd budeme
» povaiovatl za-nové &islo vyééiho radu pro néi zavedeme tyto
‘»_,Tamoma.tlcké postuléty f L
S o (a,b)a——-(a’b’)Je-ha_-a b__b’ S
'A{*Bud.li dale c realnjfm ¢slem, potom necht plati
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¢ (a, b) = (ca, cb) = (a, b) ¢

E?)’ 2; : g(% ?)) = % Tim stanoven vyznam nuly

. (@, b) (@', b") = (a2’ —bb’, ab’ + ba)
Jednotky na$i soustavy necht jsou -
(1,0) =1, (0,1)=c¢

ST

a tudiz ‘
(@, 0) = a, (0, b) = be.

Tim jsme zavedli soustavu &iselnych skupin, vyhovujici, jak Ize
dokdazati, viem postuldtim redlnych &isel, tedy soustavu, kterou
Ize na redlnd &sla prevésti.

Presnd vzato musi i algorithmus zlomkt podobnd byti formulovén.
Srov. I. Tannery: Int. 4 la theorie des fonctions, 1886.

Z postuldtu 5. plyne pro
: (1,0) =1, (0,1) =,
(ab) = (@ + 0,0 4+ b) = (a, 0) + (0,0) = a + be.
Je v§ak podle téhoz postulatu 5.
o e=(0,1)(0,1) =(—1,0) = —
tudi } Ce=)=1=1.
Mizeme tedy psati -
(@, b)=a+ ib

a tim jsme dospéli piimou cestou k éislim imagindrnim. Rozsirem
tavah na symboly (a, b, c) (a, b, c,d) ete. podavd se samo sebou.
Zde viak se ukazuje, Ze nelze sestrojiti systém &iselny
spliiujici viech 11 postula,tu ¢isel obecnych'a ¢isel symbo-
lu (a, b). Zejména pii &éfslech (a, b, c) nutno bud’ vynechati prmclp
komutaéni, takZe na p¥. bude

(a, b, c)(a b,c¢')=—(a", b, c)(a b c)

aneb distribudni. V prvém piipadé obdrzime Hamlltonovy
kvaterniony a v druhém pak &fsla o -

a-l—bV——»l—}-cV—l]/—l :
kters zavedl Scheffler.. o
Vytvorme si vseobecné éislo *).
_ c= a’lel + age; + . . . anes, ,
‘) Lze sestrojiti ovﬁem &isla o nekoneéné mnoha )ednotkéch e. Pro'

éisla toho druhu neplati axiom. Archlmedﬁv Ona. tvoli’ ,,nearchlme-
dovské soustavy éiselné“ .

%
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kde% e jsou jednotky. M4a-li ono vyhovéti viem 11 postu-
latim algebry, redukuje se potom na

¢ = aye; + ey
kde ¢ =1, €% = —1, coZ zdroveii vysvétluje, proé v obecné
a,lgebfe Esla vyééfch stupnu ‘neexistuji, a jestliZe je zavedeme,

- pak nutno méniti forméln{ zdkony.

Doplnéni Gvah naich tvofi: Vé&ta Frobeniova -(Crelle-
Journal f. Mathem., 1878, 59):

Mezi vSemi obecnym1 éisly o dvou neb vice jednot-
kéch neexistuje mimo komplexni ¢isla a kvaterniony
Zadné jiné, jeZ jsouc soudinem a i b by se stalo nulou,
kdyZz jedno z nich jest nulou, t. j. které by vyhovovalo rovnici
: cab=0
je-li @ nebo b rovno nule.

Sestrojeni pravidelného t¥inactithelniku.
Ladislav Klir. -

‘Z obrazku je patrna jednoduché konstrukce pravidelného
t¥indctithelniku- vepsaného do kruZnice.
- V dané krunici o poloméru 48 = r a stiedu 8 vytkneme dva
k sob& kolmé praméry: AB | CD. Z koncového bodu B jednoho
priméru opsany oblouk kruhovy tak, aby prochazel koncovym

" bodem C druhého priméru, protind prvy primér 4B v bodé M.

~ Polokru#nice opsans nad AS jako primérem sede predesly oblouk '
v bod¢ N; vzdélenost MN ]e stranou pravidelného t¥indctitthel=

nfku (E\‘r = ay).

0 presnostl této konstrukce se presvédélme srovname-li
vysledky, k nim% do;deme z teto konstrukee, s vypoétem tngono-
metrickym. :

Jetotlz' o .

6 0
a13 = 2r sln—3—2—g—— f— 2r sin 13° 50’ 46", &ili als =0 47863 7.

Podle ‘uvedené - konstrukece vypoéteme stranu - a3 z pravo-

i’nhlého trojhelnfku MNN,. Jeho odvésnu NN1 uréfme bud jako
. vy¥ku v trojahelniku OBN ve kterém zndme viecky t¥i strany,

’

.0 -‘-ﬂo prﬁméru AB

nebo -analyticky polozenim poéatku do bodu 0 a souradné o8y z
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