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Theorii téchto obecnych funkei Wirtinger pouze naznatil.
Piipad » = 3 v nékterjch bodech podal Berger*). Polozime-li
n=—2, mdme vlastné funkei J. Jak patrno jiz z uvedenych
3 hlavnich vét, vykazuje tento specielni p¥ipad odchylné chovéni.

Pozndmka ku plochdm rozvinutelnym.
' Napsal prof. BedFich Prochazka.

Zndma jest komstrukce rovin te¢nych spoletnych néjaké
plose sborcené a néjaké kiivce,**) zaklddajici se na stanoveni
prisetikli teten této kiivky s onmou plochou sborcenou. Kon-
strukce tato zjednodu§i se valné v tom piipadé, kdy plocha
sborcend bude hyperboloidem H a ona kiivka kfivkou rovinou L,
jejiz rovina prochdzi jednou piimkou plochy sborcené, V tomto
piipadé se snadno stanovi priseciky tefen kiivky L s plochou
H a proto také i jejich spoletné roviny tetné. Souhrnem viech
téchto spoletnych rovin teénych stanovena jest rozvinutelnd
plocha jakoZzto jejich spoletna plocha obalovd. Polozme si za
kol sestrojiti stopu této plochy v primétné a stanoviti zd-
roveli jeji body dotycné a poloméry kiivosti.
» 1. Za tim tlelem pfedpoklddejme plochu hyperboloidu H

vyjddfenou néjakym primétem (klinogondlnym nebo centrdlnym),
A, pHimky 4 naklonéné k primétné », jejiz stopou jest bod
n4, ddle pfimkou B, lezici v primétné v (stotoziiujici se tudiz
se svym priimétem) a obrysem primétu, t. j. néjakou kiivkou
2. stupné K;, dotykajici se priméti obou piimek 4 a B jakozto
primétem obrysové kiivky K této plochy.

Priimétna obsahujic pfimku B jakoZto piimku 2. soustavy
hyperboloidu H protne tuto plochu jesté v piimce 1. soustavy
vP, kterdz prochdzejic bodem n4 pHimky A dotykati se bude
kfivky - K.

Kfivka L méjz svij primét v libovolné kiivece L a jeji
rovina ¢ obsahuj piimku A4, proto stopa JeJi N() v primétné
prochazetl bude stopou 7.4 této piimky.

Hle

*¥) Dr.. W, Fiedler, Die darstellende Geometrie 1883, 3. vyd. II dil,
str. 442
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Abychom sestrojili néjakou rovinu tetnou spole¢nou hyper-
boloidu a kiivce L, vytknéme si na piimce 4 bod a, kterym
sestrojive teénu 7' kiivky L na pf. v bodé 7 se dotykajici
vedeme zdroveii pfimku P 1. soustavy hyperboloidu H, jejiz
primét P, bude se dotykati obrysu K, primétu této plochy
v bodu %;. Rovina = témito dvéma piimkami 7" a P polo-
Zend bude, obsahujic pfimku P hyperboloidu, této plochy v ur-
titém bodé d a kiivky L v bodé ! se dotykati a bude tudiz
jednou z hledanych rovin teénych spole¢nych hyperboloidu H a
kiivee L.

Dotytny bod d roviny z s hyperboloidem nalezneme po-
moci piimky 2. soustavy D, v niz rovina tato hyperboloid jesté
protind. Stopu Nr roviny = nalezneme, spojime-li stopu
piimky P na pfimce B lezici se stopou ny tetny T, v niz tato
piimka stopu N, roviny ¢ protind. Prisetikem np této stopy
Nz s piimkou »P prochdzi ona piimka 2. soustavy D, jejiz
primét D, se zdroveii obrysu K, dotykd. V priseciku piimek
obou soustav P a D mdme hledany dotyény bod d roviny z
s hyperboloidem.

Piimka R spojujici body ¢ a ! jest jednou z piimek
plochy rozvinutelné R, uréené jakoZzto obalové plochy spolenych
rovin teénych, dle niz se rovina 7 této plochy dotykd. Prisecik
jeji se stopou Nz této roviny jest jednim bodem xp stopy Nr
této plochy rozvinutelné jakozto dotytny bod stopy Nz se
stopou Ng.

2. Tento bod #»p stopy Nz se stopou Ny mizeme vSak
také sestrojiti na zdkladé zdsad geometrie infinitesimdlni nd-
slednim zptisobem :

Ptedpoklddejme, Ze se primét a, bodu « na piimce A4,
nekonetné mdlo posine, tu otoli se i pf{mka T,, kiivky L, se
dotykajici, nekoneéng mdlo kol dotyéného bodu I,, zdroveri vsak
ototi se i pfimka P, kiivky K, kol svého bodu dotyiného,
bodu %;. Ndsledkem toho pofinou se nekoneiné mdilo i body
nr & np ve stopé N, resp. ve piimece B, a tim se i spojnice
jejich t. j. stopa Nz nekonetné mdlo otoli kolem hledaného
bodu ngz, ve kterém se dotykd stopa Nz roviny teéné z stopy
Ng plochy rozvinutelné R. '
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Abychom tento bod % jakoZto stfed nekonetné malého
ototeni stopy Nr sestrojili, pfedpoklidejme, Ze se Jbod a; po-
§ine ve pfimce A4 urtitou rychlosti a,'a;. 7 rychlosti té od-
vodime rychlost a,%a,;, kterou se bod @ otidi pii otiteni piimky
T, kolem bodu I, tim, %e pfimku a,%, | 7T, omezime piimkou
Ya,%; || Ty.  Z rychlosti a,%a; bodu a, piimky 7, otdiejici se
kol bodu 7, odvodime rychlost otdteni nsn; stopy nr této
piimky omezice piimku nr'ny | T, spojnici bodi %a,al,. 7 této
rychlosti odvodime si konelné rychlost ns®ns, kterou se po-
hybuje bod %y ve stopé N roviny ¢ jakozto prisetik piimky
T, s touto piimkou, vedouce piimku 'my*nr|| Ty, piimku Ny
v bodé %ny protinajici.

Stejné urtime si rychlost zp'np stopy np ptimky P pii-
slufcf tomuto bodu pii otdteni piimky P, kol bodu k. Ze
zvolené rychlosti a,'a; bodu a; ve piimce A, odvodime rychlost
otdteni az%a, téhoz bodu a; pii otdteni této piimky kol bodu
k, omezice piimku a,%a, | P, piimkou lay3a, || P;. Piimka
3a,k; omezuje ve piimce #np'np | P; délku np'ne vyjddiujict
hledanou rychlost stopy »p pii otdteni piimky P, kol bodu Z,.
Ptimkou 'nrnp|| P, odetneme ve pifmce B tisetku np%np pred-
stavujici rychlost, kterou se pohybuje bod »nr ve pfimce B ja-
kozto priselik této pfimky s pifmkou se otdtejici Pj,.

Ze stanovenych rychlosti nr*nz, np®nr bodi my resp. ne
piimky Nz ve piimkdch N, resp. B stanovime si rychlosti
ni®nr, nenp, kterymi se tyto body pfi otdteni stopy Nz kol
hledaného bodu nr otdleji, omezice pfimky %,°nr, nr®np kolmé
k piimce N: piimkami 2%rs®nr, 2np®ne rovnobéZnymi s touto
pHimkou. Spojnice ®ns°np protind potom stopu Nr ve hledaném
sttedu .otdceni nr piimky této jakozto bodu dotyéném stopy N«
spoletné roviny tetné v se stopou Nr obalové plochy R spo-
le¢nych rovin teénych hyperboloidu H a kiivky L.

Takto nalezeny bod stotoZiiuje se s bodem #, prvou kon-
strukef docflenym a nalézd se tudiZ na pfimce R;, uréené diive
jakozto spojnice bodid I, a dj.

3. Této konstrukce geometrie infinitesimdlni bodu 7, mi-
Zeme vSak uZiti také ku sestrojeni krivosti stopy Ny pro tento
nalezeny bod nr, odvodime-li si k rychlosti otdeni pfimky N=
jakozto teiny kfivky Ngr kol tohoto bodu je§té jeho rychlost,
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kterou v této tecné postupuje.*) Tuto rychlost hledanou stano-
vime jakozto rychlost bodu % poklddaného za prisetik stopy
Nz s piimkou R,, kterdZ se pii poSinuti bodu a také pohybuje
t. j. kol urc¢itého bodu otdc¢i. Pohyb tento budeme moci uréiti,
budeme-li zndti kiivost kiivky L, pro bod I, a bude-li kiivka
K,, jak jsme jiz piedem predpoklddali, pfesné déna. Potom
miZeme uréiti pohyb bodd I, a d, pfimku R, uréujicich a tim
i pfimky samé.

Je-li stiedem kiivosti kiivky L, pro bod I, bod s, potom
z rychlosti otdfeni teény 77, kol bodu I, se otdcejici, vyjddfené
rychlosti a,%a, bodu a; této piimky odvodime rychlost 7,7,
kterou se soutasné bod I; v tetné T, Sine, spustice s bodu
s kolmici na primku I;%a,, kterdZ v tetné bod 1, urcuje.**)

Ponévadz bod d; jevi se jako prisetik piimek P; a Dy,
stanovime si smér a rychlost jeho pohybu zndmou konstrukei. ¥**)
Bod d, jakozto ndlezejici ptimce P, otdc¢ejici se kol bodu %,
pohybuje se pfi tomto pohybu rychlosti d;'d;, kterou obdrzime,
omezime-li pfimku d;'d, | P, diive jiz sestrojenou piimkou
3agks. Tyz bod d, jakozto bod piimky D, otdtejici se kol bodu
k';, v némZz se tato piimka kiivky K; dotykd, pohybuje se
rychlosti d;2d,;, kterou odvodime ndsledovnim zplsobem :

Z rychlosti np'np, kterou se bod n, pHmky Nz pii otd-
teni této pfimky kol bodu =, pohybuje .(nwn'np | Nv a bod
np jest jeji priseény bod s piimkou jiz sestrojenou 3npug),
odvodime rychlost n,%n, téhoz bodu jakozto prisetiku pohybu-
jici se ptimky Nz s pfimkou stélou P v této piimce, vedeme-li
ptimku 'np%np|| Nr piimku »P v bodé *np protinajici. Z rych-
losti té odvodime rychlost #,%np tohoto bodu pti otdteni piimky
D,, omezime-li pfimku #,%np 1 D, piimkou *npinp || Ds. Spoj-
nice *npk’; potom omezuje ve piimce ds?d; | D; hledanou
rychlost bodu d, jakozto ndlezejictho piimce Dj.

Vedeme-li koneéné nalezenymi body d; a %d; rovnobézky
s piimkou P; resp. D, protinaji se tyto v bodu 3d; uréujicim

*) Rogpravy Ceské Akademie. Rotn. Il Tridall, &is. 19. >Kineticky
zplsob sestrojoviani teden a stiedl kiivosti kiivek 2. stupné.«

**) Tamtéz.

*%%) Dr, Ch. Wiener, Lehrbuck der Kinematik. Lipsko. Sv. L, str. 52.
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s bodem d, vyslednou rychlost bodu d; jakozto prisetiku piimek
P, a D,.

Jest patrno, Ze nalezend rychlost d,3,; svym smérem
uddvéd ndm primét tetny T'd kiivky ¥V, dle niz se plocha oba-
lovd spoleénych rovin teénych R hyperboloidu H dotykd. Jeji
stopa nry lezi v prisetiku jejim se stopou Nz spoletné roviny
teéné z. Timto zplisobem bylo by tudiZ moZno sestrojiti i stopu
oné plochy rozvinutelné, kterd jest tefnami kiivky dotyéné
V uréena.

7 nalezenych rychlosti 7,1, a di3d; bodi I; resp. d,
piimky R, l» pohybujicich se v te¢ndch T3 resp. T¢ nalezneme
rychlosti 7,%l, a dg%d, tdchto bodi, jez jim pii otdteni pfimky
R, nidlezeji, vedouce 1,2, resp. dy*d,; kolmo ku této pifmce
a omezice je piimkami 1%, resp. 3d;*d; rovnobéznymi s touze
pfimkou. Spojnice 2%,*d; urtuje potom ve piimce nr'nk | R,
rychlost nx'ng, kterou se bod nx otdli pii tomto pohybu piimky
R, z niz odvodime i rychlost nz%nz, kterou se tyz bod jakozto
priseéik ptimky R, s piimkou Nz v této piimce pohybuje, tim
e bodem np vedeme piimku 'mr®nr|| s R; stopu Nz v bodé
“2nr protinajfei.

Ze sestrojené ptimky 3npmnr, jiZz jest rychlost otdteni
piimky Nz vyjddiena, a z prdvé sestrojené rychlosti nznx
bodu dotyéného nr tetny Nz se stopou Nz plochy obalové R
sestrojime stfed kiivosti o této kfivky pro bod =g, spustice
8 bodu ®n, kolmici ku piimce 3npnr normdlu v bodu tomto
ku kiivce Ny sestrojenou v bodu o protinajici.

4. Kdyby byla dina misto plochy hyperboloidu obecnd
plocha sborcend S, urtend piimkou B lezici v priimétné a libo-
volnou kfivkou K, jakozto obrysovou kiivkou jejfho priimétu,
jiz za primét dvou nekonetnd blizkyeh kiivek poklidati miizeme
a méli bychom v tomto piipadé stanoviti stopu Ny plochy R’
jakoZto obalové rovin teénych spoletnych ploSe této S a kiivce
rovinné L, pokrafovati bychom mohli ndslednim zpisobem:

Stanovice pfedeviim kfivku prisetnou J roviny ¢ kiivky
L s touto plochou S pfedvedeme tento obecny piipad na p¥ipad
predchdzejici,

Z libovolného bodu @ kiivky J sestrojime tetny ku kiivkdm
K,, L, .jakoito priméty ndjaké piimky P plochy sborcené S
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resp. tetny T rovinné kfivky L;. V bodé a sestrojime zdroven
ke kfivce J teénu 4, majici svou stopu n. ve stopé N, roviny ¢
kiivky L, a konstruujeme zndmym zpisobem kiivku 2. stupné
Hj;, kterd oskulujic kiivku Kj v bodé k; (v némZ se piimka P,
kiivky této dotykd) dotykd se zdroveil piimek B a A4,. Hyper-
boloid jednoplochy H urfeny kiivkou obrysovou H, p¥imkou B,
nalézajici se v primétné v, a piimkou A v roviné ¢ lezici
oskuluje plochu sborcenou S v bodé % a dotykd se ji podle
pfimky P a md tudiz s ni spoletny bod dotylny d, a tetna
sestrojend v tomto bodé ku kfivece ¥/, dle niZ se plocha R’
plochy hyperboloidu dotykd, bude se stotoziiovati s onou diive
sestrojenou teénou 7'd ke kiivee V. Proto také plochou hyper-
boloidu H a kfivkou L urc¢end plocha obalovd spoletnych rovin
telnych R’ bude se s plochou R, zpisobem uvedenym ve ¢linku
2. a 3. tohoto pojedndni sestrojenou dle pfimky R oskulovati a
proto i stopa Ng. plochy R’ bude miti se stopou Ng plochy R
v bodé 7, nejen spoleénou teénu, nybrz i stred k¥ivosti o.

5. V fefeni této tlohy, tykajici se ttvard prostorovych,
na zdkladé zdsad deskriptivni geometrie a geometrie kinematické
obsazena zdroveil ndsledni dloha planimetrickd :

Proménlivy trojihelnik aznpnr pohybuje se tak, Ze jeho
vrcholy aynpnr probihaji piimky A; resp. B a Ny, obecné
v jednom bodé se neprotinajici, a strany jeho T = aznr a
P, = aqynp stile se dotykaji kiivek L; resp. K;. Md se se-
strojiti krivka Ny tieti stranu Nz = ngnp tohoto trojuhelnika
obalujici, jako? i jeji bod dotyiny a pFislusny jemu stied
kFivosts.

6. Ulohu tuto mizeme vsak Fediti také pomoci geometrie
synthetické zcela samostatné.

Za ptitinou zjednodueni zavedme piedem nové oznaceni:
Ony dvé kiivky, jichZz se dvé strany C = ab a 4 = be pro-
ménlivého trojihelnika abc dotykaji, oznatme K resp. L a jejich
pifsludné body dotyéné % resp. !. Piimky, jeZ vrcholy tohoto
trojahelnika probihaji, a obecné se v jednom bodé neprotinaji,
nazveme 00’0, Kiivku, kterou tieti strana B = ac obaluje,
nazveme .
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Co se tyce sestrojeni bodu doty¢ného m piimky B s k¥ivkou
M, nalézdme FeSeni v konstrukci Burmestrové, odvozené z véty
Brianchonovy.*)

Abychom timto zpisobem urcili dotyény bod 2, pokldddme
ony dva dotyéné body % a I za zvldstni pFipad kiivek obalenych
piimkami C a A4, t. j. za pevné body otdteni piimek C a 4
a myslime si, Ze prisetik b téchto pfimek se pohybuje v piimce
O’; potom vytvofuji body « a ¢ resp. na pfimkdch O, 'O pro-
jektivné fady bodové a proménlivd spojnice ac = B kiivku
2 stupné M’, kterd se kiivky A/ a tudiz i pfimky B v hledaném
bodé m dotykd. Nazveme-li a’d’c’ (a’ lezi proti a atd.) vrcholy
trojihelnika piimkami O'00’ tvofeného a posineme-li bod » po
piimce O’ tak, Ze bod ¢ ptijde piedné do bodu & a podruhé
bod a do ¢/, potom stotozni se pfimka ca = B jakozto tetna
kiivky 2. stupné M’ v prvém piipadé s primkou O a v druhém
piipadé s piimkou ¢’/. Stejnym zpisobem ptijde piimka B = ac
pii dal&im posinuti bodu » do piimky 'O a potom do piimky
a’k. Dle toho, kdyZz oznatime pismenem v prisetik piimek a’k,
¢’l jest va’cac’ opsany pétithelnik oné kfivky 2. stupné M’;
a opirajice se o specidlnf ptfipad véty Brianchonovy obdrzime
dotytny bod m, spojice prisetik f uhlopfitek aa’, cc’ s bodem
v pfimkou, kterdz protind pfimku B v hledaném dotytném
bodé . '

Jelikoz vsak tato kiivka M’ md s kiivkou M tetnu B
a nekone¢né -blizkou spoletnou, bude se ji dotykati dle piimky
B ve spoletném dotyéném bodé m. Dotyény bod m kiivky M’
jest tedy hledanym dotyénym bodem kiivky M s piimkou B.

7. Za pritinou sestrojeni sttedu kfivosti kfivky M cestou
synthetickou bude vhodnéjsi sestrojiti tento dotyiny bod jeste
. jinym zpisobem:

~ Misto kiivky L, jiz ptimka A = bc jakoZzto strana pro-
ménlivého trojihelnika obaluje, vezméme nékterou kiivku L’...
fady kiivek 2. tfidy, které dotykajice se primek '0 a 0" zd-
_ rovel se kfivky L v bodé I dotykaji, a sestrojme k této kiivce
L’ a bodu % jakoZto zastupujicim kifivky L resp. K piislugnou
. -kiivku M’ obalenou tetnou B.

*) Dr. I.. Burmester, Lehrbuch der Kinematik, Lipsko, sv. L, str. 86.
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K¥ivka M’ v tomto piipadé vytvorend jakozto obalovd
pifimek B, spojujicich sdruzené body dvou projektivnych fad
0a'0 (kazdému bodu na piimce O pifslusi jen jeden bod Fady
0, protoze piimky (/ a 'O se kiivky L’ dotykaji) bude kfivkou
2. tfidy, dotykajici se pifmky I7, pfimek O a 'O, jakoZzto
piimych fad projektivnych tuto kiivku urcujicich a piimek Ua 'V,
jez s bodu % lze ke kiivce L’ sestrojiti a kteréz, jak snadno
lze dokdzati, dva pdry sdruZenych bodd piimych fad O a !0
spojuji.

Ktivka tato 11’ dotykd se také piimky R, kterou obdrZzime
jakozto tenu kiivky L’ sestrojenou s bodu ¢, — v némiZ se
piimky O a O" protinaji —, kdyZz jej pokléda_]lce za bod piimky
O hleddme sdruzeny bod 1O

- Kiivka M’ majici s kiivkou L ¢tyii tetny 'OUVR spo-
letné, ndlezi s touto kiivkou k fadé kiivek 2. tiidy urlené
témito étyfmi pfimkami.

Dva svazky pfimek o stfedech ¢ a », v nichz pfimky '0
a resp. R piimku B protinaji, a jez za zvrhlou kiivku 2. tiidy
poklddati miiZeme, t. j. tetny z téchto bodli ku vSem kiivkdm
fady 2. tiidy 'OUVR sestrojené, tvoii involucni svazek 2. tfidy,
jehoz poldra P prochdzi bodem %, v némz se druhé dvé zdkladni
piimky U a V protinaji. Proto také pifimky teiné 4 a D,
které s bodd ¢ a » ke kiivee L’ vedeme, tvoii jednu z invo-
lu¢nich druzin, jichz priseény bod p s bodem % urcuje poldru
P involuce, na které lezi také bod praseiny piimek tetnych
s bodd ¢ a » ku kiivce M’ vedenych. Ponévadz tyto pimky
jsou nekonetné blizkymi s te¢nou B, jest priseény bod téchto
" teten bodem dotyénym s kiivkou M’ a tudiz se stotoZiuje
s bodem =, v némz se tetna /3 kiivky této dotyka.

Pro nds jest dulezity ten vysledek, Ze poldra P, na niZ
bod dotytny m: leZi, jest spojnici hodu % s bodem p, jehoZz se-
strojeni zdvisi na tetné D, s bodu » ku kiivce L’ sestrojené.

Ze kazd4 kiivka L’ fady kfivky 2. t¥idy dotykajicich se
ptimek 'O a O" a kiivky L v bodé ! nds povede k témuZ cli,
t. j. k téze piimce P, jez bodem m prochdzi, jest patrno z toho,
ze volbou jiné kiivky L’ zménfi se také piimka I2 jakozto tetna
z prisetiku ¢’ pfimek O a O ke kiivce této tak, ze svazek
téchto pfimek R ... bude projektivny se svazkem piimek D...
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jakozto teten s bodu r... ke kfivce L’ vedenych body .
Proto prochdzeji vSechny tyto piimky D ... jednim bodem p,
lezicim na piimce 4, a jest lhostejno, kterou z kiivek L’ k se-
strojeni poliry P a dotytného bodu m zvolime.

8. Dokdzav§e syntheticky, Ze dotyény bod m tetny B
s kiivkou .M’ lezi na poldfe P jakozto spojnici bodu % s pri-
setikem p piimky D s pfimkou 4, mizeme pfistoupiti k se-
strojeni poloméru kiivosti kiivky M pomoci geometrie infinite-
simdlni ndslednim zptsobem :

Zvolice takovou kiivku fady kiivek L’... druhé tiidy,
kterd md s kfivkou L v bodé ! styk co moZnd nejuzsi, t. j.
oskuluje ji v tomto bodé, sestrojme konstrukei prdvé uvedenou
poldiru P bodem % prochdzejici a tetnu B v jejim bodu do-
tyéném m protinajici.

Ukolem nasim bude, abychom k rychlosti, kterou se te¢na
B otddi, nalezli rychlost, kterou se dotyény bod m v této tetné
pohybuje.

Predeviim ur¢ime rychlost otdteni piimky B3, pii CemZ
zdroveii dotyéného bodu m docilime. Zvolme rychlost 5’6 bodu
b ve piimece 0’. Z té odvodime rychlost 5% (6% 1 A, 0% || 4),
kterou se bod » piimky A otd¢i. Piimka A4 kol bodu I se otd-
Cejici protind pimku 'O v bodé ¢, pohybujicim se rychlosti

¢l (c'¢ | A). Z té rychlosti odvodime rychlost ¢Z, kterou se
tyz bod jakozto prisetik pfimky A s piimkou 'O v této piimce
pohybuje a z této rychlosti potom rychlost ¢3¢, kterou se bod ¢
pii otdteni teény kol hledaného bodu dotytného m: pohybuje.
Stejnym zpiisobem odvodime z rychlosti 4’ vzhledem k otdteni
pHmky C = ab kol bodu % rychlost otdteni a®a bodu a piimky
B pfi otdtenf kol bodu m. Spojnice %a®c = B protind tetnu B
v hledaném bodu e, jiz diive cestou synthetickou sestrojeném,
jakozto okamZitém stiedu otdleni, kteryz jest doty‘nym bodem
kfivky M s tetnou B. Rychlosti a*"’a nebo ¢’ jest zdrovei ddna
rychlost otdeni této tetny B.

‘ Abychom stanovili rychlost, kterou se tento hod m v teéné
" B pohybuje, méjme na zfeteli, Ze jsme si tento bod jesté jinym
zplisobem ve Cldnku predchdzejicim stanovili, jakoZto priseéik
poldry P s tetnou 3. Pohyb bodu m jest tedy zdvisly na po-
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hybu poldry P jakozto spojnice bodu %k a bodu p, kterézito se
pii pohybu piimky B také urlitym zpisobem pohybuji.

Pii otdceni p¥imky C dotykajici se kiivky K v bodé %
kol tohoto bodu pohybuje se zdroveri bod tento ve piimce C
urditou rychlosti %'k, kterou odvodime ze stiedu kiivosti s
kiivky K, spustime-li s bodu tohoto kolmici s'. ku pifimce
1C = 30k, kterdz pfimku C v bodé 'k protind. Z rychlosti té
stanovime rychlost %%k, kterou se bod % jakozto ptimce P nd-
lezejici pohybuje, kdyz %A%k | P omezime piimkou %% || P.

Rychlost bodu p pifmky P stanovime jakozto priiseéiku
piimky A -a D. Pohyb piimky A jest jiz stanoven polohou
14 = %!, odvodime tudiz je§té pohyb pifimky D kiivky L’
v bodé I’ se dotykajict

Pohyb ten jest zdvisly na pohybu bodu » po pifimce R,
kteryZz vykondvd se pii otdeni tetny B kol bodu m. Z rych-
losti otddeni c¢%¢ piimky B odvodime rychlost »lr bodu =
(r'r 1 B a protneme ji pfimkou m2). Z rychlosti té odvodime
rychlost 7% bodu r ve piimce R, vedeme-li 'r%r|| B, aZ protne
R v bodé %. Potom stanovime rychlost 3 bodu r pii otdtent
ptimky D kol bodu " (»3 | D, %3r|| D).

Tim jest pohyb otd¢eni piimky D kol bodu !’ stanoven.

Z pohybu otdteni piimky A a D, otdlejicich se kol bodi
! a I stanovenych rychlostmi % a #3r, urlime rychlosti pip
resp. p’p bodu p tim, Ze omezime p¥mku p'p | 4 primkou
14 =1 a pimku p% | D pifimkou 1D =13%. Pimky
p3p || A a *p®p|| D protinaji se v bodé *p uréujicim s bodem
p rychlost p% bodu p. Z rychlosti té odvodime rychlost p'p | P
(vedenim pimky 3?p*p|| P), t. j. rychlost otiteni bodu p . pfi
otiteni poliry P.

Spojnice 'P= % *p omezuje v piimece m'm | ku P rychlost
m'm bodu m pi otdteni této p¥imky, z kteréz si odvodime
rychlost m?m bodu m ve piimce B se pohybujiciho, vedeme-li
piimku *m®m || P pfimku B v bodé %m protinajici.

Z rychlosti této koneiné odvodime stied kfivosti kiivky
M’ a tim i kiivky M, kdyz s bodu nalezeného %m spustime ku
piimce 'B kolmici *#o protinajici normdlu N v-bodé m ke k¥ivce
M sestrojenou v hledaném stfedu kiivosti o’



470

9. Stfed kfivosti kiivky K dociliti miZeme také pouze
cestou synthetickou ndsledovnim zpisobem:

Zvolme vedle kiivky L', oskulujici kiivkn L v bodé 7
a dotykajici se pfimek 'O a O', kiivku K’, kterd oskulujic
kifivku K v bod¢ % dotykd se ziroveii piimek O a O, a se-
strojme z-téchto kiivek kiivku M, kterdz bude miti s kiivkou
M tii nekoneiné blizké body spoletné, t. j. bude tuto kiivku
v bodé % oskulovati.

Vzbledem k tomu, ze obé kiivky K’ a I’ se dotykaji
ptimky (', bude kazdému bodu na ptimce O piisludeti jen jeden
bod na pfimece 'O a proto kiivka M bude kiivkou 2. tiidy, do-
tykajic se pifmek 00 jakoZ i ostatnich t¥i teten kiivek K’ a L,
které vedle pfimky O’ maji spole¢né, dotykajic se zdroveii te¢ny B.

AniZz bychom tyto tfi dalsi spoleéné tetny kiivek K’ a L’
sestrojili, mizeme dalsi tetny kiivky M’ sestrojiti na zdkladé
vytvarného zdkona této kfivky; zejména lze pouziti dotyEnych
bodi této kiivky s piimkou O a 10, jichz se tato kiivka také
dotykd.

Tak obdriime dotyény bod kiivky M’ s piimkou O, kdyz
s bodu 3" vedeme ku kiivce L’ tetnu 7 pifmku O v.bodé ¢
protinajici. Teéna 7 z tohoto bodu ku kiivece K’ vedend, pro-
tind potom piimku O v hledaném bodé dotyéném o pHmky O
s kfivkou M’. Obdobnym zpisobem stanoviti lze dotyény bod
1o této kiivky s piimkou 'o. — Na zdkladé ti teten O, 'O
a B a doty¢nych bodi o a 'o prvych dvou miZeme sestrojiti
i dotytny bod m telny tieti a narysovati také kfivku M celou.

KruZnice kiivosti kiivky M’ v bodé m sestrojend, jiz lze
riznymi konstrukcemi docfliti, bude zdroveii uddvati kiivost
kiivky M k pivodnim kiivkdm K a L p¥isluici.

10. Ze dotytny bod m, jak jsme ve ¢lénku 7. dokdzali,
lezf na p¥imce P, body % a p spojujici, lze dokdzati také ndsle-
dovnim jednoduchjm zpisobem, ddme-li rovinnym Wdtvarim
vyznam primétd jistych dtvari prostorovych.

Poklddejme piimky 'O a R za dvé pfimky jednoplochého
. hyperboloidu, v nichZ primétna = tuto plochu protind. Kfivky
" M a L' poklidejme za obrysy dvou primétd centrdlnych
(o sttedech s" a s”) této plochy na priimétnu =. Obé tyto kiivky,
jeZ se obou pifmek 'O a R dotykati musi, maji v téchto
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pfimkdch jeden pdr spoleénych teen. Druhym pdrem spoletnych
teten jsou pfimky U a V, jeZ poklidati miZeme za stopy dvou
rovin te¢nych prochdzejicich obéma stiedy promitini, tedy obsa-
*hujici spojnici S obou stiedi promitdni, jejiz stopou % prochdzeji.

Zvolime-li na pifimkéch 'O a R body ¢ resp. h, miZzeme
ji poklddati za stopy dvou piimek G a H hyperboloidu, jichz
priméty centrdlné G’ a H’ nebo G'* a H” vzhledem k prvému
i druhému centrdlnému promitdni dotykaji se kfivky M’ resp.
L', protinaji se v bodech ¢ a ¢ jakozto primétech prisetného
bodu # piimek G a H. Spojnice obou piimek ¢ a ¢’ musi sku-
teéné prochdzeti stopou % pfimky S = s's”.

V tom piipadé, Ze ony dva body ¢ a A nahradime body
¢ a r, v nichz pfimky 0 a R jsou profaty tetnou B, budou
piimky ' a H' spadati v jednu piimku stotoZiiujici se s pfimkou
B, a jejich priseény bod ¢ stotozni se s bodem m, ve kterém
se piimka B kiivky M’ dotykd. Piimky G” a H” stanou se
ptimkami A4 a D, protinajicimi se v bodé ¢ = p. Ponévad
viak, jak jsme prdvé dokdzali, spojnice #'t” v tomto pFipadé
prochdzi bodem %, obsahuje i pifmka mv = ¢t bod %, t. j. po-
lira P — jak jsme ji difve oznalili — prochdzi bodem £%.

11. Avsak i geometrii synthetickou docilend konstrukce
doty¢ného bodu m ptimky B s kfivkou M (Elének 6.) povede
nds k sestrojeni stfedu kiivosti kiivky této, jestli k té okol-
nosti pfihlizime, Ze dotyény bod m se jevi jako prisetik piimky
B s piimkou X = vf a cestou geometrie infinitesimdlni odvo-
dime nejen rychlost, kterou se piimka B kol bodu m otdti,
nybrz zdroveii rychlost, kterou se bod tento v této piimce Sine.

Za rychlost poSinuti bodu 5 ve pfimce O zvolme opétné
tisetku b ', Z této rychlosti nalezneme rychlosti a'a, a%a, a’a
pii otdteni ptimky C kol bodu % a rychlosti ¢’c, c%, ¢3 pii
otdteni pfimky A kol bodu ! konstrukcemi ve Eldnku 8. uvede-
nymi Spojnice 3az% = 'B protind pfimku B v bodé¢ m a cha-
rakterisuje rychlost, kterou se tato pfimka otdti.

Abychom odvodili rychlost bodu » v te¢né B, piihlizime
k pohybu piimky X zdvislému na pohybu bodi v a f tuto pfimku
urlujicich. Pohyb bodu v jakoZto prisetiku pimek o'k a ¢l
kol bodl a’ a ¢ se otdtejicich a body % a I prochdzejicich jest
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viak z4visly na kiivosti k¥ivek K a L, jichZ se piimky C resp. 4
pti pohybu svém dotykaji.

Pfi otdcent tetny C kol bodu %, jehoZ rychlost jest pifmkou
1C charakterisovdna, poSine se zdroveii bod % v této piimce
rychlosti _W, kterou obdrzime, kdyZ se stfedu kiivosti SK
kiivky K spustime ku pfimce 'C kolmici, kierd ptimku C v bodé
% protind. Z rychlosti té odvodime rychlost %3 bodu % p¥i
otdteni ptimky o’k kol bodu o’ tim, Ze piimku %% 1 o'k ome-
zime piimkou %%k || a’k. Ptimka a’%%; charakterisuje ndém rychlost
otdteni piimky a'k. Z rychlosti otdteni piimky 'k nalezneme
rychlost otdceni »'v bodu v pfi tomto otdceni piislusici, ome-
zime-li piimku v | @’k piimkou ‘a%.

Privé tak urcime se zietelem k otdfeni piimky 4 kol
bodu 7 pomoci rychlosti 77, 72 rychlost otiteni » 2% bodu » pii
otdteni piimky c'. Z rychlosti otdteni v 'v a v 2% bodu v pri-
setného ptimek a’'k a ¢l kol bodd a’ resp. ¢’ se otdtejicich
nalezneme vyslednou rychlost »2» bodu », vedeme-li body v a %
piimky rovnobéZné s piimkou a'k resp. ¢'l, kteréz se protinaji
v bodu %v.

Abychom stanovili pohyb priseéného bodu f pfimek a'a
a ¢’c, odvodime si z rychlosti a %, kterou se bod a ve piimce
O pohybuje, rychlost otdeni @ % bodu tohoto kol bodu a’, ome-
zime-li a*e | a’a pfimkou %a*a||a’a. Piimka 'z charakte-
risuje rychlost otdteni pifmky a’a. Usetka ff | o’a omezend
piimkou a’*a vyjadiuje rychlost bodu f pii tomto otd¢eni piimky
a'a. Prdvé tak stanovime se zietelem k pohybu bodu ¢ ve
piimce '0 rychlost otdteni £2f bodu f pii otdteni pHmky c’c.

Z.rychlosti otdteni £ a f2f bodu prisetného f piimek
a’a, ¢’c kol bodi a" a ¢’ se otdfejicich odvodime rychlost vy-
slednou f3f bodu f, vedeme-li body '/ a % piimky rovnobézné
8 piimkou a'e resp. ¢c v bodé %f se protinajici. .

Z rychlosti v3 af7f najdeme si rychlosti v% a f3f bodi
v a f tim, Ze pimky o% || B a f'f|| B protneme pﬁmkaml
3% a 3f % rovnob&znymi s pfimkou K.

P#imka %Y protind pfimku B v bodé 'm, jenZ omezuje
dsecku m 'm vyjadiujici hledanou rychlost bodu m ve pfimce B.
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Kolmice 'mo s bodu 'm ku pfimce 'B spuiténd protind
normdlu N v bodé m ku ktivee B sestrojenou v hledaném stfedu
kiivosti o kiivky M.

12. Koneéné mizeme piistoupiti k tomu ne;obecnéJéimu
piipadu sestrojeni stiedu kfivosti kfivky M, kdy pohyb troj-
thelnika abe jest takovy, Ze mimo dotyk stran C=ab, A = be
s kiivkami K a L probihaji body abc misto tii pfimek O, 0’
a 10 tii kiivky E, E' a 'E téchto piimek v bodech a, b a ¢
se dotykajicich. ’

Sestrojeni doty¢ného bodu synthetické i geometrif infinite-
simdlni bude stejné jako v piipadé predchdzejicim. Také sestro-
jeni rychlosti otd¢eni piimky B zGstane stejnym. Zméni se do
jisté wiry jen sestrojeni rychlosti bodu s ve pfimce B.

Nahradivie piimky O, O" a 'O kiivkami F, E’ a 'F mu-
sime k tomu piihlizeti, Ze pfimky O, O" a 'O nyni tetny téchto
kiivek budou se pi¥i pohybu proménného trojihelnika abc zd-
roveii pohybovati t. j. otdteti kol bodi@ a, b a ¢ rychlostmi, které
jsou zdvisly ma rychlostech 7, a% a c% bodii téchto ve
piimkdch O, O’ a 'O a zdrovei na kfivosti pfislu$nych kiivek
E, E a 'E.

Budou-li pfimky O, O’ a 0 pohyblivy, budou se i body
a’, b’ a ¢ pohybovati, a tim se stane pohyb piimek a'k, ¢l
v bodé v se protinajicich a piimek a’a, c’a v bodé f sloZit&jsim
a tim i stanoveni rychlosti pohybu bodu v a f.

Posine-li se bod & rychlosti &' ve piimce (F, otoif se
zdroveil tato piimka jistou rychlosti, kterd charakterisovina bude
kolmici spusténou s bodu & ku spojnici sx'd a omezujici ve
piimce a’la” | O ftsetku o’ 'a’ vyjadfujici rychlost bodu
pii tomto otddeni tetny O’. Zrovna tak z rychlosti ¢% v tetné
10 a ze stiedu kiivosti k¥ivky 'E urcime sobé rychlost ototeni
teény '0, jakoz i rychlost o’ %a’, kterou se bod o’ pii otdteni
této teény pohybuje.

Z obou rychlosti a’%’ a o'’ bodu &' jakoZto prised-
ného bodu piimek O’ a 'O sestrojime rychlost vyslednou a’ 3a’
sestrojenfm rovnobdzek ia"%a’, % %’ ku ptmkdém O’ resp. 10,
kteréz se v bodé 3’ protinaji.

Tymz zplsobem uréfme pomoci rychlosti a® bodu a ve
piimce O a stfedu kfivosti o kfivky E s pouZitim rychlosti

81
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bl a stfedu kfivosti sz rychlost vyslednou ¢'3, kterou se
bod ¢’ pfi pohybu piimek O a O jakozto teten kiivek F a E’
pohybuje.

Z rychlosti a’% a %3k, (kterou tymZ zpisobem jako ve
linku predchdzejicim sestrojime,) najdeme rychlost v ' bodu v
z tohoto slozitého pohybu piimky o’k vyplyvajici. Stejné stano-
vime z rychlosti ¢’ 3¢’ a 1% rychlost » % odpovidajici slozitsjsimu
pohybu piimky ¢’l.

Ponévadz i piimky a’a a ¢’¢ v bodé f se protinajici na
zdkladé pohybi bodii o’ a ¢’ s rychlostmi a” %" a ¢’ 3 konanych
v tomto pfipade slozitéji se pohybuji, jest nutno také rychlosti
fif a f% znova sestrojovati.

Sestrojivie na konec vysledné rychlosti v% a f3 bodi
v a f pokratujeme v dal§im pfi sestrojovdni stfedu k¥ivosti
kiivky M prdvé tak, jako ve Cldnku piedchdzejicim.

O projektivni definici hlu dvou rovin.
Napsal Bohuslav Hostinsky.

1. Metrické vlastnosti geometrickych tutvari jest moZno
interpretovati jako vlastnosti polohy ve smyslu projektivni geo-
metrie, zkrdtka redukovati je na dvojpoméry, které jsou urleny
vztahem ttvard danych k t. zv. Gtvaru absolutnimu.

V Euklidové geometrii dosp&jeme k takové interpretaci za-
vedenim Ponceletovy absolutni kruZnice (%), kterd md v kazdé
soustavé pravoihlych soufadnic homogennich (z, y, #, £) rovnice

‘ a4+ y* 4 22 =0, t=0. (2)

V ndsledujicim jde o definici dhlu ¢ dvou rovin o a g,
zaloZzenou na vztahu téch rovin k (X); misto zndmé definice
Laguerreovy (I) lze zavésti ekvivalentni definici (II).

2. Za tim ttelem jest vyhodno odvoditi parametrické vy-
jdd¥eni bodld na kruznici (). Jsou-li viechny komplexni hodnoty
proménného parametru 4 (inklusive 4 = oc) ve vzdjemné jed-
noznatném vztahu s body lezicimi na (Z), shoduje se toto vy-
jddfeni s parametrickym vyjédfenim povrehovych piimek na
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