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O integraci tiplnych diferencialii.

Napsal E. Bunicky.

§ 1. Integrace tplnych diferencidlit se n&kdy podstatné zjedno-
dusi, miiZeme-li pouZiti jedné z vét dale uvedenych Predev§1m do-
k&Zeme pomocnou vétu.

§ 2. Véta pomocna. Budte? ai, a,. .., an konstantni velidiny,
@y, as,... an dand redind Cisla, vesmés riznd, t nezdvisle proménnd
nabyvajici kladnych hodnot v daném intervalu. Aby platilo identicky

"_axvta‘+azta’+~--+,anta“=0: ' (1)

Jest nutno a staci, jsou-li viechna ¢isla ay, as, ..., an rovna nule.

Je zfejmé, Ze tato podminka je postacujici, dokdZeme tedy
Douze, Ze je také nutna. Derivujme 1dem1tu (1) a niasobme vysledek
t. Dostaneme

ala,t“i—}-aga,t@{-{—...._-{-a,,a,.t“n:O. | 2)

Derivuime rovnici (2) a nasobme opét ¢; tak to opakujme
s kaZdou nasledujici rovnici, celkem (n——l) krat. Dostaneme tak
postupnd tyto identity:

a, a3 {m + agaglém‘*‘. .t apapttta =0,
a, a8t 4 a, a,atag d ...+ Gragdton=0, )

ala "—’f“"i‘as“s"—]t“"l- +‘anan"~lta n=0.

Budiz + urélt ¢islo kladné, vzaté z 'mte;x)alu v némZ se méni
{. PoloZime-}j v rovnicich (1), ), () t=r, obdrZime soustavu n
Iineanuch homogenich rovnic

R 1“‘a,+‘t“’a,+ +T“ﬁan-—o
g Tyt F TG =0,.
- 'z“ta,‘-’a,+¢%a,za,+ +1°‘na,.’an-—0 (4)

e 0 .

z“:al ~'a1+r°'w," ‘a.+ +c°‘wn""‘an =0,
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vzhledem k veli¢indm a1, @o,..., an. Determinant soustavy (4)

™ ™ .. T . 1 1...1
Q7™ @ T™ ., @, T% E" q a, G ... 0
a2 a22z°°2 a,;"z“n =g =1 a? ... a?
n—l,,ax a, n—lzas ﬂ“lzﬂ‘n a1 g1, gt
. |

neni roven nule, PonévadZ jsme totiz pfedpokladali, Ze v je riizné

e
od nuly, &initel 7/=! ‘ nemizZe byti roven nule, stejné jako deter-
minant 11 1 '

@ Q ... @
2 azﬁ“. an2

an——!an—! . an——l

Vandermondiiv, boéitanv pro hodnoty a1, 0z, ..., an vesmss' rizné.
I(?onévadz je determmant soustavy ) ruzny od nuly, Jest ai=0
i=1,2

Véta L Ab_y vyraz

n n n o
Zpldxl"l‘ th axi+ ...+ Zfidxi, )
) i= =1 . C
kde pi, @i, ..., Ti isou: homogeni funkce proménnych xi, Xs, ..., Xn—
pi Fddu k, qi fadu l... rifddu m, pii cemzZ k, ..., m jsou Cisla ve-
smés riznd — byl uptnym diferenicidlem, je nutno a staéz, aby kazZdy
é‘astei“nych soudty , -

Zpldxi, ZQldxb---, Zfzdxt R (6)

byl také dplnym diterencidlem. ) -

- . Pozn. Pfedpoklada se, jako obvykle, Ze funkce pi, @i, .., ri majf
_ spojité parcislni derivace podle" proménm’rch X1, xz,.. Xn, stejn&
* jako dfuhé derivace smiSené, .

' Aby vy"raz ), ktery se muZe psat1 v tvaru Z (p,—l—qg-{—

: +r:) dxi, byl. upinym dxferencxalem, ie. nutno a staéi aby: platilo
' pro kaZdou kombin.aci dvou . mdexu riiznych. t:im =1,2;..,n
r=1, 2,. .

,

e (Pt"t'q;-}-‘ R = e
a“°b° (oD, +(‘I_)r+ ,,_f.+(r:),——(p,)z+(q,)z+...+(r,)z Uy}

‘) Pt§eme v§ude (u);, (u) mfsto g‘" ;: B
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Derivace (p)» (p,): funkci homogenich pi (x,.... X,), py (xx,

, Xa) Tadu k jsou, jak znamo, funkcemi homogenum proménnych
xa, Xs,...,xn Fadu (B—1). Stejn& derivace (@), (@)t a (r)),, (")
jsou take homogenimi funkcemi fadu (! — 1), resp. (m—1). Zave-
deme-li tedy do identity (7) misto veliGin x1, Xs, ..., X» proménné
-tx1, txs, txn, D¥i CemZ ¢ jest libovolny cCinitel, dostaneme

t=Yp), + g +.. . + I"""(I‘t y =
=tUp,) i+ )i+ . . . ")) ®)

Pondvadz &initel ¢ jest nezavisly na proménnych X1, X, ..., Xn
(a ponévad? miZe nabyvati kladnych hodnot, na pf. v okoh
hodnoty ¢=1), identita (8) je moZna pouze, plati-li v souhlase
s pomocnou vétou dfive dokéazanou,

=0 @H»=@)s ... (=)

pro kaZzdou kombinaci dvou index@t i, » navzidjem riiznych, odkud
nasleduje, e kaZdy z c&asteénych soudtin (2) je tdplnym diferen-
cidlem.

Véta Il Integrdl U uplného dtferenaalu

dU= in dx;, (9.

kde Xi jsou homogeni iunkce proménnych x;, xz, ... Xn Fddu m
ridaného od (— I) ie vyjddren vzorcem

. z X( X ‘ o .
= 10
kde ¢ jest arbitrdrni konstanta.
Diferencovanim souétuZM x; plyne d (Z)ﬁxz): Zdexi"l"
RS - . i

+ in dX; anebo, méme-li na zfeteli identitu dX; = D (X)), dx,,

'd(ZXix,-)—_——Zl'Xg dx;-{—‘i,z"x;(Xi),dx»- : (1)

" A tedy; protoZe vyraz (9) je podle predpokladu tplnym dife-
renciél‘em a Xi homogenimi funkcemi fédu m, obdrZime .

X,),._(x, -a Z(x.)lx, mX (w-—l 2,. )_

Dostaneme tedy

Z‘x, (x,), dx, Z(X.,);x;dx, Z[Z(X,)m] dxu—- ,
L —me dx. mZngx,,

émpia pro p!stovlnl mtematiky a fyalky Roé. LVIL

‘v..l



3 Zx.(xl). ,-mZXIdxi | 2

Rovmcn (11) mitZeme tedy pséti, majice na zreteh vztah (12)

vtvaru
d(ZX.x, Zdex,+m2X;dx,
(Zx,x,)——(mw)z)adx., S (i,s)

"odkud vychazi (mame-li na ‘mysli, podle predpokladu, nerovnost

~!o§iz :

nebo

m+1;':0)
. ’ : ) L '
n _ d‘ZXm
dU= > Xidxij= —————
: = e m+1
anebo ' . ] v
... Integraci obdriime, . o
..lexi
U=—=

: ?ip;’,' SemZ ¢ jest arbitrarni konstanta.

Pozn. 1. Je patrno, Ze vzorec (10), je jenom zobecneni elemen—
témiho vzorce pro mtegram , .

fx'"dx-._ + 1 .

,;v pftpadé Ze m:}:——l - '
. 22,V pipads, Ze m-—--1 udam} postup selhévé, protoie nelze .
R tom pi‘ipadé odvadxti rovmci (14)! ze vztahu. (13).: Tento vztah .

f_.totiz nabude pro m = 1 tvaru d(z Xm)=0 adostaneme vtomto' ‘

.‘ ;pﬁpadé lext A kde A je konstanta. °
§ 3 Pﬁmady.’v"

dU = (dxiyp 4 60y 4 ok Ok ) i+
bas (Zt*y ¥ 3x’y’ +‘5xy‘ Fat 4y) d.

Jest mtegrovaﬁ uplnv dxferenciél




Reeni. ObdrZime C
-(dx1ys + 6x2y8 + Y8+ 6x + y), = 8x%y + 18x$y2 +5p¢+ 1=
= (2x4y 4 6x3y2 + 5xy* + x + 4y)x.

Podminka integrability Jest tedy splnéna. Rozdélime-li dany dife-
rencialni vyraz*) ve dva soucty homogeni fadu 5 a 1, dostaneme
dU = [(4x3y® + 6x3p* + y%) dx + (2x*y + 6x3y? + 5xp4) dy] +

-+ [(6x + y) dx + (x + 4y) dy).

¥i-Semz kaZdy Castedny homogeni soudet jest (vita I) tplnym di- -

ferencidlem. Aplikujeme-li na kaZdy.tento soudet v&tu II, obdrZime

U= (4x‘y’ + 62y +y) x + (2xty + bxty? + 5xy9y |
541
L ExtNx+x+a)y
11

anebo, provedeme li to,
C U=x4y2+ 2x3y + Xy’ + 3x’+ xy + 2y2 +c.

Pozn. Tohoto postupu lze pouziti pfi diferencidlnich vyrazech
ZX; dx; (tplné diferencidly), kde vSecky funkce Xi jsou polynomy

Xys Xgy o o oy Xn2e e
2. Jest integrovati tplny diferenciél
. :
dU = (1+L) dc—2% dy
Resem Vzhledem k identitam
2222,
(1 + Tx ( z,vx- x
: Jest podmmka integrability splnena Aphku]eme-h na diferencialni :
‘homogem vyraz édu.npltého ( +y )dx —2 = y dy vzorec (10),

obdfiime L » : 2y 3 '
i/r_;(‘l +;§): (}‘)?H P

—_,.,...._......-..__

To*) Rikﬁmé »dlferenoiélni vs’rraz (dlferenciélni souéet, upln:’r diferencul)
Ahomozent tadu m., chceme-li oznatiti vyraz Zpl dXI ‘kde pi (Xu Xayeen Xn) ‘

“a
. }3011 homogeni funkce i‘adu m. s | '7*“ .
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Vo e

=25
3. Jeét integrovati diferenc_iélni rovnici
L x = e\
dU=(1+4eY)dx+e (l — 7) dy.

Reseni. Lze snadno ukazati, Ze prava strana rovnice je tplnym
diferencidlem. PouZijeme-li na tento fiplny diferencidl homogeni .
fadu nultého véty II, dostaneme

U=+extyer(i-2) 4

Gili
x
‘ U=x+4ye'+c.
4. Jest integrovati_ diferencialni rovnici
Msin Y s Y. L) ( Z__L__z_i‘)
dU = (sm‘x ¥ oS +y’ dx + \cos - I dy.

Reseni. Po zji§téni podminky integrability, pisme danou rovnici
~ v tvaru

Msin 2 — 2 cos 2. ¥ ! _(_, 2x) ]
dU = [(sm % cos )dx+;os dy] +[y’ dx 7 + > dy
- pFi Cemz jsme rozloZili druhou ¢dst na dva tiplné homogeni. dnfe-

rencidly fadu nultého a (—2). Integrujeme-li kazdy’r z t&hto dvou
diferencialfi pomoci vzorce (10), obdrZime

y._ ¥ y '1-'_{;(L Zx)]
U‘ [(sinx Z ¢cos )x-i—ycos ]+(——l)[y“ vy +c
'uh ‘ )

U= L5 v

5. Jgst\: intégrbvati diferencialni rovnici
‘ d dz
=w+a(g+5 - 5)

zy 2

_ Re§eni Kdyi lsme z;istih u prave strany th pod.mmky mtegra- _
bility, i§me dU v tvaru . :

¥ xy dx dy_'_gi)
_:{.’:' ¥ dU...‘( dx,+ ¥ dz)+(x Yz
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Integrujeme-li zvlasté tuplny diferencidl homogeni fadu nultého po-
“moci vzorce (10) a fplny diferencidl homogeni vyiime&ného Fadu
(— 1) obvyklymi metodami, dostaneme

Uz_______xy-i—:g!—-xy +log—’5z}i+logc,

¢il
cxy

=X
U= p +log 0

pfi ¢emZ, jako vSude, ¢ znamena arbitrarni konstantu.

4, Vidime tedy, Ze oby&ejné metody pro integraci iiplnych di-
ferencidlii jsou nutné jen pfi diferencidlech nehomogenich, anebo
homogenich fadu (—1). Stivd se n&kdy, Ze po vhodné substituci
uplny diferencidl nehomogeni pfejde v homogem a p¥ipousti zjedno-
duseni svrchu uvedena.

UvaZujme na pf. dlferenciélni rovnici

|y oy x22 x .
U= {(z~xy)2 F y’] dx+ [(z oy T +y-] dy

x2y? 2

o T i
Kdyi jsme znstxh u pravé strany podmmky integrability, poloZme
=e )

Touto substituc{ dana- dlferenmélni rovnice nabude tvaru
oy oy [ xts x ] N
w ‘[w—xy)? x=+y2]""+ (T
. _ x2y9 ’ _ 3]
By B 2tdt

dU—|2tdx , xtdy 2x’y’tdt] (x dy — ydx 4dt)
TlE—op T @y T E-gr] T U
KdyZ jsme takto rozloili pravou stranu dané rovnice na dva uplné

diferencidly homogeni fadu prvniho. resp. (—1), integrujme prvni -
diferencial podle vzorce (15) a druhy diferencial obyéemymx meto-, )

dami. ObdrZime - .
xyth 4 x t*-—2x2y’t’ (t2 xy)xyt’ .
v=> z(t’}’ Sy + arc tg + log t4+]og c_.—-—-——————z( A x) +

+ar¢:tg-y—+logct‘—t2 Xy +logct‘+arctglb :




; "anebo v souhiasu ‘e substltucni rovmc1 (15)

Xy
U= = xy+a¥ctg +logcz=

o ‘kde c znamena arbxtrarm konstantu, -

.

Sur l’intégration des différentielles totales.
(Extrait de Particle precedent)
l L’expresslon dlfférentxelle

gp:dxz+2qldxz+ +2rzdx:,

ol p,, q,, ., It sont respectivement des fonctions homogenes des
variables x‘, Xg, .. Xn des ordres différents £, /..., m ne peut étre
une différentlelle totale, ‘que si chacune des sommes partielles

p,dx;, Zq;dx,, . S ridx;
o &

/‘_

© est aussi une différentielle totale (Théoréme I du texte)
' - 'On démontre cette: proposition au moyen du lemme suivant:

‘les puissances fo, o, .. fen. d’une variable positive  avec les ex-

o . posants a,, a,,...; G, réels et inégaux deux a deux sont lméaire-
ment lndépendantes (Lemme du texte): ~

2 L’intégrale de l'expression différentielle totale

ZXidX{, .
L. - =1 P -
vou X; sont des foncﬁons homogines des vanables Xy, Xg, - ,x,. du
mém; ordre m. dlfférent de (— 1), s’exprime par la formule
. ‘71‘;.’ R # - )

- C gtant une‘iconstanie arb!traire (Théoréme 1 du texte)
" Les” proposiﬁons i et 2 sont illustrées par des exemples N
(§§ 3,4 du texte) B &
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