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O integraci úplných diferenciálů. 
Napsal E. Bunicky. 

§ 1. Integrace úplných diferenciálů se někdy podstatně zjedno­
duší, můžeme-li použíti jedné z vět dále uvedených. Především do­
kážeme pomocnou větu. [ 

§ 2. Věta pomocná. Budtez au 02,.,., án konstantní veličiny, 
«i, as,... an daná reálná čisla, vesměs různá, t nezávisle proměnná 
nabývající kladných hodnot v daném intervalu. Aby platilo identicky 

alt
a* + a2t«* + ... + anť*n = 0, (1) 

jest rtutno a stačí, jsou-li všechna čísla fli, 02,...,an rovna nule. 
Je zřejmé, že tato podmínka je postačující, dokážeme tedy 

pouze, že je také nutná. Derivujme ideniitu (l) a násobme výsledek 
t. Dostaneme 

axalt
ai + a%a2ť

x*+,. . + a* a* ř*« == 0. (2) 

Derivujme rovnici (2) a násobme opět t; tak to opakujme 
s každou následující rovnicí, celkem (n—l)-krát. Dostaneme tak 
postupně tyto identity: 

a1a1*ta* + a2a2*ta* + .. . + anan*tan = 0, 
ax at*t** + a2 a2*ta* + .., + an an*ť*n = 0, ^ 

a1a
n-lta^+a2a%

n-xt^+;..+anan
n-ltan^0. 

Budiž T určité číslo kladně, vzaté z intervalu, v němž se mění 
t Položíme-!! v rovnicích (1), (2), (3) / = T, obdržíi»e soustavu n 
ňneámích homogeních rovnic 

<ť**ax + i<**a2 + .••. + **-*? = 0, 
%a^a1 at + t^Ojj^ + . . . + T**ctnant==0, 

', i^a1za1+t*a%*at + ... + vanantan~Oí (4) 
" • / . * • - . • • • . • • • . * • • • , • * ' . * • ' 

'&Ú»-iak + i*iJt^í.aĚ+''. ;. + ^*an
n^lan^O0 
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vzhledem k veličinám 01, a2,...,an. Determinant soustavy (4) 
<£«1 tft* é <tf*n 

axtf* a ^ . . . an%
an 

a^T* GfjV*8 . . . ari*f"n 

1 1 .. 1 
n a, a2 . . . CCn 

= *'=> o,- «2
2 . . . «n2 

«,"- ' a г

л - 1 . . . an»-' a^—if«i« 2«—*T«-. .an
n~Xfť*n 

není roven nule. Poněvadž jsme totiž předpokládali, že r je různé 
..•'? ->-JI- " •, .• . • 

od nuly, činitel T'- 1 nemůže býti roven nule, stejně jako deter­
minant - .j « 

a, a2 ... an 

Л—1 rt л—-1 • a,V n—1 

Vandermondův, počítaný píro hodnoty ai, 02,..., an vesměs různé. 
Poněvadž je determinant soustavy (4) různý od nuly, jest ai-^0 
( i-=l ,2, . . . ,n) . 

Věta I. Aby výraz 
n n n n 

PtdXi+ ]?qidXi+ . . . + £ГidXi, (5) 

kde PÍ, Qi,..., n jsou homogeni funkce proměnných X\, X2,..., xn — 
PÍ rádu k, Qi řádu l,..., n řádu m, při čemž k,l...,m jsou čísla ve­
směs různá — byl úplným diferertciálem, je nutno a stačí, aby každý 
z částečných součtů . . . • 

ypidXi, ]?qidXi9..., ^ndXi (fy 

byl také úplným^ diferenciálem. 
Pozn. Předpokládá se, jako obvykle, že funkce pí, Qi,...,n mají 

spojité parciální derivace podle proměnných Xi, X29..., xn, stejně 
jako druhé derivace smíšené. ^ 

Aby Výraz (5), který se může psáti v tvaru •>? (pj + <q +.. 

/..+n)dxi9 byl úpíným diferenciálem, j£ nutno a stačí, aby platilo 
pra každou kombinaci dvou indexů různých i =# ** (í = h 2>"•• - •> &> 
r — l9 2,...,TI) v ^ - _ . . ; - . . . . . - • • • 

f1^30 (p0,+ ^ ^ ^ * ^ ^ ( ^ ) / + (i)/ + • v + (MÍ- (?)*> 
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Derivace (/>/)*, (pv)t funkcí homogeních pi (xi,..., x„), pv (xi,.. 
.., Xn) řádu k jsou, jak známo, funkcemi homogeními proměnných 
xi,x*,...,Xn řádu (fe—1). Stejně derivace (<?/)•>, (<?*)/ a (r/)v, (/v)/ 
jsou také homogeními funkcemi řádu (l—1), resp. (m—1). Zave-
deme-li tedy do identity (7) místo veličin JCi, Xs>,..., xn proměnné 
txi,tX2,tXn, při čemž t jest libovolný činitel, dostaneme 

P~x{Pi)* + f-l(qi)v + ... + ť»-\ri)* = 
= tk-l(Pr)i + V~\q»)i + ... + ť»~i(rv)h (8) 

Poněvadž činitel t jest nezávislý na proměnných Xi, x*,..., xn 
(a poněvadž může nabývati kladných hodnot, na př. v okolí 
hodnoty t=l), identita (8) je možná pouze, platí-li v souhlase 
s pomocnou větou dříve dokázanou, 

(Pi)v = (Pv)if (qi)v = (qv)i, . . ., (n)y=:(n)i 
pro každou kombinaci dvou indexů i, v navzájem různých, odkud 
následuje, že každý z částečných součtů (2) je úplným diferen­
ciálem. 

Věta II. Integrál U úplného diferenciálu 

dU=yXidxh (9) 

kde Xi jsou homogem funkce proměnných xi, X2,..., xn řádu m 
různého od (—-/), \e vyjádřen vzorcem 

ZXÍXÍ 
U= * " , , + c, (10) 

m + i 
kde c jest arbitrární konstanta. 

Diferencováním součtu^?Xixt plyne d H^Xi*/) = ]?XidXi+ 

+ ]j?Xi dXi anebo, máme-li na zřeteli identitu dXi = ^(Xi)v dx*9 

dí^XiXÁ^^XidXi + ̂ xdX^dxJ. (11) 
A tedy, protože výraz (9) je podle předpokladu úplným dife­

renciálem a Xi homogeními funkcemi řádu m, obdržíme 

(Xi)v-(XV) a 2(X,)/Xi-=/nX;(^Í,2, , , , ,/ i) . 

Dostaneme tedy 

;2;*(x^'^^'2-c*v*rf^2[2^H&* 
i 

Časopis pro pěstování matematiky a fysiky. Roč. LVH. 
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totiž .. 
••';••.;•., ...-.- JŽMX^dx^myiXtdXi. (12) 

•<-. '. ••;. " *&• ; -• ' . X 

ÍRovnici (11) můžeme tedy psáti, majíce na zřeteli vztah (12), 
"v tvaru • 

d (ZXiX) = 2x'dxi + m^X,dx, 

d(£XtX^im_+l)£Xidxit (13) 

nebo 

odkud vychází (máme4i na mysli, podle předpokladu, nerovnost 
i»-Í-l*0) 

• ' • n 

;...: „ dy]XiXi 
dí/= T-XtdXi^ ™, , 

éť m + 1 
anebo 

i§XiXi 

uu = u\ 
Integrací obdržíme 

м^Ъғтì- (l4) 

líť*'*' 

hrfi čemž c jest arbitrární konstanta. 
Pozn, 1. Je patrno, že vzorec (10) Je jenom zobecnění elemen­

tárního vzorce pro integraci 

/• 
- JC™+ł 

xmdx~ m+\ 
iV;přft>adě, že m ^ —\. / 

2* V případě, že-itt^r-i, udaný postup selhává* protože nelze 
v, tom přímdě odvoditivrovnici. (14)' ze vztahu (13), Tento vztah 

' •• ' , . ; v v - ',: - s - ' : • / ^ ••'.U. .fc;^,_^w^ . ' -•. . •: 
totiž nabude pro m~—1 tvaru rfl > >T/X/l-=Oradostanet|ievtomto 

přfpaďě;; y Xf *. *s= jA, kde A je konstanta.' Y 

", :-.$3»J$^ diferenciál 

•".- '"\: °T; "'"řrftf"^ • 
. ^ ; ; v v v / , ^ w ^ • ; 

*V.ť-' -•- ,'f "' \ 'v *,,;.. \VtlV-f-" v ' \iY*\:" W4. ,\;- y? f.*^^-- _-.-, ̂  *.'•; .: 
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Řešení. Obdržíme 

(4x'y* + 6x*y* + y* + 6x + y)y = 8x*y + .Sx2," + 5y* + 1 = 
= (2x*y + 6x*y2 + 5xyl + x + 4y)x. 

Podmínka integrability jest tedy splněna. Rozdělíme-li daný dife­
renciální výraz*) ve dva součty homogení řádu 5 a 1, dostaneme 

dU = [(4x*y* + 6x*y> + y*) dx + (2x'y + 6x*y* + 5xy*) dy] + 
+ [(6x + y)dx + (x + 4y)dy}. 

při čemž každý částečný homogení součet jest (věta I) úplným di­
ferenciálem. Aplikujeme-li na každý tento součet větu II, obdržíme 

(4x*y* + 6 x y + y)x + (2x'y + 6x»y* + 5xy')y 
u-- : g-p-j • . + 

(6x + y)x + (x + 4y)y + p p + c 
anebo, provedeme-li to, 

U = x*y2 + 2xY + xy* + 3x* + xy + 2y* + c. 

? 
Pozn. Tohoto postupu lze použíti při diferenciálních výrazech 

XidXi (úplné diferenciály), kde všecky funkce Xi jsou polynomy 

"*l ' **2» • • •> Xfi* 

2. Jest integrovati úplný diferenciál 

dU={í + ^jdx^2^dy. 
x 

Řešení. Vzhledem k identitám 

ly X* \ XIX 

jest podmínka integrability splněna. Aplikujeme-li na diferenciální 
<'+š),-iř-(--ja 
igrability splněna. Aplikuj em 

homogení výraz řádu.nultého (\+^)dx — 2^-dy vzorec (10), 

('+£)--&)' 
obdržíme 

u - o + i • — + c 

~ *) Říkáme d̂iferenciální výraz (diferenciální součet, úpiný diferenci*!) 
homogení řádu m ĉhceme-H označiti výraz ^pidxitkáe pi(xu *„.•., xn) 

bou homogení funkce fáán jn. •""•%',' 
7* 
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čili 
y2 ^ v 2 

U = ň—-JL + c. 
x 

3. Jest integrovati diferenciální rovnici 

dU=(\+ei)dx + ěy\\ - —\dy. 

Řešení. Lze snadno ukázati, že pravá strana rovnice je úplným 
diferenciálem. Použijéme-li na tento úplný diferenciál homogení 
řádu nultého věty II, dostaneme 

čili 
x_ 

U^x + yey + c. 
4. Jest integrovati diferenciální rovnici 

d(J= ( t te-ť- y-cos^ + -L)dx + ( c o s 2 - . ± - * § d y . 
\ x x x y2l \ x y2 y8/ 

Řešení. Po zjištění podmínky integrability, pišme danou rovnici 
v tvaru 

i í / = [ ( s i n i - i o o s i ) < Í I + c o s i « f , ] + [ J , * - ( l + p ) * ] , 

při č$mž jsme rozložili druhou část na dva úplné homogení dife­
renciály řádu nultého a (—2). Integrujeme-li každý z těchto dvou 
diferenciálů pomocí vzorce (10), obdržíme 

čili • • ; • . ' • : 

v = xsiíi-^- + ^ t i ! + c. 
• : . , ' • ' . ' . x y* • . 

5. Jest integrovati diferenciální rovnici 

* J f\xz zy z% I 
Řešení, Když jsme zjistili u. pravé strany tři podmínky integra-

Wlity, pišme rfJ7 v tvaru / 
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Integrujeme-li zvláště úplný diferenciál homogení řádu nultého po­
mocí vzorce (10) a úplný diferenciál homogení výjimečného řádu 
(— 1) obvyklými metodami, dostaneme 

U=Xy + Xy-Xy+log^ + logc, 

čili 

U = f+^-f, 
při čemž, jako všude, c znamená arbitrární konstantu. 

4. Vidíme tedy, že obyčejné metody pro integraci úplných di­
ferenciálů jsou nutné jen při diferenciálech nehomogeních, anebo 
homogeních řádu (—1). Stává se někdy, že po vhodné substituci 
úplný diferenciál nehomogení přejde v homogení a připouští zjedno­
dušení svrchu uvedená. 

Uvažujme na př. diferenciální rovnici 

dU=[(ž^yy- x^]dx+[ji?y + xT+^r]dy-
_ _ i _ _ 2 - U 

l(z-xyy z\ 
Když jsme zjistili u pravé strany podmínky integrability, položme 

z = ť-. (15) 

Touto substitucí daná diferenciální rovnice nabude tvaru 

auJ yft . y—ldx+í xfi + x hy-
_ _ _ _ _ _ _ 

HP>-xyy t* 
č_ 

. _ [_____ _ xt*dy _ 2___dt] Ixdy-ydx _1t\ 
U ~ l(r--xy)»+ (P-xy)* (P-xy)*] + \ x*+y*~ "*". t V 

Když jsme takto rozložili pravou stranu dané rovnice na dva úplné 
diferenciály homogení řádu prvního resp. (—1). integrujme první 
diferenciál podle vzorce (15) a drahý diferenciál obyčejnými meto­
dami. Obdržíme 

„ = í ř í + ^ ^ + a r c t g i + l o g , + ^ c = ^ ^ + 
+ a r c tg l . + log «** --j^z— + lo_ & + are tg £. 

[< 2tdt 
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anebo, v souhîasu se substituÈnî rovnicî (15), 

U= xyZ + ^ r c t g ^ + logea:2, z — xy l 5 x & ' 

kde c znamenâ arbitrârni konstantu. 

• 

Sur l'intégration des différentielles totales. 
(Ex t ra i t de l 'ar t icle précédent . ) 

. 1 * L'expression différentielle 
', n tt n 

]þtđxt + ]?фdxt + ...+ 'Уrtdxt, 

où fa qi,..., n sont respectivement des fonctions homogènes des 
variables xlf x2,..., xn des ordres différents k> /,..., m ne peut être 
une différentielle totale, que si chacune des sommes partielles 

« h n 

y\p)dxif ^Qidxu . . ., ^ndXi 

est aussi une différentielle totale (Théorème I du texte). 
On démontre cette proposition au moyen du lemme suivant: 

les puissances f°S f°N » -, /*»' d'une variable positive t avec les ex­
posants ax, aa>..., an réels et inégaux deux à deux sont linéaire­
ment indépendantes (Lemme du texte)* 

2. Llntégrale de l'expression différentielle totale 

?;•::•'"•:•/;;••'., \...'\-.. i;^^4 / "• v ̂  
•.••• -.' ..-•'* • • c f '. ' / • 

où Jf* sont des fonctions homogènes des variables x^ x2, •.., xn du 
mémip ordre m différent de (— 1), s'exprime par la formule 

. , . - ^ 
Xîdxi 

^ ^ du texte). 
Les'•rj^o^Mikfbft;f.,-ët-2*\;soiit illustrées par des exemples 

A ^ ' - Í : .• '••, 
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