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Bude pak
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Avsak y, zdviseti md pouze na c,, tedy plati totéZ o d’;’, musi

byti tudiz soudin M Z—};‘ pouhou funkei ¢,, co# jen tenkrdte mozno,
~1
je-le
M(e, a7, 7)) =W, (6,7,) ¥ (5 72),

kdez ¥, ¥, libovolné funkce znadi.
Napotom nutno - poloZiti

d ,
han) 2= @
T
kdeZ je « libovolnou stdlou, z ¢ehoZz pak plyne
d;
=ty (e, 7) ®)

2
Z differencidlnich rovnic (4), a (5) plynou integrovdnim p,
a y, co funkce ¢, a resp. c,, ¢imZz tkol feSen.

0 rovinnych racionalnich k¥ivkéch tretiho stupns.
(Poddva Dr. Emil Weyr.,)

Mezi veskerymi algebraickymi kiivkami nejjednoduseji lze
pojedndvati kiivky raciondlni. Raciondln{ kfivkou nazyvime
takovou kiivku algebraickou, jejiZ body lze jednoznalné (ein-
deutig) urcovati pomoci jediného proménného parametru spi-
sobem algebraickym. Zavedeme-li tudiZ soufadnice rovnobézné,
musi se tyto pro kazdy bod raciondlni kfivky jeviti co alge-
braické funkce jisté jednozna¢né proméné u, kterou pak para-
metrem nazyvime. :

Tak na pf. lze vyjadfiti soufadnice z, ¥y bodu piimky,
rovnicemi ' A

rz=a-}tau

y=b+pfu
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kde » libovolnou proménnou znali. KaZdé hodnoté veliiny u
odpovid4 jediny jen bod v roviné soustavy soufadnic a vesSkeré,
veskerjm hodnotim u piislusné body vyplhuji ptimku, jejiZ ro-
vnice znf:

Br—oy)=(@p—ba)

Pro pifmku miZeme rovnice pro z a y do vieobecnéjStho
tvaru uvésti, totiz co zlomky, jich% ditatelé i jmenovatelé jsou
linearné binomy. A ponévadz kaZdému bodu pifmky jedind hod-
nota parametru a naopak piislusf, musi obé souradnice (z,y)
pro tutéZ hodnotu = Stati se nekonecné velkymi t. j. jmeno-
vatelé obou zlomkd, které vyjadiuji soufadnice, musi se aZ na
stalého souCinitele Gplné shodovati. Soudime tedy, Ze i rovnice

o — a+-eau
T m-tnu
_ b+4pu

y_m+nu

urcuji body pifmee ndleZici.
, Rovnice ptimky té obdrzime vyloucenim parametru « z obou
rovnic. Tato eliminace pfivddi nds k rovnici:
(mB—obn)z+(an—mea)y = (af— ba).
Parametr nekonecné vzdaleného bodu piimky plyne z rovnice
m—4t-nu=0 t j u=-— —?—:—
a parametry bodd, v nichZ pifmka osy z, y protind, plynou ob-
dobné z rovnic
a+eu=0 ab-}pu=0,
Parametr priseku pfimky s libovovolnou ktivkou F' (z,y) =0
obdrZfme, vloZime-li do rovnice této kfivky za z a y hodnoty
pro piimku platici a feSime-li rovnici dle .
Obdobné lze vyjadriti soufadnice bodd kfivek drubého
stupné |které jak zndmo raciondlnimi jsou] pomoci rovnic:
e uttbu+tc
T g Ut buto
e utf-byu-c,
y= a; u® by u 4,

Rovnice kuZelosecky takto vyjddiené obdrifme eliminaci
veli¢iny % z obou rovnic které k tomuto d¢elu mdZeme pséti:
w (@ z—a)tu@,z—>b)+ (z—e)=0
w (@ y —ay) +u (bs y — b))+ (6 y — ¢;) = 0;
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vylouéfme-li poslednf ¢leny téchto dvou rovnic a délfme-li spo-
leénym ¢initelem w, obdriime rovnici:

uf(a, ) 2+ (a3 ¢,) y 4+ (8, 6,)] +[(b, &) x4+ (b3 ¢,) y + (b, ¢,)] = O
Pii ¢emZ vSeobecné k viili kritkosti poloZeno jest
a; bk - Ay b,' = (a.' bk)
a vylou¢fme-li naopak prvni ¢tvercem u® opatfené ¢leny, obdrzime

u (@) v+ (a38,) y+ (@, b)) + [, 65) 7+ (a3 ¢,) y + (4, ¢,)] = 0.
Vylouéenim veli¢iny » z poslednich dvou rovnic obdrzime
koneéné rovnici kuZeloseCky :
[(@;85) -+(a30,) ¥ + (2, 8,)1[(Byc5)2 +-(b30)) y + (br6,)] = [(a2 ¢5)
A (@50) Y+ (a,6,)]
Jest to kiivka dotykajici se primek
(a,b3) @ + (a3 by) y (@, b,) =0
(bee3) 2+ (bye) y+ (b e)) =0
v bodech, kde tyto protinajf pfimku:
(@y¢3) 2+ (a3 ¢,) y + (a, ¢;) = 0.
Jdeme-li o stupeh vySe, pfijdeme ku kfivkim Fidu tietiho,
pro které pak (jsou-li raciondlnf) plati rovnice:
_ Wb ulteuid
T ey udbut-fe,u-td, 1)
_ G Wb ut e u-d,
Taut b ut e ut-d,
Rovnice kiivky samé obdrZeli bychom vylouéenim parametru
% z obou téchto rovmic. Obé soufadnice x, y stanou se soucasné
nekoneéné velkymi, je-li:
a, w4+ b u* 4 cu+d, =0,
kofeny této rovnice jsou tedy parametry nekonecné vzdilenych
ti{ bod@ nasf kiivky. Dle redlnosti, pomyslnosti a rovnosti ko-
fendt posledni rovnice mohou nastat ndsledujici ¢tyry piipady:
1. vSecky tfi nekonecné vzdilené body jsou realné,
2. dva pomyslné a jeden redlny,
3. dva splyvajici a tieti redlny,
4. viecky tii splyvajici.
V prvnfm pipadu mé kfivka tii vétvé v druhém jedinowu,
v tretfm jest nekonené vzddlend piimka tangentou a kiivka
mé dvé vétve, a v Ctvrtém pifpadé jest nekoneéné vzdalena
piimka teénou obratu a kfivka ma jedinou vétev.
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Pro priseky s lzbovolnou pifmkou
Az + By-+4+C=0
obdrZime, dosadime-li za z a y hodnoty, rovnici:
A (a,u*+bu’4cu—+d,) + B(a,u®+b,u* -+ c,u-d,)

—+ C (a4’ 4 byu’+c,u +d,) =0, aneb
~u®(4a,+Ba,+Ca,) +u® (Ab,~Bb,~ Cb,) +u (Ae,+Be, - Ce;)

+(4d;+ Bd,+Cd,)=0,
z kteréZ plynou tf¥i kofeny u,,%,, %, co parametry tfi priseki
kiivky a pifmky. PonévadZ dva body kfivky jiZz urfuji jimi
prochdzejici pfimku a tedy i tfeti prisek této s kfivkou, soudime,
Ze mezi koteny #, u,u, posledni rovmnice musi platiti takovy
vztah, Ze 1ze z dvou téchto tff hodnot vidy tiret{ jednoznacné
urciti.

Rovnici, tuto souvislost vyjadfujicf, ndsledujfcfm splsobem
obdrzime. Zavedme zkricené oznalen : '

(W), = uy +uy +u,
W)y = Uy g s ) + 4y Uy
()3 = 1y ty Uy
Pak plyne ze znédmych vlastnosti souciniteld rovnic vyssich
stupid, Ze:

(W), = — Ab, -+ Bb, |- Cb,

. '™  Aa,-} Ba, -+ Ca,
W), = Ae, + Be, + Ce,

*™ Ada,-+ Ba,- Ca,

W), = — Ad, 4 Bd, + Cd,

*™  Aa,+ Ba, -+ Ca,

aneb:

A [a,(v),+b,]1 + Bla,(w),4b,] + C[a3(u), 45,1 =0

A [a,(w),;— ¢,] + Bla,(u),—c,] + Claz(u), —e,] =0

A [a,(w);+a,] + Bla,(u);1-d,] + C[as(w); +d;] =0
Z téchto rovnic plyne vyloucenim koefficienti 4, B,C rovnice,
na hodnotich A4, B,C a tedy i na poloze pi{mky nezdvisli, ve
formé determinantu

|l (w) 18,1, [@yw), 48,1, [a;(w), + 5]

(@, (W), —ei], [a,(), —ec,], [a;(w);—¢5] |=0.

[a,(w)s +a,], [y (u)y +d,], [a;(u)s+dy)
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Rozlozime-li determinant na osm determinanti jednoduchymi
prvky opatfenych, obdriime:

a,(u), a,(u), as(u), 1“1(“)| ay(u); by lay (), by ay(w),
ay(U)y Gy (w)y a3(w);| + |@, (u), ax(u)y—cy! - !al(u)z —¢, a5 (), |+
a W)y a5 (u); a3(u); [y (W) @y () ds! |, (u);  dy az(u);

by ay(w), aa(“)ll
— €y Ay (1), a5 (%),
| dy ay(u); ag(u),

b, b, az(u),

—C —Cy ay(u), | +
d,  dy az(u),

b, ay(u), b,

-0 az(u)z —¢; |+
Codyay(u)y 4y

+

a(w), b, b l b by b i
W)y —C —C |+ | —0 —C—0 ‘ =0.%
a,(w)s dy dy | d dy dy

Vyjmeme-li v prvnim determinantu spoleény soutin a,a,a,
a v dalsich trech vidy seutiny a,a,, a, a,, a, a,, shledime, Ze
prvni ma vSecky, a ostatni t¥i vidy dva sloupce totozné, tak Ze
prvni Ctyry determinanty se rovnajf nulle.**) Zbyvajici ¢dst rov-
nice lze psati:

(u); by b, (w), b b, (w), b, by [0,0,04
ay |(U)y—Cy —C5|— @y |(U)y—C, —C3|— @5 |(U); —C,—C1|— (€, €,63) = O
() dy, dy () d, dy (), dy dy |dd.d,]
Rozvineme-li a spojime-li ¢leny (u),, (#),, a (u); obsahujic,
tu obdrifme:
(W), [a,(dy 5 —cydy) +-ay (dy 0, — 5 dy) + a3 (dy ¢, — ¢, dy)] +
(), [al(badz"b2d3)+a2(blds-b?.dl)+a3(62d1_b1d2)]+b“ -
102 03
(); [@,(b3C,—by03) + @y (by3—b30)) +05 (b6, =8, 6,)] — |1 €z 65| =0
. d,d,d,
aneb: -
Ay a, 0 a, a, aj | a, a, a, b, b, b,
(w), |d,d, d, +(u),_,1 Ay dy dy )yl ey e 00 | —€ 6] =0,
¢, €,y G i by by by b, b, by d, d,d,
- aneb:
a, a, ay a @, ay | a, a, ay by by by
(W)s [ By By By [-(u)y} By By by i-() | €y €5 €5 || 1 65| = 0
¢ ¢, ¢ d, dy dy | dydyd,| |d, dyd,

*) Viz Studniéka ,0 determinantech® str, 25.
. *) Viz Studnitka l. c. str. 23.
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aneb kratceji:
()s (@, by €5) 4 (w), (a,D, dy) + (1), (ay 2 d3) + By ¢z dy) = 0(2)
Polozime-li nyni k viili vétsi kratkosti -
(a, by ¢g) = M3, (ay b, dy) = M,,
(@, e dy) = M, (b, d3) = M,
pak rovnice téz zni: _
M, -+ M, (w), + M, (W), + My (u); =0. @) -
VypisSeme-li tu, bude
MM, (u, oy uy) 4 My (g vty 0y 20, ;) - My g,y = 0.
Tato rovnice vyjadfuje podminku, by tii body kyivky u,,
u,, u; se na téZe pifmce nalezaly.
7 rovnice té lze uréit tteti prasek u, ptimky prochazejici
danymi dvéma body u,. w, naSi krivky.
Pi§eme-li totiz zdkladni nagi rovnici (2) ve formé:
(MM, (uy~+- vy ) Moy wy ] ug [ M-, (uy-+,) My s ] = 0,

tak obdrzime:
M+ M (uy A wy) - My u,
M, + M, (u, —+u,) + My uy uy -
Jak z posledniho tvaru zékladni rovnice na jevo vychdzi,
bude tato pro zcela libovolné w, splnéna, jest-li soucasné
My + M, (uy ) + My 0y u, =0 4)
M, + M, (w, +uy) + Mz uy uy =0,
takie kaZdy bod kiivky s obéma body plynoucimi z rovnic (4)
na tétéZ primce se nalezd; pifmka spojujici body, jenZ z rovnic
(4) plynou, jest tedy dplné neuréiti. Z toho soudime, Ze kaddd
bodem u, (z rovnic (4) urfenym) prochazejici pifmka protind
ktivku v bodé wu, (téZ z (4) plynoucim), coZ se vSak jen pak
miZe stati, splyvaji-li tyto dva body v jediném jen bodé roviny
kiivky. V bodé tom protind tedy kaidd jim prochdzejici pifmka
nasi kiivku v dvou splyvajicich bodech a bod ten jest tudiz pro
kiivku bodem dvojngjm.

NaSe kiivka tedy md bod dvojny a z rovnic (4) plynou
parametry obou dvojnému bodu (na nfm prochdzejicich vétvich)
nekonecné blizkych (sousednich) bodd.

Z rovnic (4) plyne

Uy = —

. — M, M, — M, M,
Rl T T T
— Ma Mz‘_‘]erg
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tak Ze tedy parametry bodu dvojného (t. j. vlastné parametry
bodt tomu nekonecné blizkjch, na nfm prochdzejicich vétvich
se nalezajicich boddl) jsou kofeny kvadratické rovnice:

w*(M, My—M,*) - (My My—M, M,)u—+(My M,—M,*) =0 (5)

Tyto koteny budou reilné, pomyslné aneb splyvajici, dle
toho je-li

(Mo My — M, M,)* = 4(MM——M (M, M,—M,?)

YV prvnim piipadu JSOll oba sousedn{ body bodu dvojného
reilné a tedy i teény bodu dvojného (piimky jej se sousednimi
dvéma body spojujici) t. j. bod dvojny jest skuteéngm bodem
takovym, v kterém se dvé realné vétve ktivky protinaji. V dru-
hém ptipadé, jest dvojny bod bodem isolovanym &ili osamotnélym
a v tietim piipadé kde oba body sousedni a tedy i obé teény
splyvajf, mdme bod ndvratu.

Na zékladé rovnice (2) lze vSeliké, raciondln{ kiivky se
tykajicf otdzky rozlustiti.

Splynou-li dva z tff prisekdt w, u, u, pi{mky a kiivky
na pf. u; a u,, stane se pifmka te¢nou kiivky v bodé u, a u,
bude dalsf priisek teény s kiivkou. Bod w, se pak nazyva bodem
tangencidlnim bodu wu,.* '

Relace mezi bodem u, a jeho bodem tangencidlnim plyne
z rovnice (2) jest-li ze poloZime u, = u,; tim obdrZime:
(M, -+ 23, ty - My ?| o [ 20, 0+ Dy, =0 (6)
z které rovnice lze k danému bodu u, prlslusny tangencidln{
bod u; nalézti; jest totiZ:

M,+2M, u, + M, u2
T M, ~+2M, u, -+ M, u,*

Chceme-li naopak k danému bodu w, piisluSny bod wu,
najfti, tu nfusime patrné fesiti dle w, quadratickou rovnici (6):
10y (M~ My ) ~2uy (M + M, we) +- (Mo + My u,) =0,

z CehoZ plyne:
— (M A-Mw) =V (M, — B, M, )w, * 4 (0, M,— M, M) w,+ (M, *— M, M)
Up = M, + My,

Obdrz(me tudiz dvé, bud soucasné reilné aneb soucasné

pomysiné hodnoty pro u, t. j. z kazdého bodu krivky vychizej

U =

*) Viz: Cremona ,Uvod do geometrické theorie kfivek rovinngch str. 44.
¢eského vydénf.
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dvé bud soucasné redlné aneb soucasné imagindrni tangenty
kiivky. A ponévadZ tangenta v bodu samém platf za dvé (sply-
vajicl) tangenty, tedy soudime, Ze kaZdym bodem prochizeji
2+ 2==4 tangenty kiivky a Ze tato jest tedy ctorté tridy.
Vseobecnd kiivka tfetiho stupné nemajic bod dvojny jest Sesté
tiidy; bod dvojny zmensi tiidu plvodni vidy o dvé jednice.

Co se tkne realnosti neb pomyslnosti obou s bodu w, pro-
loZenych tecen, tu zdvisi tato na znaménku veliiny pod odmoc-
ninou se vyskytujici.

Ma-li rovnice
(M,* — My My) w,* ~+ (My M, — M, My)u, + (M *— M, M,) =0
realné koreny, pak tyto oddéluji veskeré redlné hodnoty na dvé
¢dsti, z nichZ jedna ¢ini vyraz po levé strané posledni rovnice
stojfcf hodnotou kladnou a druhd hodnotou zdpornou.

Posledni rovnice jest vSak rovnice (5), tak Ze tedy pro
pifpad, kdy kiivka ma skuteény dvojny bod, tento rozdéluje
kifivku na dvé ¢dsti. Kazdym bodem jedné, prochdzeji dvé redlné
a kaZzdym bodem drubé dvé pomysiné tecny. Posledni &dst na-
zyvime kliékou kfivky.

Mi-li rovnice (5) pouze imaginarni kofeny t. j. je-li dvojny
bod bodem osamotnélym, pak by se u, mohlo stiti bud vidy
redlnym aneb vidy pomyslnym t. j. pak kaidym bodem by
prochdzely bud dvé redlné aneb dvé pomyslné teény. Z téchto
dvou pripadd miZe vSak pouze prvni nastati, neb je-li «, libo-
volny bod ktivky, tu teéna jeho protne na kaidy pdd kiivku
v redlném bodé w,, kterym mimo redlné teény w,w, musi pro-
chizeti druhd redind teCna. A to pak plati pro veikeré body
krivky.

Splynou-li veskeré tii priseky pifmky a kiivky v bod je-
diny, pak jest tento bodem obratu (inflekénim) a piislusnd tecna
jest tecnow obratw. Bod obratu splyvd tudiZ se svjm bodem
tangencidlnim. Parametry bodd obratu obdrZime, poloZime-li
do zdkladni rovnice (2) w, —wu, —u, —u.

Tim stane se (u) =3u, (u), = 3u? (u); =u® a pro body
obratu obdrzfme tudiZ rovnici:

M u*~+3M, w*+3 M u—-+ M;=0
kterd jsouc tretfho stupné tii kofeny w, w, w, miti bude. Tyto
koteny jsou pak parametry bodd obratu. Takovjch bodd stivd
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tudiZ tré. Bud jsou vSecky redlné aneb jeden redlny a dva
sdruZené imagindrni. Z posledni rovnice pro body obratu plyne

—3M,
(u)l = Ms. -
(u)z [t _,?Zénl_
3
— M
Wy = g

ndsobime-li tyto rovnice posloupné diniteli A, M, M, a secte-
me-li, tu obdrzime:
M, (w), + My (u)y ~+ My (w)y =— M,
a tudiz
My~ M, (w), M, (), - M; (u); =0
z ¢ehoZ plyne: ,Ze vSecky tri body obratu se na pFimce nalézaji.*

Kazdy bod obratu md tu vlastnost, Ze splyva se svym
bodem tangencidlnim, ponévadZz jeho teCna jest p¥imka proti-
najici krivku v trech nekonetné blizkych bodech.

Zakladni rovnice stane se co moZnd nejjednodussi, udini-
me-li, aby dvojnému bodu piisluscly parametry 0, oo, coZ vidy
mozné jest. Dostaci povaZovati co parametr « libovolného bodu
karakteristicky pomér *¥) paprsku U = du, vzhledem k teéndm
sin T, U
sin T, U’
necné blizky bod vétve T, (t. j. vétve, majici 7 za tangentu)
mé u=0 a vétve T,, w — . Ze karakteristicky pomér
sin 1 U lze vziti co jed ¢ny parametr, o tom resvéd-
sin T, U jednoznacny parametr, se presv
¢ime ndsledujicim spisobem.

Geometricky jest to taktka bezprostiedné jasno. Neb bodem
dvojnym 0 prochdzejici paprsek U jest Gplné urcen :karakteri-
stickym pomérem '—:%Z—g,:g a naopak paprsek U urcuje hod-
notu poméru uplné. Dile viak protind U kiivku mimo v d jen
v jediném dalifm bodé w, kdezto naopak téZ bod u kiivky nasi
tiplné uréuje paprsek ou =U.

S ——

T, T, bodu dvojného o t. j, poloZiti u = pak neko-

*) Viz: Cremona ,Uvod do geometrie th. ki. rovinnych.
*¥) Viz; ,Zékladové vysSsi geometrie® str. 12,



33

Z toho ihned plyne, Ze hodnota pométu Eﬁ—g g tiplné a
jednoznacné urcuje bod = kiivky, tak Ze pomér ten miZeme
povazZovati za jednoznatny parametr bodu w.

Téz analyticky lze véc stvrditi; a to ndsledovné:

Rovnice kiivky tretiho stupné vSeobecné znf:

Az? -3 Bx*y+- 3Czxy*+Dy*+Ez*+ 2Fzy+ Gy*+ 2Ha+ 2Jy+K—0

M4-1i kiivka miti dvojny bod musi pro néj stivat rovnic *

M =845+ 6Bay30y* -2 Hr+-2 Fy+-2H =0
g-lyf:3Bx2+60xy+3Dy2+2Fx+2Gy+2J=0

a ma-li bod dvojny byti poCitkem soutadnic, pak musi byti:.
K=0, H=0, J=0
tak Ze rovnice zni:
Az*+-3Ba*y+3Cay*+ Dy3+ Ex* -2 Fxy+ Gy*=
Maji-li konecné osy x, y byti te¢nami 7}, T, bodu dvojného,
musi pro # =0 y rovnati se tiikrdte nulle, a naopak; coz di
podminky G=0,E=0
tak Ze rovnice v soustavé T, 0 T, zni:
Ax*+-3 Bz*y+3 Cay®* 4 Dy*+-2Fry =0
Polozime-li nyn{ pro libovolny bod u:
sinT, U Y
sinT, U™ %=
bude y — uz, coz vloZeno do rovnice kiivky da:
z* (A~+3Bu--3Cu*+ Du3)+21’x w=0-"

aneb: r—— 2 Fu
— T TAF3But3Cu’+Du® ’
_ 2 Fu®
Y =" AT 3BuL 30w D’

Skutecné se tedy jevi 2, y co raciondlnf funkce parametru u.
Rovnice (3) pro bod dvojny znély:
My + M, (w, +-wy) 4+ M, u, uy =0
M, + M, (u1+u2)+M %y 4y =0
aneb délime-li u2

--»—{—M ( +1)+Mu =0

*) Viz: Studniéka ,,Zakladové vys&f ma,thematiky“ L ail, str. 181.
’ 3
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"ng“i‘Mz (11‘+1)+M3“1:0

Uy Uy
a povadZime-li Ze jim musi bjti zadost ucinéno, poloZfme-li
#, =0 a u, = o, tu obdriime

M =0
M =0.
a zakladni rovnice znf tudiz
M,+ M, (u); =0
aneb
M,
ulu,u,:———Ms— s

T M,
aneb poloZime-li — o= K

Uy Uy ty = K.
Pro na§ piipad jest :
a, =0,5,=0 6 =—2Fd =0
a,=0,b, =—2F,¢c, =0 ,ds =0
a=D,b,=3C ,c,=3B ,d,=4

tedy:
bye d, 0 —2F 0

My=|bc,dy| = |—2F 0 O0|=2F(—2F4d)=—4AF*
bye;dy | 3C,3B, A

a, b ¢ 0 O —2F\

M,=|a,b,¢,| = |0—2F 0 |=—2F(42FD)=-4DF?
a, b, ¢; D 3C 3B

Méme tudiz:

M, ___4_
. n, — D=k
Splynou-li body %, w, v jediny bod w, pak se u, stane
tangencidlnim bodem bodu % a z rovnice:
Uy Uy Uy = K

plyne:
u, uw =K
co rovnice mezi bodem tangencidlnim w, a bodem pdvodnim.
Z rovnice té plyne
K

Uy = —5
1 u%
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a dile "=+ K
ul
Kazdému Uy odpovidaji tedy dva body w, totiz:
w = -4 v , u—=— _‘@,
%y
cos jsou parametty bodi styku bodem u, prochézejicich tangent
ktivky. JelikoZ * — — wu’ aneb u’/-}«” =0, jsou paprsky
U,=0u’ U, = du* vzhledem k te¢nim 7, T, bodu dvojného
harmonicky sdruZené.*) Vidime tudiz, Ze body »’«" majicf spo-
le¢ény bod tangencidln{ promitaji se s dvojného bodu d v paprscich
tihel teten.bodu dvojného harmonicky oddélujfcich. Takové dva
body »‘ w”, spoletnym bodem tangencidlnim., Opatrene, nazy-
vame ,sdruienymi body krivky*. '
Paprsky U, U, tvoi{ (méni-li se sdruzene body w' u)
kvadratickou 1nv01u01, pro kterouz T, 7, jsou paprsky. dvoj-
nymi. KaZdému bodu «‘ kfivky pifslu§{ jediny jen bod -sdrm-
Zeny w'; mneb w’ urCuje U, paprsek ten pak U,, a piimka ta
bod w*. Z vyménlivosti v involuci paprski U, U, plyne pak téZ
vyménlivost aneb involutornost bod w’ u’.
Pro body obratu méime u, — w, — w, = na p¥. u; coZ
vloZeno do rovnice u, u,u, = K d4:
w=K
z CehoZ jde (oznaéime-li nyni opét pismenaml Uyy Uy, Uy para-
metry bodd obratu):

=V1?

3
uz—-a\/f
Uy =0 VK

je-li v K aritmetickd hodnota tiet{ odmocmny z K a o imagi-

narni tret{ kofen z kla\dné jednicky, t. j.
—l+v—35

- Ndsobfme-li parametry bod& obratu, obdrZime:
3

Uy Uy 10, = a® (VK3
aneb - ’ Cuyuyuy = K,

v *).Viz: ,Zskladové vyssi geometrie® str. 13. 3*
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¢imZ nabyvdme po druhé dikazu, Ze inflekéni body naSf kiivky
se na pifmce nalezaji. ’

Z rovnice (6):

) %, Uy Uy = K
platici pro tii body kiivky na piimce se nalezajici méZeme
vyvinouti nejvétsi' ¢dst onéch theoremidi, které se obycdejné pro
kiivky 3. stupné uvddéji.

Obmezime se sdélenim nésledujicich vét a jich dikazd,
ponechédvajice si podrobnéjsi pojedndni o téchto zajimavych
otdzkidch budoucnosti.

Theorém. Nalezaji-li se tii body nasi kiivky na piimce,
pak se téz jich body tangencidlni nalezaji na pifmce.

Dikaz. Budtez w, u, u; tfi body nasi kfivky na piimce
se nalezajici, t. j. budiZ:

' Uy Uy Uy = K.

Jsou-li w,’, u,’, u,’ tangencidlni body, pak mdme, dle dif-

véjstho:

u,! = lf—
1 ulz
Uy’ = —Ig
2 ,uzz
Uy’ K.
3 uzz
a tudfZ: .
s K(! K3 .
' “2 = (“1 Uy us) — K*
aneb

w by ut = K,
¢fmZ% véta dokdzéna jest.*)

Theorém. ,Jest-li na$f ktivce vepsin tplny Ctyrstran (sou-
stava Sesti bedd jevicich se co priseky &tyr libovolnych pifmek)
tu kazdy pér protilehlych vrchold jest parem harmonicky sdru-
Zenjch bodd kfivky.® . .

Dakaz. BudteZ w,-w, u,u,’ u,’ uy’ vrchole vepsaného ctyr-
stranu a sice tak, Ze u, u, u, tvoif trojahelnik, kdeZto w, ‘v, u,’

" jsou na p¥fmce.

*) Véta, ze inflekénf body se nalezaji na piimce, jest Jen zvlastnfm pif-
padem této véty.
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Pak mame:
wuy ! = K
ale obdobné
wy Uy Uy = K
uy 1y u' = K
Uy Uy U = K
nasobime-li prvni s druhou a pak tieti s étvrtou z téchto
rovnic, obdriime:
Uy Uy U’ Uy Uy = K
Uy Uy Uy U Uy = K2
z cehoz jde.
U = uy?
a jelikoZ nemiZe byti u,'—=—w,, mus{ byti
u3 = U
aneb tedy w, a u,’ jsou body harmonicky sdruZené. TotéZ plati
0 u, %’ a0 u U’
Theorém. Protinaji-li dvé piimky naSi kfivku v bodech u,
Uy Uy & .’ ' uy’ pak pifmky u,’ w,’, w, uy’ u, u,’ uréujf na
kiivce opét tfi body «,“, u,", u," na piimce leZici.
Dikaz. Dle toho, co predpokldddme, jest predné:

uy o Uy = K
Uy Uy’ Uy =
a za druhé téz
u, u' w,"' = K
Uy Uy’ Uy =
Uy Uy’ Uy =
z ¢ehoZ plyne ndsobenim:
(g wy ug) (uy’ Uy’ ") (w0, w," uy) = K3
aneb na zakladé prvnich dvou rovnic
’ uy " Uy "oyt — K,
#mz véta dokézdna. Véta predchdzejfci jest zvliStni piipad
této véty, myslime-li si totiZ, Ze pHmky u, u, ; a %,/ u,’ uy’
jsou nekonecéné blizkymi.
Theorém. Jsou-li u’ u* body styku teten s bodu %) ku kiivee
poloZenych, pak jest tret{ prisek w, pimky u‘ u“ a kiivky
sdruZenym bodem bodu w,.
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Dikae. Méme piedné

u_+v

w— —
“1
a déle
‘ uw u uy = K
Z prvnich dvou rovnic plyne ndsobenim

wu'—=— £
Uy
aneb ,
wu'y =—K
a jelikoZ ' u” u, = K a tedy
Uy = — U,

aneb

-+ u, =0

¢imz véta dokdzdna.

Theorém. Spojime-li dva sdruZené body w’ u” nasi kiivky
s libovolnym jinym bodem w, protnou obdrZené dvé primky
ww', wu' ktivku opét v sdruZenjych bodech u,’ wu .

Diikaz. Mame predne

w = — u",;
dale pak
uwu u' =K
v wu =K
a tedy . ’

w oy = u u,"
a na zakladé prvof rovnice jest:
: w' = —u"
- ¢imZ véta dokdzdna.

Theorém. Je-li ktivce na$f tplny ¢&tyrdhelnfk (soustava
¢ty na kfivce leiicich bodd) w, u, w, u, vepsin, tak protinaji
tii pdry._ protileblych stran k¥ivku v tfech pdrech bodd, které
uréujf tii pimky, timté% bodem w kfivky prochézejfci
" Dikae. BudteZ u,’ u,” priseky. stran u, u,, u; %, S knvkou,
obdobne budtes gy’ uy* priiseky kiivky se stranami u, u, a u, u,
a koneéné budtei ,“u; priseky kfivky s protilehlymi stranami

Uy, Ugtly; déle budiZ w prisek kiivky s pHmkou u, ‘u“.
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Tu mame tedy
y Uy %' =K ug u, uy _K
Uy Uy U, = K Uy Uy U =
Uy Uy Uy = K woulu =K
uy uy ' = K
Z rovnic téch plyne:
K2
ullu " :u uol/——uslusll:
Uy Up Uz U,
a ponévadz :
K
wl ot —= =
|8 1 %
jest téz
Uo! Uy’ = Uy U = —
2 3 %
aneb
Wty Uy = w Uy Uy = K
¢fmz dokdzdno, Ze téZ primky w,w,” a u,‘u,” prochdzi bodem u.

(Pokracovéni.)

Novy zrcadlovy elektromér.
(Popisuje Josef Hervert.)

Stroje, jichz se ku poznéni elektrického stavu i k zkou-
ménf elektrostatickych zdkonl pouZiva, jsou rozmanité, jako roz-
litné druhy elektroskopi jak obyéejnych, tak kondensaénfch a
pak tak zvané elektroméry, k jichzto vyndlezu aneb modofikaci
se pojf Cetnd jména badateld, jako jsou: Henly, Cavallo, Cantor,
Adams, Bennet, Parrot, Buff, De Luec, Volta, Bohnenberger,
Fechner, Hankel, Lamont, Matheson, Thomson, Riess, Palmieri,
Coulomb, Orsted, Dellmann, Peltier, Kohlrausch, Zenger, Rom-
mershausen a j.

Fysikélnf kabinet &eské polytechniky obdrZel letos od Lon-
dynské firmy brati{ Elliotd novy elektromér, jenZ se od vSech
uvedenjch namnoze li§{ a jejZ tuto blize vysvétliti chei, pokud
jsem mu z pokusd vyrozumél, jelikoZ jsem popis a vyklad jeho
posud nikde nalézti nemohl.
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