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VYUCOVANI.

Metodika matematiky zjevia kolektivnich.
Vaclav Skalicky, RG Pardubice.

Tento &lanek mé byt pokusem o detailni metodiku jedné partie mate-
matického udiva. Jak upozorniuji ve svém ¢lanku ,,Detailni metodika mate-
matiky*, je kaZd4 prace tohoto druhu nutn& zabarvena podle osobniho
autorova pojeti p¥islusné partie. Jsem presvédéen o nutném a piirozeném
odklonu poétu pravddpodobnosti na st¥edni Skole od pojeti kombinatoric-
kého k takovému, jeZ se opird o statistiku. Duvody toho naznaéil jsem
v préci samé jen struénd. Obsirngjsi odtvodnéni by vyplnilo ¢élanek zvlastni.

1. Uvod. Obeené poznamky.

1,1. Formulace tkolu. Pod nazev , matematika zjevil kolek-
tivnich* zahrnujeme zdklady poétu pravdépodobnosti (v dal-
§im jen PP) a teorie pojiStovani. Predmétem jejim jsou nékteré
zdkonitosti zjevl zvanych ndhodné, to jest zavislych na velikém
poétu pfiéin. Zakonitosti tyto se v8ak projevuji jen pfi hromadném
(kolektivnim) vyskytu zjevi. Jejich systém a jeho matematickou
teorii nazyvime poétem pravdépodobnosti. K nému pak se pfipo-
juje ve skole aritmetika Zivotniho pojistovani jako jedna z praktic-
kych aplikaci matematiky zjevi kolektivpich.

1,2. Zakladni stanovisko a viidéi motiv metodicky. N4as postoj
ke kterémukoliv ze struénych hesel osnov bude vzdy uréovan obo-
jim tkolem matematického vyudovani: materidlnim i formalnim.
Tak bude téz formovéna naSe cesta k dosaZeni cile, vyudovaci
metoda.

Vyklady maji byt zaloZeny na statistice, nemaji vychéazet
z pouhé definice pravdépodobnosti. Jedinym diévodem, proé¢ lze
poétu pravdépodobnosti v praksi vibec uzit, je mléky uznivana
platnost zakona velkych é&isel. Proto m4 tento zdkon, jen je potvr-
zovan zkuSenosti, stati v &ele vykladu. JiZz tim je zaruden jisty
zfetel k pozadavku, aby matematické vyuovani bylo v ndleZité
spojitosti s b&Znym Zivotem, aby dosahovalo u Zaku jistych védo-
mosti matematickych, a soutasné jim dévalo (vhodnym vybérem
‘materidlu) poudeni o ruznych vécech duleZitych pro vychovu
budouciho obdana. Povaha takto pojatého tkolu pi¥imo vede
k ulohdm oblansky vychovného rizu.
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Mezi tGkoly matematického vyulovani pat¥i oviem téz kol
piusobiti k rozvoji dusevnich schopnosti, zv1a§té schopnosti spravné
a obratné usuzovati. To oviem vede k druhému moZnému stano-
visku: klasickému, jez vychazi z definice pravdépodobnosti. Malo-
ktera partie klade na Zakovu soudnost tolik pozadavku jako PP ve
svych kombinatorickych tlohich, agkoli skuteéné podetni operace
jsou tu minimalni. Ulohy, k nim% ¢oto stanovisko vede, nelze za-
nedbat. Volme je viak tak, aby co nejvice odpovidaly prak51 a byly
vychovné. Tedy méné osudi, kouli a karet, a vice pojmi z ndrodniho
hospodatstvi, p¥irodnich véd, psychotechniky a pod.! Vybér vhod-
nych Gloh je dnes jesté chudy, mize viak byt obohacen spolupraci
vsech na véci interesovanych. V Zadném pripadé vSak nezapomi-
nejme, Ze zakladnim rysem zdkont PP je kolektivnost, hromadns
platnost v systému velikého podtu situaci téhoz druhu. Uloha, jez
nepiipousti svym razem piedstavu hromadného vyskytu, pocetneho
opakovam situace v ni obsaZené, nebo ji pfipousti jen s jistym nd-
silim, neni vhodnou tlohou.

Uréujeme tudiz svij zédkladni postoj a vadéi metodicky motiv:
PP wuéime se stalym zretelem k jeho kolektivnosti. V aritmetice pojis-
tovaci je kolektivni, statisticky zaklad urden jiz jeji podstatou.

1,3. Pomér k jinym partiim matematického uéiva. PP je
z ubiva vySsiho stupné jedinou partii, jeZ se opird témét jen o ele-
mentarni vykony podetni. Nékteré tlohy vedou k aritmetickym
fadam; ojedinélé téZz k nerovnostem (Glohy o délitelnosti &isel).
Veliky podet tloh souvisi s kombinatorikou. Také geometrie miize
byt podkladem mnohych tuloh. Pojistovani je ve spojitosti s jedno-
duchymi tlohami slozeného trokovani. -

Kolektivisticky pojaty PP opird se jesté o tyto matematické
pojmy: grafické zndzornéni a funkéni zavislost. Uz v kvarté mi-
Zzeme uplatniti grafické znizornéni kvantitativhiho ndhodného
znaku v kolektivu (vyska téla a pod.) nebo v tmrtnosti a j. Pojem
limity a limitniho procesu je kolektivistickymi tlehami vhodné
procviéovan.

Vnitini spojitost s ostatni matematikou je hlub&i povahy. Neni
nahodilé, Ze v systému st¥edoskolské matematiky tvoii pravé PP
zavér aritmetického uéiva. Logickd soudnost, pfesnost v mysleni,
jednoznaénost vyjadfovani a schopnost pofadati véci v systém ms,
v PP velikou dileZitost. Z tohoto hlediska mtZeme prohlasit, ze PP
eerpa z celého piedchoziho udiva, nebot vie, co bylo jmenovéno, je
piinosem matematlky do formélniho vycv1ku ducha zakova.
V tomto smyslu je PP jejim vyvrcholenim, tiebas zdanlivé tvo¥il
v jejim systému Gast zcela specidlniho charakteru.

1,4. Nékolik poznimek k praksi vyu€ovaei. PP je partii, v niz
je zdanlivé méilo obecnych ndvodu k FeSeni dloh; priklady se tu
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nedaji Yesiti Sablonou. V tom je téz jedna z p¥idin, proé¢ je PP po-
mérné maélo obliben u Zakl, zvlasté u slabsich. Proto vénujeme
volbé tloh feSenych spoleéné ve Skole zvySenou pozornost, a sna-
Zime se vybrati Glohy skuteén¥ typické. Také formalni strinka
feSeni m4é své specidlni pozadavky : zapis na tabuli nebudiz v téchto
tlohéch piili§ struény. Jeito poditani tu byva velmi malo, zddejme,
aby Zaci v prehledné formé zgpsali ve zkratkach i hlavni logické
soudy. Totéz pak Zdddme téZ v domdcich cvidenich a pri plsemnych
zkouskach §kolnich.

Formulace textu Glohy musi byt jednozna&na. I jediné chybé-
jici slivko muZe zpusobiti, Ze dvoji ruzny vyklad textu vede.
k zcela riznym vysledkiim. Velmi cenné jsou téz tlohy, v nichZ tak
zvany ,,zdravy rozum‘‘ vede k chybnému ¥eSeni; maji i historickou
cenu. [Na pf. Galileiv problém hridu v kostky, paradoxon pana
de Meré; viz Schoenbaum a Friedrich, lit. (1), (2).]

Ziskané poznatky mohou byt prohloubeny v souborném opa-
kovéini zivéredné tiidy. Zvlasté geometrické pravdépodobnosti
mohou byti postaveny do pravého svétla, v némz vynikne zvlasté
dulezitost miry podtu pfipadd mozZnych a piiznivych. [Pékny je
na pi. rozbor Bertrandova paradoxa; Kaucky, lit. (3).] Také
provedeni experimenti o pravdépodobnosti empirické a jeji sou-
vislosti s matematickou hodi se na toto misto. [Buffonova tloha.
Jiné experimentélni uréeni &isla z viz Hrazdil, lit. (4). Pokus s kost-
kami: Cech, lit. (5).]

V aritmetice pojistovaci klademe dtiraz i na zrudnost v nume-
rickém poditani. Vypodet provadéjme podle pravidel .o poéitani
s ¢isly netiplnymi, nepoéitejme vSak s presnosti vyssi, nez jaks ma
v praksi vyznam. Jednou z podminek zdaru numerického poéitani
je ¥adné rozvrieni vypottu v pracovni ploge.

Vyznam historickych pozndmek byva nékdy precenovan. Nase
udebnice je vesmés obsahuji v mife piimé¥ené. Nezapominejme
viak zminiti se téZ o historii pojistovani. Pékny ¢lanek poudujici
o tabulkach tmrtnosti viz Rotrekl, lit. (6).

. 2. Metodické rozélenéni uéiva a postup ve vyufovani PP.

2,1. Pfehled metodického postupu. Majice stile na zfeteli
kolektivni vjrznam vysledkia PP, rozélenime si udivo asi takto:
I. Uvodni poudeni o zdkladnich pOJmech kolektivu, ndhodnych
zjevech, statistice a jejim zpracovdni. Na praktlckém prlklade
(z empirie) ukdZeme zikladni zdkonitost zjevi ndhodnych, jevici
se v t. zv. kiivee Gaussové. II. Definujeme relativni éetnost zjevu,
t. j. pomér absolutni detnosti vyskytu zjevu k poétu vSech ¢élenti
v kolektivu. Jadro zdkonitosti ndhodnych zjevi: relativni éetnost
limituje k uréitému &slu, roste-li podetnost kolektiva. Pravdé-
podobnost induktivni (empiricka, statistickd, a posteriori). ITI. Tuto
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limitu muZeme velmi dasto predvidati, to jest vypodéitati ji ze zna-
mych vlastnosti kolektiva a z povahy studovaného zjevu. Pravdé-
podobnost matematicks (deduktivni, a priori). IV. Pravdépodob-
nosti slozit&jsich zjevi a v slozitéjsich kolektivech je mozno jistymi
pravidly poditati z pravdépodobnosti zjevi-jednodussich. Pravdé-
podobnost opaéna, dhrnna a slozend. Nahodné hry. V. Teorif pokusu
opakovanych navdZeme znovu na zdkonitost nihodnych zjevi.
VI. Statistika lidského Zivota (tabulka Gmrtnosti). VII. Teorie za-
kladnich typt Zivotniho pojisténi a zminka o vyznamu pojisténi
viubec. _

V &ele kazdé partie budou vidy peélivé volené typické dlohy,
jejichz rozbor v spoletné praci t¥idy piinese obecné platné vy-
sledky. '

2,2. Piiklad detailnfho postupu v PP.

2,21. Zakladni pojmy. ¢

1. 100 000 dospélych muzi bylo méfeno. Kazdému piislusi
urditd vyska téla, vyjadiena jistym éislem ve zvolené mérné jed-
notece. Toto &islo nazyvame znakem (zjevem). Pro¢ asi mluvime
o vyice jako znaku kvantitativnim?

2. Bylo provedeno 1000 vrhii tfemi kostkami soudasné. Kazdy
vrh je nositelem jistého znaku (zjevu), t. j. padnuti néjakého soudtu
na vSech kostkach. Které souéty mohou padnout? [T¥i az osm-
nact.] Je zjev ,,vysledek vrhu‘ kvantitativnim? [ano]. ‘

3. Souhrn vétstho mnozstvi prvka (lent) nazyvame kolek-
tivem. Co jest kolektivem v piikladech 1 a 2? [Souhrn vSech
méfenych, souhrn vSech vrhi.] Cim je uréena vyska uréitého
muze v kolektivu, pad na p¥. soudtu 10 v uréitém vrhu? [Dédid-
nosti, vyZivou, podminkami Zivotnimi atd., zpisobem, jakym jsme
kostky uchopili, jak byly vymritény, pruZnosti kostek i mista do-
padu, pohybem vzduchu a pod.] MiZeme s urditosti otekavat, Ze
tfeba v patém vrhu padnou t¥i $estky? Cim je zpiisobena nase ne-
jistota? [Velikym podtem piiéin, jeZ nam zéasti nebo zcela unikaji.]

2,211. Vysledky: Zjevy, jichZ nositeli jsou élenové kolektiva,
maji ¢asto svou miru urdenu velikym poétem p¥iéin zéasti nebo
zcela nezndmych; v tom p¥ipadé je nazyvdme zjevy ndhodnymi.
Relativnost této definice: Nahodnost zavisi na stupni nasich védo-
mosti o zjevu. Rtzné osoby mohou posuzovati nadhodnost ruzné;
taZ osoba muZe béhem doby zméniti svij nazor na ndhodnost uréi-
tého zjevu. [Pocasi. Smrt uréité osoby.]

2,22. Paradox: Zjevy nihodné ¥idi se zakonem.

1. Vybereme-li z kolektiva vSech Zaku dstavu toho, ktery je
v abecednim pofddku vSech na pi= 59., nemiZzeme, nezndme-li ho,
predem ¥ici, jak je vysoky. Mizeme vSak (po jisté zkuSenosti) Fici,
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kolik asi Zakt z celého Gstavu mé vysku vétsi nez 1,60 m. O¢ asi
opfeme svij odhad? [Statistika Zakovskych méfeni.]

2. O ¢lovéku, o némZ neni zndmo nic vic, nez Ze je 35lety, ne-
muZeme Fici, jak dlouho bude Ziv; muZe se doziti sta let, muze viak
zemiiti tieba i dfiv, neZ odhad provedeme. S uréitosti viak miizeme
odekéavat, Ze ze 100 000 t¥icetipétiletych muzu se doZije osmdesitky
jen asi 18 900. Odkud &erpame toto odekavani? [Ze statistiky.]
Miizeme podle toho odekdvati, Ze ze 100 tiicetipétiletych se doZije
osmdesitky asi 19 osob? V kterém piipadé je nas odhad spolehli-
véjsf, a proc?

3. MuZeme o jediném vrhu kostkou ¥ici, zda povede k vyskytu
sudé? Provedeme-li v8ak 100 vrhi, kolikrat asi oéekavame vyskyt -
- sudé? Kolikrat asi vyskyt Sestky? Jaky by byl nas soud v ptipads,
Ze by Sestka padala pfFili§ ¢asto? Kdy bude nas odhad pomérné
spravné&jsi, p¥i 100 nebo p#i 1000 vrha? [Pii vétsim poétu vrhi.]

2,221. Vysledky. Vyskyt nadhodného znaku se ¥idi zakonem,
ktery se vSak objevi jen v poletnych kolektivech. Pomickou
k zjisténi zdkonitosti je statistika zjevu, t. j. soupis &iselnych
tdajt o vyskytu zjevu. Ziakonitost zjisténd zpracovanim téchto
tdaji statistickymi metodami, je zdkonitost statistickd (in-
duktivni, -empirickd, a posteriori). V nékterych p¥ipadech zakoni-
tost uhodneme predem podle toho, co vime o kolektivu, a co ze
svych védomosti odvodime logicky spravnym usuzovanim; takto
stanovend zdkonitost je matematickd (deduktivni, a priori).
Piiklady: 1. Byly sestaveny tabulky amrtnosti. Ze jsou spolehlivé,
dosvédéuji pojistovny, jez podle nich bezpeéné provozuji svoje
obchody. 2. Pri pokusech s kostkou nemame duvodu oéekavat, Ze
n&které z &isel bude padati ¢astéji nez ostatni. Soudime proto, Ze
Sestka padne pfi velikém poltu pokusti asi v /g viech pokust.
ZkuSenost, statistika provedenych vrhi, na§ pfedpoklddany zédkon
potvrdi.

2,23. Povaha zakonitosti nahodnyeh zjevii. 1. Rozptyl
sttelby. [Piiklad Gebauerdw, lit. (7).] Baterie dobfe zast¥ilens
st#lf na cil C (obr. 1). Vlivem nahodilych rozdila v podminkach pii

_______________
________________
———————————————

Lo 15% ; : A 3028 5 0 2 24 34 4

Obr. 1. ’ Obr. 2.
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vystielu budou zasaZena riznd mista kolem C ve vé&tsi i mensi
- vzdalenosti. ZkuSenost uéi, Ze pii velikém poétu ran jest asi polovina
ran , kritks‘, polovina ,,dlouhd‘. Vedme cilem C kolmici na smér
stielby; tim se rozpadnou zdsahy ve dvé skupiny po 50%,. Oddélme
v ka%dé &asti rovnobéikou polovinu zésaht této &asti (tedy 25%,
viech zasahi). Sfika kazdého z téchto past (4) nazyva se pravdé-
podobné tGchylka dalkova. Zkulenost ukazuje, Ze (pii velikém
podtu ran) jsou zasahy rozdéleny piibliZné podle schematu do pasi
o Sifce A v poétu 1,5%, 7%, 16%, 25%, 25%, 16%, 7%, 1,5%.
Zbyvajici 1%, je rozptyleno mimo na§ obrazec. Zndzornéme gra-
ficky! (Obr. 2.) .

Kdybychom rozdélili plochu obrazce v pasy uZsi a zvysili pii-
méfené pocet ran, byl by poéet prouzki v diagramu vétsi, charakter
jejich prubéhu by se vSak neménil. Nejvice zasaht je kolem cile.
Uchylky v&t$i jsou méng éetné.)

2. Vyska téla dospélych muzu. [Piiklad Ywuledw, lit. (8).]
V kolektivu 8585 muzi byla méfena télesna vyika. Vysledky byly
zafazeny do skupin p¥isluSnych vy$skam 57—58 paleii, 58—59 palct
atd., az 77—78 palcu (tedy asi od
145 cm do 198 cm). Podet pipadi
v jednotlivych skupinach: 2, 4, 14,
41, 83, 169, 394, 669, 990, 1223,
1329, 1230, 1063, 646, 392, 202,
79, 32, 16, 5, 2.2) Z grafického zna-
zornéni (obr. 3) shleddvame, Ze
rozlozeni znaku ,vySka téla‘
v kolektivu mé tyz charakter ja-
ko v pifkladé 1. Nejveétsi pobet _—eefill i i (i [ [T,
pifslusi stiedni vysce, odchylky CoTe e R
v obou smérech jsou méné dasté. Obr. 3

Pro¢ neni ve statistice vysky
piipad mensi nez 145 cm a vétsi nez 198 cm, ackoli existuji muzi
s témito vyskami?

V kolektivu mén& pobetném neni oviem pribéh grafu tak
pravidelny. Charakteristicky znak prtbéhu piedeslych grafa se
viak projevi i zde. [Abychom jej odkryli, providime t. zv. vy-
rovnani nahodilych vykyva. Toto vyrovnan{ hledi zachovati plochu
omezenou grafem a vodorovnou-osou.]?)

1) Poznamka: 1. Ctyrnasobek A se nazyva ,,vidlice‘‘; byva. 3—4%
vzdalenosti cile. 2. Ste]ne je mozno rozdéliti zasa,hy ve sméru sirkovém,
rozptyl je tu mensi, pasy jsou uZ&i. Stfelba je pfesnéjsi smérove ne# dalkovs.

%) P¥ipady na hranicich intervali byly poéitany polovinou do-obou
sousednich intervali.

3) Mals poéetnost kolektiva je pravé piekaikou postupu dldaktlcky
nejcenndjsiho: pouZiti m&Feni ¥4k ustavu (viz obr. 4 s pfislusSnym textem).
— Vyrovnéni providdime na p¥. tak, Ze vidy ze t¥i soused.mch hodnot
tvoFime primé&r (metoda t&%ist). .
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3. Vrh nékolika kostkami. Statistika pokust, pfi niz by se
poditalo, kolikrat padly uréité soudty, by ukazala, Ze i tu je za-
vislost téhoZ druhu jako v pi{padech pfedeslych, je-li oviem kolek-
tiv v8ech provedenych vrhii dosti podetny. U tif kostek na pi. bude

Obr. 4

Vyska télesné v kolektivu 540 %4kt a Zékyn prvni aZ &tvrté tfidy (RG Par-
dubice 1934/35). Graf ptvodni rysovéan slabé, graf vyrovnany silnéji.

se nejdastéji vyskytovat soudet 10 a 11, soubty vétsi nebo mensi
méné &asto; nejiidsi budou vyskyty souéta krajnich (3, 18). Na
rozdil od piedeslych piikladé muzeme vSak v tomto pifpadé tvar
grafu logicky oduvodniti ze svych védomosti o studovaném zjevu.
U tif kostek muZe padnouti soudet 3 jen jako 1 4 1 + 1, soudet
4 viak jiz tfemi zpisoby (permutace séitanct 2 + 1 4 1), atd., az
nejvyssi soulet 18 opét jen jednim zptisobem. Sestrojme graf pro
podet zplsobit u jednotlivych souétd (obr. 5)! Jezto nemame du-

. . H H H : H H : : ' : ' '
Soucet: 3 Ll s 6 7 ’ 9 0 1w 12 13 1y K 16 7 8

Obr. 5.

vodu, pro ktery bychom vyskyt nékteré moznosti oéekavali dastéji,
soudime, Ze prubéh statistického grafu bude miti ty% charakter,
bude-li podetnost kolektiva dosti velika. :

2,231. Vysledky. Statistiku vyskytu ndhodného znaku v po-
éetném kolektivu prové,dime tak, Ze celkové rozpéti hodnoty znaku
rozdélime v stejné intervaly (t¥idy). Kazdy ¢len kolektiva zaradime
do nékteré z tiid podle hodnoty znaku. Rozborem této statlstlky
zjistime, Ze se vyskyt ¥idi t&mito zdkony:
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Nejvétsi Getnost (podet ¢&lentt) piisludi t¥{d§ stiedni; tiidy
ostatni maji éetnosti mensi. Graf éetnosti v jednotlivych t¥idach je
pFiblizng soumérny podle st¥edni pofadnice a mé charakteristicky
prubéh.

Kdybychom podet tiid zvétsili a zvysili soudasné pocéetnost
kolektiva, bliZil by se graf kfivce tvaru v obr. 5. K¥ivka tato byvs
nazyvana Gaussovou, kfiwkou chyb, frekvenéni a pod. podle toho,
ktery z jejich vyznami mame praveé na zieteli. Jméno prvni nese po
matematikovi, jenz se ji hojné zabyval a odvodil té% jeji matema-
tickou rovnici.

Nyni muzeme téz udati, jak zjistime, Ze hodnota né&jakého
znaku (na pf. velikost télesné vysky) je ndhodnym zjevem. Zafa-
dime vSecky hodnoty, jeZ se v kolektivu vyskytly, podle jejich
velikosti do dosti velikého poétu tiid, a sestrojime graf Getnosti
v jednotlivych t¥idach. Zjistime-li, Ze pribéh grafu pri dostateéné
velikém poctu ¢lentt v kolektivu m4a charakter Gaussovy kfivky,
je hodnota znaku zjevem ndhodnym.

Velmi dulezitym ndhodnym zjevem je vyskyt chyb p¥i opako-
vaném méfeni téZe velidiny. Zaiadime-li vSecky chyby, jez se pii
méfenich vyskytly, popsanym zpusobem do ti¥id, pak d&etnosti
v jednotlivych tiidich ridi se pfi velikém poétu méfeni Gausso-
vym zdkonem (odtud nazev kFivka chyb). Objevi-li se jiné rozdéleni,
soudime, Ze vedle chyb nahodnych existuji pii méfeni téZz chyby
systematické, zavinéné na p¥. vadou pfistroje nebo neschopnosti
pozorovatele.

Zakon rozdéleni chyb umoziuje odvoditi fadu formulf a pred-
pisd, podle nichZ je t¥eba zpracovati vysledky méfeni ve fysice,
geodesii a pod. (jez jsou vidy jen pfiblizné), ma-li byt koneény
vysledek co mozZna nejbliz§i piesné hodnoté. [Poéet vyrovna-
vaci.] .

2,24. Pravdépodobnost statistickd a matematicka.

1. Hodime-li minci n-krt, padne v a piipadech znak, v n —a

ptipadech é&islo. @ je etnost vyskytu znaku; % pak nazyvame

relativni Cetnosti vyskytu znaku. Statistika podala na p¥. tento
vysledek:

Potet vthin......... e 50 | 100 | 1000 | 10 000 | 100 000
Cetnost znakua .......... 35| 46| 512| 5101 | 49915

Jaké jsou relativni éetnosti? Jaka je jejich pfibliZnd hodnota?
[0,7; 0,46; 0,512; 0,5101; 0,49912; 0,5.]

2. Statistika ukazuje, %e v kolektivu déti 5—14letych je asi
10,39, zpusobilych k studiu na st¥edni §kole (jejich kvocient inte-
ligence je aspon 115). Kolik asi déti k studiu schopnych je v osadé
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(m¥sté, zemi), kde je 128 (4694, 564 915) 5—14letych? | 10,3 . TnOT) .
Cemu je rovna relativni &etnost schopnych? [0,103]. Ve skuted-
nosti jsou poéty schopnych rovny jinym é&éislim. V kterych p¥ipa-
dech jsou odchylky relativné mensi?

3. Vrh tfemi kostkami. Kolik je viech moZnosti, jez mohou
padnout? Kolik je zpiisobd, jimi% miZe padnouti soudet 11, 12?
Kterym é&islim budou se bliziti relativni &etnosti souétu 11, 12?
[6% = 216; 27, 25; &%, &%.] UvaZujme nyni, jak roztesil Galilei
problém hraéu v kostky! (Pro¢ se vyhrava ¢astéji vrhem 11 nez 127%)
Jakého omylu se dopoustéli hradi, ktefi soudili, Ze 11a 12 ma padati.
stejné éasto ? [Soudili, Ze 11 miZe padnouti Sesti zptsoby 6 + 4 + 1,
6+3+2,54+5+1,54+4+4 2 5+3+3 4 + 4 4 3 (arovnéz
12 Sesti zplsoby), zapomnéli viak, Ze se tyto soudty daji permu-
tovati.] .

2,241. Vysledky. Relativni Setnost vyskytu nadhodného z]evu
blizi se s rostouci poletnosti kolektiva k limité, jeZ se nazyva
pravdépodobnost induktivnt (statistickd, empirickd, @ posteriors)
onoho zjevu

. a

lim — = p.
V mnohych pfipadech jsme odkazani jen na statistiku zjevu, aby-
chom mohli odhadnouti p¥ibliznou hodnotu oné limity.

V nékterych piipadech viak muZeme odvoditi pfedem pfesnou
hodnotu této limity, a to na zakladé svych znalosti o povaze zjevu
a kolektiva. Pravdépodobnost vypoéitans timto zpisobem z téchto
znalosti je pravdépodobnost matematickd (deduktivni, a priors).

Obé pravdépodobnosti jsou stejné; potvrzuje to zkusenost. Co
bychom usoudili, kdyby relativni éetnost limitovala k jinému é&islu,
ne% jsme vypoditali loglcko-ma’oema,tmky2 [Nage védomosti o po-
vaze zjevu jsou netplné; na pr. ,.faleSnost‘‘ kostky.]

Matematické vyjadreni zdkont pravdépodobnosti je pred-
métem PP.

2,2b.' Zakladni vzoree pro pravdépodobnost matematickou.
Pravdepodobnost opatna.

1. Ve t¥idé je 25 chlapci a 17 dévéat. Losem byl uréen 1 clen
tiidy jako delegit. Jak velikd je pravdépodobnost, Ze to byla
divka ? Kolik moZnosti mohlo p#i losovani nastat a kolik z nich bylo
piiznivych divkim? Kdyby byla opakovéna volba n-krat (n
dosti veliké), kolikrat asi by bylo vylosovano dévée?

2. Bylo napsdno &islo trojciferné. Jak velikd je pravdépodob-
nost, Ze je délitelno sedmi? Kolik je v8ech trojcifernych éisel? Které
je nejmensi trojciferné éislo délitelné sedmi? NapiSme obecny tvar
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éisla aspoii trojciferného, délitelného sedmi! [105 + 7z, x &islo
-+ celé > 0.] Uzitim nerovnosti yypoéitejme, kolik je trojcifernych
éisel sedmi délitelnych, a uréeme pomér jejich poétu k poétu vsech
&isel trojcifernych; urédili jsme tak hledanou pravdépodobnost.

3. Potitejme podobné pravdépodobnost, Ze nejvys dVO]leeI‘ne
¢islo (tedy éislo < 99) je prvodislem! Podobné pro ¢islo nejvys troj-
ciferné! Pro &islo < 5309! [UZijme tabulky prvodisel v ,,Tabulkich‘
Valouchovych, lit. (9).] Jak se méni pravd&podobnost prvodisla
s rostouci mezi, a jak velika je asi pravdépodobnost, Ze libovolné
¢islo celé je prvodislem? [0; co je vam znamo o rozloZeni prvodisel
v radé &iselné?]

4. Zakop délky [ je obsazen v &asti o délce d. Jaka je pravdé-
podobnost, Ze granitovy naraz, jenZz zakop zasdhl, byl Géinny?
[Pirko, lit. (10).] Co miZeme pokladati za miru viech bodu zdkopu ?
Co je mérou obsazenych bodu? [P#slusné délky.]

5. Podobné potitejme pravdépodobnost, Ze leteckd bomba, jez
dopadla na mésto, zasdhla néktery dium, je-li ve mésté p%, zasta-
véné plochy! [Mérou v&ech zésaht je 100%, plochy, mérou téinnych
zasahi procento plochy zastavéné.]?)

6. Vypotitejme ve vSech predeslych piipadech také pravdé-
podobnosti opaéné, t. j. pravdépodobnosti, Ze zjev nenastane!
Piirovnejme je k pravdépodobnostem diive vypoditanym a vy-
slovme pravidlo!

2,2561. Vysledky. Matematickd pravdépodobnost néjakého
zjevu je pomér poétu piipada zjevu piriznivych (@) k poétu viech
pripadt moznych (m); pii tom predpokladame, Ze viechny piipady
mohou nastati s moZnosti téhoz ¥adu, to jest, Ze neni dvodu, pro
ktery by néktery mél nastati spife nez jiny

a

P=
Tuto definici v8ak musime doplniti pro ty Glohy, v nichZ je poéet
moznych piipadd nekoneénd veliky. Tu je tieba rozliSovat dva
piipady: Je-li mnoZstvi pripadid sice nekoneén& veliké, aviak
spocetné (t. j., daji-li se jeho é&lenové oéislovati Gisly pFirozené
,ra,dy tiselné), pokldddme za hledanou pravd&podobnost limitu,
k niz se blizi pravdépodobnost téhoZ Z]eVIl v kolektivu prvmch
n ¢lent mnozstvi, yzrista-li #» neomezens. (Pifklad 3. ) Je-li vSak
pocet pifpadii moznych nekoneéné veliky a nespodetny, definujeme
pravdépodobnost pomérem vhodné zvolenych mér mnozstvi vSech
piipadd piiznivych a viech pripadu moznych. (Piiklady 4 a 5.)
Geometrické pravdépodobnosti.

Pravdépodobnost, Ze zjev nenastane, nazyvame pravdé-
podobnosti opaénou k pravdépodobnosti zjevu. Je-li p pravdé-

4) Viz té% Klimes, lit. (11).
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podobnost, Ze zjev nastane, je piislu¥nad pravdépodobnost opaénd

=1—np.
Dukaz: Podet pfipadt pfiznivych tomu, Ze zjev nenastane,
je m — a, podet piipadi mozZnych m
m—a a
9= = 1— o I —np.
Se stanoviska kolektivniho: Jestlize v » pokusech’ nastal zjev
z-kréat, tedy (n — x)-krat nenastal. Podle definice je

n—=x x
=lim—-—-—"=1—lim— =1— p.
q_hm = 1 7 Pl

n=ow n=co
Pravdépodobnost je &islo, pro jehoz velikost plati
0<ps1l

Krajni moZnost p = 0, z niZ plyne a = 0, znaéi nemoznost zjevu
(neni piiznivych piipadt). Krajni moZnost p = 1, z niZ plyne
a = m, znadi jistotu zjevu (vSecky piipady jsou piiznivé). Pro
pravdépodobnosti s nekoneénym poétem pripadit moZnych viak
tyto Gvahy neplati. [Ukazme si na pFikladé!]

Vétu o pravdépodobnosti opaéné muzeme zobecniti takto:
Soudet pravdépodobnosti zjevii navzijem se vyludujicich a vyder-
pavajicich viecky moZnosti je roven jedné. (Na pf. soudet pravdeé-
podobnosti, Ze karta vytaZena ze hry 32 karet je eso nebo figura
nebo é&islo (7—10).) Dikaz: Jsou-li a,, a,, @, . . ., @y podty piipadd

piiznivych prvému, druhému, tietimu,..., n-tému zjevu, jest
podle predpokladu a;, + a, + a5 + . .. + a, = m.
Je tedy

‘3/}_+a2+a3+--~+a'n

m

=1,
neboli

PLt+P+p+...+=1
(Pravdépodobnosti doplitkové, komplementarni.)

2,26. Pravdépodobnost Gthrnna a sloZeni.

1. V dilné je zaméstndno 20 délnikt, 15 délnic a 10 uéit. Pri
ne§tésti byla zabita jedna osoba; jak velika je pravdépodobnost, zZe
to nebyl uéen, tedy Ze to byl bud délnik nebo délnice. Poéitejme tuto
pravdépodobnost podle definice! Vypoéitejme téz pravdépodobnost,
Ze byl zabit délnik, a pravdépodobnost, Ze byla zabita délnice! Co
pozorujeme? Jak obecn® oduvodnime sviij poznatek?

2. Vypotitejme pravdépodobnost, Ze é&islo mensi nez 100 je
délitelno Sesti! [p; = v%.] Obdobng pravdépodobnost, Ze je takové
¢islo délitelno osmi! [p, = +%.] Jak velik4 je pravdépodobnost, Ze
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¢islo men3i neZz 100 je délitelno Sesti nebo osmi? Je rovna soustu
" p, + pp? Cim je zptsoben nesouhlas?

3. Mezi 10 granaty jsou 3 vadné. Jak velikd je pravdépodob-
nost, ze prvni 2 rdny budou slepé? Jaks, Ze prvni rana bude slepd,
drubd ostra? [Poéitejme podet viech moznych dvojic z 10 granati
a polet dvojic pfiznivych zjevu. Pokladejme studovany zjev za
sloZzeny ze dvou jednodusich: prvé rany a druhé rany. Nesmime
v8ak zapomenouti, Ze druhé rana je vypalena u% jen z deviti zbyva-
jicich granatu!]

4. Z 32 karet se vyjme jedna a vrati se; potom se tah opakuje.
Jak velika je pravdépodobnost, Ze bylo dvakrat taZeno eso? [Kolik
je moZnosti sloZeného zjevu, totiz dvojice obou tahi? Kolik je
moznosti pfiznivych vytaZeni dvou es? Poéitejme téZ pravdépodob-
nosti diléi, t. j. pravdépodobnost, Ze bude eso tazeno v prvém tahu,
a pravdépodobnost, Ze bude tazeno v druhém tahu! Hledejme
souvislost -téchto dilé¢ich pravdépodobnosti s pravdépodobnosti
zjevu slozeného!]

5. Tutéz avahu a vypobet provedme za piredpokladu, Ze se
vytazend karta nevraci!

2,261. Vysledky. Jsou-li p, a p, pravdépodobnosti dvou
zjevi vzajemné se vyluéujicich, je pravdépodobnost, Ze
nastane bud prvy nebo druhy z nich, rovna souétu p, 4+ p, (pravdé-
podobnost ihrnnd). _

Dikaz: Jeli z m moZnych piipadi @, pfiznivych zjevu
prvnimu a a, ptiznivych zjevu druhému, je a, + a, poéet p¥ipadi
priznivych prvnimu nebo druhému. Hledanid pravdépodobnost
je proto

eyt a
p=—(—=h + Pe.

Se stanoviska kolektivniho: Jestlize v kolektivu » pokusii nastal

z-krit zjev prvy a y-krdt zjev druhy, je & + y Ghrnnd detnost zjevu
prvého nebo druhého. Pak jest

p = lim +y ——lm-;-i-hm——pl‘l‘f’z

n=ow n=0o0

Jsou-li Py a Py pravdépodobnostl dvou zjevl navzajem ne-
zav1s15rch pak pravd&podobnost, %e nastanou oba zjevy, je rovna
soudinu p,p, (pravdépodobnost sloZend).

Dukaz: Je-li m; potet prlpadu moznych pro zjev prvni, m,
potet piipad@i moZnych pro zjev druhy, ]e mymy podet moZnosti
zjevu sloZzeného, to jest takového, p¥i: ném% mohou nastati oba
zjevy. Podobné je a,a; podet mozZnosti prizmvych zjevu sloZenému,

jsou-li @;, a, poéty piiznivé zjevu prvnimu a zjevu druhému. Podle
definice jest pak
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a4, a4
= mamg  my mz—pl De-

Se stanoviska kolektivniho: M&jme dva kolektivy n, a n, pokust,
z nich% prvy muZe vésti k zjevu prvnimu, druhy k druhému.
Predpokladejme, Ze v prvnim kolektivu se zjev objevil z,-krit,
v druhém z,krat. Utvoime kolektiv viech moZnych dvojic po
jednom ¢&lenu z obou kolektivi; jejich podet je n,n,. Nékteré z tako-
vych dvojic budou miti tu vlastnost, Ze u onoho ¢lenu paru, ktery
patiil do kolektiva prvniho, nastal zjev prvy, a souéasné u druhého
nastal zjev druhy. Podet takovych dvojic je z,x,. Pak jest

p=1lim 222 _lim 2 Jim 22 — pp,

Mya=00 MM n=o0 nl na=co Mg

Ob& poutky maji povahu elementarnich zakont, z nichz lze
odvoditi dal$i pro pravdépodobnosti slozitéjsich zjeva. Tak na pf.
pro dva zjevy (navzdjem nezivislé) s pravdépodobnostmi p;, a p,
jest pravdépodobnost,

Ze nastanou oba p; = p,p,,

Ze nenastane Zadny p, = ¢,¢, = (1 — py) (1 — py),

Ze nastane jen jeden p; = pigs + ¢1P; = py (1 —ps) +
+ ps (1 — 1), . .

Ze mnastane nejvys .]eden Ps = P19z + Pods + 012

Ze nastane asponl jeden p; = pig; + Py + PP

Které z téchto pravdépodobnosti jsou dopliikové? [p, + p, +
+ P55 Pe + P35 Pa+ P2l

2,27. Nahodné hry. Matematicka nadéje a problematicks hod-
nota.

1. Dva hrdéi si smluvi tuto hru: Héz{ se dvéma kostkami.
Padnou-li dvé stejna éisla, vyhraje A, padnou-li rizna é&isla, vy-
hraje B. V kterém poméru maji sdzeti, ma-li byt hra spravedliva?
Co si predstavujeme pod slovy ,,spravedhva hra‘““! Formulujme
tuto definici co nejpfesnéji!

2. Vloterii uspofadané pii dobro¢inné slavnosti ma byt vylo-
sovéna jedind vyhra v cené 500 K. Piedpoklada-li se, Ze bude pro-
dano 200 lost, jakd miize byti nejnizsi cena losu, mé-li byt loterie
aktivni? - Poklédéme loterii za hru mezi poradatelstvim loterie
a majitelem losu. P¥i které podmince je tato hra spravedliva?
Jakou pravdépodobnost vyhry mé majitel jednoho losu? Piirov-
nejme souéin této pravd&podobnosti a vyhry k cené losu!

2,271. Vysledky. Hraji-li 2 hra¢i ndhodnou hru, neni mozno
vysledek Jedme hry predvidat.” Sehraji-li viak vehky kolektiv
partii, je mozno odhadnout, kolik asi partii vyhraje A, kolik B,
a to (relativné) tim presnéji, ¢im podetnéjsi je kolektiv partii. '
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Néhodnou hru nazyvdme spravedlivou, blizi-li se primérny
zisk hrade z jedné hry nule, roste-li poéet her neomezené. [Zaporny
zisk = ztrata hrade.] Odvodme podminku spravedlivé hry: Sazi-li
A s, korun, B s, korun, pak pfijme hraé pii vyh¥e (s, + s,) korun.
Vyhraje-li A x partii z celkového poétu n, je jeho priamérny zisk
z jedné hry

z (8y + &) —msy
p .

Hra je spravedliva, je-li

i & (51 8) —nsy _
n=c0 n
Odtud plyne
P8+ &) —s8 =0,
z Gehoz
8:8=p:(1—p).
Pravi strana je v8ak pomér pravdépodobnosti vyhry pro oba hrade;
je tudiz
. 81:82=pA:pB.
Séazky obou hraét musi byt v poméru pravdépodobnosti vyhry
obou hraéu. .
Uvézime-li, Ze sizka jednoho je vyhrou druhého (s, = v,,
8, = v;), MuZeme psati
. PP =702 0,
nebo jinak
D1V = Pols.
Z posledni rovnice vidime, %e oba hradi spravedlivé hry maji tyz
soudin vyhry a pravdépodobnosti této vyhry. Nazyvame jej mate-
matickou nadéji hrade.

Matematicka nadé&je je &éislo vyjadiené touz mérou jako vyhra.
Je-li vyhra uddna v K, je i matematicka nadéje jistd éastka v K.
Z toho duvodu nazyvime matematickou nadéji téZ problema-
tickou hodnotou vyhry. Vyznam tohoto pojmu je obecné&jsi.
Ma-li ngjaky zjev hodnotu » jednotek, muZe se vSak uskutedniti jen
s pravdépedobnosti p, jest jeho problematick4 hodnota pn jednotek.

Néhodnou hrou je té% kazd4 loterie. V loterii o n losech a jediné
vyhie ¥ m4 byt cena losu z takové, aby oba ,hraéi‘ méli stejné
velikou matematickou nadé&ji. Pravdépodobnost vyhry pro majitele

. 1 . wes iz
losu je p, = o ,,Vyhrou* spravy loterie je cena losu pfijatéd od

hrage, pravdépodobnost jeji rovna se jistoté. Z toho vyplyva, Ze

r=—.
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K cend z je tieba jestd pFipodisti jistou éastku na rezii a Gdel loterie.
Posledni p¥irazka oviem odnim4 loterii charakter hry spravedlivé.

Zobecnéni vypodtu ceny losu na loterii o vétSim poétu ther
je snadné. [Provedme!]

S hlediska nirodohospodé¥ského ma zvlastni vyznam loterie
t¥idni. [Prostudujme jeji pldn a sestavme nékolik tloh k ni se
vztahujicich!]

2,28. Pravdépodobnosti v kolektivu opakovanyeh pokusi.

1. Baterie ost¥elujici jisty cil je zast¥ilena tak, Ze je taZ pravdé-
podobnost rany kratké (—) i dlouhé (+). Jak velikd je pravdé-
podobnost, Ze ze Sesti ran budou 2 rany (—) a 4 (4)? Jak velikd,
Zze 1 (—) a 5 (+)? [Poditejme nejprve, kolik je moZnych poiadi
2ran (—) a 4 (+4)! Jak velik4 je pravdépodobnost kazdého z téchto
pofadi? Jak velikd je tudiZ hledané pravdépodobnost?]

2. Uréeme obecn& pravdépodobnost, %e z vypalenych n ran
bude &k (—) a zbytek (+)!

3. (Priklad Pélyuv.) Jaka je pravdépodobnost, Ze v kolekti-
vu 7 namatkou zvolenych novorozeliat je k chlapci? Potitejme
nejd¥ive za predpokladu, Ze pomér chlapct a devcat je 1:1, potom
za predpokladu, Ze pomér je 51 : 49!

4. UvaZujme, na éem zavisi pribéh hodnoty pravdépodob-
nosti k£ ran (—) v celkovém poltu » ran a zndzornéme zivislost
pravdépodobnosti na k graficky! [Prubéh je kvalitativné tyz jako

. n
u vyrazu (k)].
. Kterému £k prislusi pfi daném n nejvétéi pravdépodobnost ?

2 281. Vysledky. Pravdépodobnost, Ze v kolektivu n pokusu,
jez mohou zplisobiti zjev s pravdépodobnosti p, nastane zjev pravé
k-krat, je

i : P, — (2‘) prgn—E.

Jedné-li se o zjev s pravdépo-
dobnosti p = %, je

P = (Z) . (%)n.

-2~ Prib&h této pravd&podobnosti
je kvalitativné tyZ jako pribéh

( ).VIZ obr. 6!

Pravdépodobnost P,®) stoupd pro kE<np+p—1 a klesa
pro k > np + p — 1. [DokéZeme tak, Ze odvodime podminky, za
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(&+1)
kterych je %n("_) = 1! UkdZeme, Ze rovnost muzZe platit jen tehdy,

je-li mp 4+ p—1 é&islo celé!] Je-li np + p—1 ¢&islo celé, pak
P® — P,e+D),

Pravdépodobnost P,*® je nejvétdi pro k rovnajici se nejvét-
&imu &islu celému mensimu nez k. Dikaz: Podminka maxima

P,#—1 < P,® > P, G+
vede k nerovnostem o ’
vompt+p—1Zk<np+op
{Rovnost plati opét jen za piedpokladu, Ze np 4+ p — 1 je &islo celé.
Maximalni pravdépodobnost pat¥i pak dvéma hodnotam £, liicim
se o jednotku.]
Hodnota k, jiz p¥islusi nejvétsi pravdépodobnost P,®, mé tu
vlastnost, Ze plati
.k
lim — = p.
n=o00
[DokéZeme z hotej$ich nerovnosti!]

Dokazané véty jsou matematickym podkladem t. zv. zdkona
velikych &isel. Jezto olekivame, Ze Eetnost skuteéného vyskytu
zjevu v poéetném kolektivu pokust bude p¥ibliZzné rovna &etnosti,
jiZ ptisludi maximdlni pravdépodobnost, mizeme vysloviti zdkon
velikych &isel takto:

Relativni &etnost vyskytu zjevu, jehoZ matematickd pravdé-
podobnost je p, bliZi se s rostoucim » (celkovou podetnosti kolek-
tiva) k této pravdépodobmnosti. Pro »n velmi veliké je absolutni
detnost vyskytu zjevu x = pn. Zjev nenastane zpravidla pravé
pn-krat, nybri s jistou odchylkou, tedy pn (1 + ILOO)-kra’Lt (s od-
chylkou «9,), aviak « klesd s rostoucim = k nule.

Zakon velikych &isel je potvrzovan zkuSenosti. Je tudiz zako-
nem induktivnim, empirickym. Praktické pouZiti PP je moZné jen
za predpokladu jeho platnosti.

2,29. Tabulky timrtnosti a jejich pouZiti.

1. Sestrojme statisticky graf vyjadiujici, jak zavisi poéet osob
dozivajicich se z let z piuvodniho po&tu 100 000 novorozenci!
UvaZujme o vyznamu nékterych partii grafu! [Velkd dmrtnost
v prvém roce zZivota a v pokroé¢ilém véku, relativné mald Gmrtnost
starci.] '

2. Kolik muzi se dozivd v tomto kolektivu t¥iceti let? Kolik
jich Zije je§té v 65. roce ? Jaka je relativni detnost (a tudiZ i pravdé-
podobnost) piipadd, v nichZ se 30lety mu% dozivd 65 let? Kolik
z t¥icetiletych muZi zemielo pied dosaZenim véku 65 let? Jaks je
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pravdépodobnost, %e se 30lety nedoZije 65 let? Kolik. must umirs,
Tezi 65. a 66. rokem? Jaka je pravdépodobnost, Ze 30lety zemie
pravé ve véku 65 let? Jiné otazky!

3. Né&kteti ze 100 000 novorozencti proziji jen 1 rok, jinf
2 roky, atd.; kolik let proZije primérné jeden z nich? Musime vzit
v podet i to, Ze umiraji béhem kazdého roku (a to p¥ibliZné rovno-
mérné). Kdybychom poditali tak, jakoby vSecky osoby umiraly
vidy potéatkem roku, pak bychom vsem ve vypoétu ubrali jisty
zlomek roku. Obracené bychom vSem pridali, kdybychom se domni-
vali, Ze umiraji aZz na konci roku. Lze miti za to, Ze skuteénost je
prumérem téchto krajnich moZnosti. [Také lze predpokladati, Ze
viecky piislu§né osoby umiraji vZdy v poloviné roku.]

4. Kolik let prumérné jesté prozije osoba 30let4 ?

2,291. Vysledky. Statistickd pravdépodobnost, %e osoba z-letd

se dozije z + n let je p = % Pravdépodobnost, Ze se toho
2

o T Ly —layn

v8ku nedozije, jest q¢ = =1 — p. Pravdépodobnost,

z
Ze z-leta osoba zemie ve véku x + n let je

Pon = l:c+n_l lz+n+1.

Pohlizime-li na tlohy tohoto druhu se stanoviska pravdé-
podobnosti matematické, neni odvozeni téchto vzorci tak jedno-
duché. Poditejme na pf. pravdépodobnost prvou podle vzorce

a Y .2 PR ves v

p = —, kde% @, m maji zndmy vyznam. Z [, osob doZije se véku
m

x + n celkem I, , 0sob, oviem neznidmo kterych I;4,. Takovych

skupin lze z pavodnich [, osob utvofiti (ll ) Z tohoto poétu
. z+n

jsou osobé ,,piiznivé‘ ty skupiny, jez ji obsahuji. Téch je (l le—1 1)“
. z+n —

Odtud p — =+n.
ls
Pravdépodobnost, Ze osoba zemfe pravé ve véku z + n, pobi-
tame jako pravdépodobnost slozenou, Ze se osoba dozije z + n let,.
avSak nedozije « + n + 1 roku:

Pon = l:c+n 1— lz+n+1 — lz+n_l:v+n+1‘
l:c lz+n lx

[Pozor na jmenovatele v druhém faktoru! Nesmime jej zaméniti
za l;, nebot pii vypoltu pravdépodobnosti sloZené (Ze nastanou.
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dva zjevy) jest t¥eba druhou pravd&podobnost diléf poditat za
predpokladu, Ze prvni zjev nastal.] o

Stredni délkou Zivota osoby u-leté (e;) nazyvame podet
let, ktery takova osoba prumeérné jesté proZije do konce Zivota.
Je to

g=_1_+lz+l+lx+2+~--+llo5.
2 lg _

Dukaz: Z osob =z-letych zemie prubéhem prvniho roku
lz—1z+1 0sob, priub&hem dalitho roku I, 1— lz+2 0sob, atd. Kdyby
viecky prisluiné osoby umiraly vidy poditkem roku, prozily by
viecky z-leté osoby do konce Zivota jesté celkem [,.q1 + lz42 +
+ ...+ lips let. Kdyby umiraly jen koncem roku, prozily by
ls + lg+1 + - - . + ligs- Skuteény podet let bude primeér z téchto
dvou krajnich moZnosti; sttedni délka Zivota z-leté osoby je pak
1,-ty dil tohoto pruméru:

105

z lz+1
e= (Bl Do) =+

A L ety P
MuZeme také piedpoklidat, Ze skutedny podet prozitych let bude
takovy, jakoby osoby umiraly vidy uprostfed roku. Bude tedy Ziti
do poloviny prvniho roku I, osob, odtud do poloviny druhého
roku ;41 osob, atd., a jejich celkovy poéet proZitych let bude
H+ lz41 + lzre + . .. Odtud odvodime e, jako d¥ive.

Nékteré alohy mluvi téz o t. zv. véku pravdépodobném;
je to ten vék, jehoZ doZiti p¥islusi pravdépodobnost 1 (a nedoZiti
rovnéz %). Jeho vypodet je znaéné jednodussi, vyznam jeho viak
zna¢né mensi nez vyznam véku stfedniho.

3. Metodika aritmetiky pojiSfovaci.

3,1. VSeobecné poznamky metodické. Vyniki-li PP mnoz-
stvim rozmanitych cest, jimiz lze dospéti k cili stanovenému udeb-
nimi osnovami, neni tomu tak v aritmetice pojistovaci. Ulohy
pojiStovaci nejsou tak rozmanité povahy jako ulohy PP; miZeme
je seskupit v snadno prehledny systém nékolika zikladnich typi.
I tyto rizné typy maji v ¥eSeni mnoho spoleénych prvka. Proto
neni pojistovaci aritmetika tak vainym metodickym problémem
jako PP. Také vyudovaci vysledky byvaji na tomto poli zpravidla
piiznivEjsi, a obliba této partie proti PP zvlasté u slabsich Zika
zietelnd veEtsi. :

Uvodem do vlastniho udiva vyloZime podstatu pojistnych
smluv. Jsou to smlouvy sjednané mezi dvéma Géastniky: pojistén-
cem a pojistovnou; v nich se obé strany zavazuji k uréitym platiim,
nastanou-li okolnosti, jejichZ pravdépodobnosti jsou znadmy. V Zi-
votnim pojistovani jsou témito okolnostmi doziti uréitého véku,
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amrti v uréitém obdobi a pod. Piisluiné pravdépodobnosti zjistu-
jeme a posteriori ze statistiky trvani lidského Zivota (tabulek
Gmrtnosti).

Souvislost s poétem pravdépodobnosti ukiZeme timto vy-
kladem: Pojistovani je vlastné ndhodnd hra mezi pojisténcem a po-
jistovnou. Pojistovna nemiize védét, bude-li miti zisk z jedné uréité
pojistky, vi to vSak o velikém kolektivu pojistek téhoz druhu.
Velikost platt, k nim% se zavaZe pojisténec a jeZ nazyvame pré-
miemi, uréujeme na zakladé predstavy spravedlivé hry. To vSak
vede k predpokladu rovnosti pfijatych prémii a vyplacenych po-
jistek, oviem vizdy nalezité diskontovanych. Tento predpoklad
muZe byt splnén oviem jen tehdy, uzavie-li pojistovna veliky
kolektiv pojistek. Vypodet prémii proto zaloZime na fiktivnim
piedpokladu, Ze se stejnym zplisobem soudasné pojistuje kolektiv
l; osob téhoZ véku. Sestavime pak rovnici, jejiz leva strana je
soudet diskontovanych prémii, jez tento kolektiv zaplatil, prava
strana pak souéet diskontovanych pojistek, jez byly tomuto kolek-
tivu pojistovnou vyplaceny. K vypoditané prémii se v praksi pii-
poditava jisté procento na rezii, zisk a reservy pojiStovny.

Nékterym tlohdam dobfe piiléhad postup ponékud jiny. , . Hra
(pojisténi) je spravedliva, jsou-li matematické nadéje obou ,,hraéa‘
stejné. Zakladni rovnici miZeme proto sestaviti téZ tak, Ze na levou
stranu polozime soudet diskontovanych problematickych hodnot
prémii zaplacenych pojisténcem, na pravou stranu pak podobny
soucet plati pojistovny pojisténci. Postup ten lze v8ak doporuditi
jen v tlohach razu vyslovené individudlniho (pievzeti vyménku
pii pfevodu nemovitosti, kapitalisace renty a pod.). MiZeme tak
oviem TeSiti vSecky tlohy, nafemu pojeti PP vSak lépe piiléha
postup kolektivni. Také tprava sestavené rovnice je ponékud
jednodussi pii postupu kolektivnim. Stadi proto, fefime-li néktery
pifklad obéma zplsoby; ukdZeme téZ, Ze se oba lif jen formalné.

Zisadné viak neuZivejme hotovych vzorcii. Propoéitejme téz
nékteré ulohy, jejichZ povaha pouZiti hotovych vzorci vyluduje;
na pf. pojisténi, v némz se pojistény zavaze platit prémii jen né-
kolik let, nebo si pojisti jen dodasnou rentu misto dozivotni. Péstu-
jeme tim zruénost v sestavovani piisluSnych rovnic; také jejich
tprava je dobrym cvidenim matematické obratnosti.

3,2. Jednoduché iikoly pojisfovaci.

3,21. Pojisténi kapitalu a renty. Sem patii pojisténi kapitalu
na dozitf uréitého véku a pojisténi doZivotni renty od uréitého véku.
Prémie muze byt jedind, ihned splatna, nebo roéni. Kombinovanim
téchto zplsobd obdriime &tyii zakladni Glohy. Jejich Feseni zalo-
Zime na rovnici, sestavené podle zdsady vyse vyloZené.

Upravu sestavené rovnice zatneme délenim vhodnou mocninou
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aroditele r%; x je v8k, v némZ se pojistka uzavird. Zavedeme
105

" . . v 1.

znaky = D;, Ny = 3 D, a s jejich pomoci provedeme potiebna
z

zjednoduseni.

105
Nové tabulky [lit. (9)] obsahuji téz &isla S; = 3 N,. Tim je

z

umoznéno zafaditi téZ Glohy, v nichZ je pojisténa renta progresivni
podle fady aritmetické, nebo takové, v nichz se plati roéni prémie
stejnym zptsobem klesajici. Viz Skalicky, lit. (12), kde jsou oba
piiklady podrobnéji propoéteny.

V tlohach, jimZ lépe pfiléhd pouziti pravdépodobnosti, uzi-
vame, jak bylo fedeno, problematickych hodnot kapitalt. Je-li
Sastka K splatna po uplynuti n let, nastanou-li okolnosti, jejichz

pravdépodobnost je p, jest jeji problematickd hodnota p . —f—i

S touto éastkou ihned vyplacenou (tudiZ jistou) spokojila by se
osoba, majici ndrok na dastku K za uvedenych podminek.

Ve vypoétech numerickych pouZivame tabulek Gmrtnosti, p¥i
demZ nezapomeneme upozornit, Ze jejich platnost jest omezena
na kolektiv, jehoz statistickym zpracovanim byly pofizeny.

3,22. Pojisténi na Amrti a na imrti a doZiti. Tyto tlohy tvoii
druhou skupinu obsahujici rovnéz &étyii zakladni typy.

Pii pojisténi na amrti vyplaci pojistovna koncem roku dé-
dictim v8ech pojisténci v tomto roce zemselych pojisténou éastku K.
V s-tém roce po uzavieni pojistky je téchto zem¥elych Iy s—1 — lz4s-
Vyplacené pojistky diskontované ke dni, v némz se pojistka uzavira,

. —1—1 , . Y
jsou = EHe—L 2+1) Prav4 strana rovnice bude proto souStem
r

téchto vyrazi pro s =1, 2,... Leva strana obsahuje bud jediny

¢len Pl, (pti pojisténi jedinou prémif) nebo soudet pl, 4 p l”:l +

+ ... (pfi pojisténi roéni prémii). Délenim 7* piipravime obé

strany k tpravé. Levd strana neposkytuje nic nového; tprava

pravé strany je vSak zdlouhavéj&i. Z upraveného vzorce je zfejmsé,

v . 3 7 3 . , -N .

Ze je vyhodné zavésti novy znak a, = —1—)—’; hodnota a, je tabe-
x

lovana. .

Hotovy vzorec obsahuje téz konstantu T: 1, kterou je
dobfe vypoditat piedem a poznamenati. Pro zdkladové procento
oy T—1 004 1
tabulek (p = 4%) je — =T0i— 2%
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Pii pojisténi prémii roéni neni t¥eba odvozovati namihave
znovu pravou stranu. Jest tfeba jen uréiti pomér mezi jedinou
prémif P a prémif roéni p, jejiz doZivotni placeni by bylo prémii P
ekvivalentni. Uéiime piedpoklad, Ze cely kolektiv I, zméni své
jednorazové pojistky v pojistky roéni. Jeito povinnost pojistovny
zistavd nezménéna, je

Plﬁ:plz+’§l1+1+%l1+z+...,

z ¢ehoZ snadnou tpravou dostaneme

P:pa,,:K[l—rﬁla.z].

r
r—1
r

Jezto vypodet Gy = %% je snadny, neni vyhodné uvadéti

o 1 r—1
p—K[E;— ; ]

vzorec na tvar

Je moZno podéitati nejdiive piimo 1 —

- 0a, pak logaritmicky

—1
K[l——r p. az]

Qg

p:

. Pripoji§téni na tmrti a doZiti uréitého véku vyplati pojistovna
pojisténou Sastku pojisténci, doZije-li se piedepsaného véku, nebo
dédictim, zemje-li pojisténec difve, koncem roku, v némz pojisténec
zemiel. Vypodet se li&i od predeslého na strané pravé, pii pojisténi
prémif roéni i na strang levé. Na pravé strané se skonéi soucet
K (la+s—1— lz+1)
7-8
representujici vyplatu pojistek pojisténcum, kteii se dozili splat-
nosti pojistky. Upravu pravé strany provedeme zcela obdobns jako
v piipadé predeslém. Také vysledny vzorec pii pojisténi jedinou‘

P v « xlon KL
vyrazi u s =7 a pristoup{ dali &en —Zt"

z z+n’
D, ’
pro ktery se zavidiva zkratka a, . Tento vyraz viak neni tabelovén,
nebot’ je zdvisly na dvou indexech; proto miZe miti zavedeni této
zkratky vyznam jen formalni: pro prehlednost a téz jako pomiicka
paméti, nebot uvddi vzorce pro pojisténi na Gmrti a pojisténi na
umrtf a doZiti formaln& na tyZ tvar.5)

prémif m4 ty% tvar, a% na to, %e misto —=se objevi vyraz
z

N - .
%) Ondrdk [lit. (13)] zavadi jestd a,m = -_;)ﬂ. Doporuéuje odvoditi
z
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Pii pojisténi prémii roéni skonéi se soudet levé strany ¢lenem

lotn— . ;
. xrn"_l . Také tu neni nutno znovu odvozovati pravou stranu.

Prémii roéni vypodéitame opét s pomoci fiktivniho piedpokladu, Ze
kolektiv [, zménil své jednorazové pojistky v pojistky roéni.
Jest pak

Pl, = pl, —i—v% lo+1 + rl;lx+2 + .+ rn—p—i lotn—1.

Snadnou fipravou obdrzime
P = pasy.

I zde 1ze doporuditi stejny postup jako p#i pojisténi na tmrti, nebot
koneény vzorec ve formé :

1 r—1
p=*|a]

neni pro vypoéty nijak vyhodny.

V zévéru udiva aritmetiky pojistovaci budiZ upozornéno i na
jiné druhy pojisténi a na socialni vyznam pojistovani.

4. Doslov; poznamky: literarni.

4,1. Metodicka literatura PP a pojisfovani. Metodicks lite-
ratura matematiky zjevt kolektivnich je celkem chud4. U nés hojne
roziifens velks metodika Lietzmannova [lit. (14)] obsahuje ve svém
druhém dile povsechnou stat, jez je pozoruhodnd upozornemm
na klesajici vyznam PP, zaloveného na kombinatorice, a. poZa-
davkem pribliZziti vyuéovani této partn ¥ivotu a jeho situacim.,
Podle spriavného autorova soudu muZe tak udiniti Gaussova
kifivka chyb. Tyz autor ve tietim dile této kmhy pojednava
o statistice a pojistovani. Soudi, Ze je podivné, Ze pfes svoji dile-
mtost vnikla statistika jen malo do.matematického vyudovani.
O mravnich hodnotdch statistiky a jejich vyznamu ve vjrchove
pojednal u nés Kollar [lit. (15)]-

Rozhodneme-li kladn& otédzku p¥iklonéni PP na stredm §kole
k statistickému stanovisku, zbyvé jests rozhodnouti, jak daleko je
moZrio na tomto poli jiti. Gaussova kfivka se rozhodné mléky
prejiti nema. Nelze ovsem jit a% k jejimu teoretickému zdivodnéni.

Ani z pozoruhodne price Pélyovy [Lit. (16)] nelze vytéziti piimy
zisk pro vyudovéani.

‘napi"ed vyrazy ags 0, M), Q. iako praydépodobné dnesni hodnoty jistych

D
dtichodt jednokorunovych; k tomu pnpo;u_]e vzorec P = K——- gin . Tim ]e

@
-‘umoZn&no napsati hned vhodhou rovnici pro Jednoduche ulohy p031§tovaci.
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Autor tohoto élanku Zadal jiz pfed lety novou kolektivistickou
orientaci vyuSovani PP [lit. (17)]. Jistym kamenem trazu je ne-
dostatek vhodnych p¥ikladu. Maji byt brany z biometriky, p¥irod-
nich véd, technickych nauk a pod. Néco nalezne uéitel v citované
jiz literatufe (7, 10, 11).

Pomérné dobie je na tom PP zaloZeny na kombinatorice. N4§
Casopis a jeho sttedoskolsks p¥iloha p¥inesly fadu &lankd, z nichz
je moZno vytéziti mnoho zajimavych tloh. Mimo citované uz
autory [lit. (1,2, 3)] patii sem dale prace Vorovkovy [lit. (18)],
Kauckého [lit. (19)] a Koneéného [lit. (20)]. MuZeme sem zafaditi téz
dvé prednasky matem.-pfirodovédeckych kursi v Brn& 1931
[Kaucky (3), Hostinsky (21)]. Dobré (fesené) priklady obvyklych
typd najdeme v zndmé maturitni sbirce Dvordkové [lit. (22)].

K prohloubeni znalosti PP je moZno doporuditi ¢eské spisy:
Ldska [lit. (23)], Hostinsky [lit. (24)], Kaucky [lit. (25)], Rychlik
[lit. (26)]. Seznam cizi literatury se struénymi charakterisujicimi
pozndmkami najde Stendi na pr. v knize Kauckého (25). Teorii
statistiky lze studovati z ob&irného, do &eStiny pielozeného dila
Yuleova [lit. (8)]. Také v tomto dile nalezne étenaf obsazny seznam
dalsi literatury.

4,2. NefeSené a nedofefené problémy metodiky PP. Z nezpra-
covanych nebo asponi pro stiedoskolské vyulovani dostateéné ne-
zpracovanych otédzek uviddim aspoin nékteré. Je to predeviim velmi
naléhavé potfeba experimentilniho ovéfeni zdkona velikych
¢isel. V odst. 1,4 byla jiZ ¥ed o pracich tohoto druhu [lit. (4)]. Zaji-
mavy navrh kolektivniho experimentu podal Cech [lit. (5)]; pokus,
zd4 se, nebyl dosud v praksi vyzkousen. Jeho Gspéiné provedeni by
jisté zZaktm vrhlo pravé svétlo na PP a jeho prakticky vyznam.
Autor spravné podotyka, Ze pokus nesmi byt ptilis sloZity a pracny,
ma-li se potkati se zdarem. Jeho ndvrh této podmince vyhovuje.

Také otdzka pouziti grafickych metod v PP neni dosud
rozresena, a¢koli grafické metody jsou velmi cenné po strance vy-
chovné i didaktické, a jejich pouziti pln& odpovidd vysledkim
pedagogické psychologie. Patii sem jen struény ¢&lanek autoriv
[Lit. (27)]. : '

Nevyuzity zstdvaji pro matematické vyuéovani ruzné apli-
kace PP, na pf. na zdkony dé&diénosti, na kontrolu vyroby, na
telefonni problém a na moderni fysiku. Jsou to vesmés véci zasadnf
dulezitosti pro moderni v&du i Zivotni praksi; jejich zp¥istupnéni
by piineslo jisté mnoho kladd pro vyudovani jiz pro nespornou
zajimavost tohoto materidlu. Roz¥esiti uspokojivé tyto otazky se
oviem podalf jen obétavou spolupraci viech, kdoZ pracuji v meto-
dice stredoskolské matematiky.

Také hlavni principy t. zv. vyrovnani chyb by mély byt aspoii
naznadeny. Snad by to $lo v vodnich hodindch fysikalnich prak-
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tickych cvideni, kde se muZe vykladim dostat i praktického pii-
kladu na pf. méfenim dotykovym méfitkem. Dulezity statisticky
pojem korelace nemél by téz zustat Zakum cizi. Také tu nenf zatim
znama vhodn4 cesta k FeSeni. Rozhodné ji nenf ta, jez podava prosté
hotové vysledky bez jakéhokoli zdtivodnéni, cesta, kterou podstou-
pily nékteré stiedoskolské udebnice cizi.

4,3. Seznam citované literatury. (1) Schoenbaum, Prirozeny
lidsky rozum a matematika, CMF 40. — (2) Friedrich, Z pout
klamného tsudku k poznani (éast), RMP V. — (3) Kaucky, Nékolik
kapitol z poétu pravdépodobnosti, Sbornik mat.-ptirod. kursd,
Brno 1931. — (4) Hrazdil, Experimentalni uréeni &fsla 7z, CMF 50. —
(5) Cech, Kombinatorika a potet pravdépodobnosti na stfednich
$kolach, CMF 68. — (6) Rotrekl, O konstrukei tabulek tmrtnosti,
RMP 18. — (7) Gebauer, Aplikovand matematika pro vojsko, Praha
1931. — (8) Yule, Uvod do teorie statistiky, éesky pieklad, Praha
1926. — (9) M. Valouch-M. A. Valouch, Tabulky logaritmické,
10. vyd., Praha 1937. — (10) Pirko, Ulohy z poétu pravdépodob-
nosti, CMF 67, — (11) Kltme$, Pravdépodobnost zdsahu pii letec-
kém bombardovani, RMP 15. — (12) Skalicky, Nové tabulky amrt-
nosti, CMF 68. — (13) Ondrdk, Poznamka k sloZitému tarokovani
a aritmetice pojistovaci, CMF 56. — (14) Lietzmann, Methodik d.
math. Unterrichts, Leipzig. — (15) Kollar, Mravni hodnoty statistiky
a jejich vyznam ve vychové, Stiedni §kola XVII. — (16) Pélya,
Anschaulich-experimentelle Herleitung der Gaussschen Fehler-
kurve, Zeitschrifts f. math.u. naturwiss. Unterricht 52.— (17) Ska-
licky, Potet pravdépodobnosti na strednej $kole, Vyroéni zprava
RG Nové Zamky 1930-31. — (18) Vorovka, O pravdépodobnosti
pti¢in, CMF 43. — (19) Kaucky, ‘Z podtu pravdépodobnosti,
RMP III. — (20) Koneény, Nékolik tloh z elementirniho podtu
pravdépodobnosti, RMP 17. — (21) Hostinsky, O n&kterych apli-
kacich poétu pravdépodobnosti, Sbornik mat.-pfirod. kursii, Brno
1931, — (22) Dwordk, Maturitni otdzky z matematiky, II. vyd.,
Praha 1932. — (23) Ldska, Po&et pravdépodobnosti, Praha 1921. —
(24) Hostinsky, Geometrické pravdépodobnosti, Praha 1926. —
(25) Kaucky, Uvod do poétu pravdépodobnosti a teorie statistiky,
Praha 1934. — (26) Rychlik, Uvod do po&tu pravdépodobnosti,
Praha 1938. — (27) ‘Skalicky, Grafické metody v poétu pravdé-
podobnosti, CMF 62. - ‘

[CMF = Casopis pro p&st. mat. a fysiky, RMP = Rozhledy
matem.-piirodovédecké.]
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