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Vzéjemny vztah riznych systémé dotykovych i
kuzelosecek obeecné k¥ivky ctvrtého stupne. L

Dr. L. Seifert v Brnd.
(Dolo 14. biezna 1933.)
DVO]ne teény kiivky étvrtého stupné tvofi zajimavou konfi-

guragi, jiZ se zabyval Steiner a po ném éetni jini. Piehled vysledki
podal Timerding.!) Mezi metodami, jimiZ lze k uvedenym vlast-

nostem dospéti, jsou dvé &isté geometrické. Jest to predeviim .-
Geiserova stereografickd projekce plochy tfetiho stupnsg, .
kde obrysova kiivka jest obecnd kfivka étvrtého stupné, a pak jind: -

cesta, které pouZil Ciani,?) ukédzav, Ze tuto kfivku lze povazova,tlﬂ

za prisek roviny s Kummerovou plochou a %e ze znidmych vlast-

nost{ konfigurace dvojnych bodi a singuldrnich teénych rovin -
vychézeji vlastnosti konfigurace dvojnych teden kiivky. Steiner .
podal své vty bez dikazu, ale jisto jest, Ze mu za vychodisko slou- -

Zily avahy o kvadratickych systémech kuZelosedek, z nichz kazd4

se kiivky dotkne ve &tyrech bodech. O téchto systémech se mluvi -
v dal&ich pracich, ale obydejné se jen zjistuje podet systémi a ne- - -

jedn4 se o jejich vzijemnych vztazich. Teprve Kohn?) nasel detné
zajimavé véty metodami, kterych néktefi pfedchidci.a zejména
Hesse pouzivali.

V tomto &lanku chei ukézati, jak lze Geiserovy metody pouz1t1 .
k odvozeni v&t o vzéjemném vztahu riznych systémt dotykovych .-

kuZeloseéek, omezuji se viak ]en na véty nejhlavn&j§i. Tento pro-

- blém ]est ostatné u Kohna vyderpin velmi dikladné. Poznamen4- .

vam, %e k odvozeni v&t o dvojnych teénich Geiserovy metody

soustavné bylo pouZito Zacharlasem v jedné disertaci z r.. 1903 ‘

(Rostock).

1. Promitejme plochu tretiho stupné @ z jednoho bodu jejtho O, . '
jenz neleZ{ na Zadné piimce plochy, na rovinu . Prasek @ s prvni .~
- polérou II, bodu O jest kiivka K¢ Sestého stupné s dvojnym bo-

-dem 0. Z bodu O se promithe jako k¥ivka K stupne 4 a rodu 3,

zdénlivy obrys plochy. Jest dobfe zndmo, %e takovou kiivku T
étvrtého stupné lze naopak povazovatl vidy za obrys obecné plochy

1) Crellév Zurnal, sv. 122, 1901, str. 209.

". %) Rendiconti deIR Inst. Lombardo 1895, 1898. Annah di Matematlca,:

8. I, t. II.,.1898.

%) Monatshefte der Math. u. Physik, r. I 1890, str. 70, 129. Crellav -

iumé,l sv. 107, str. 1.
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tretiho stupné. 27 pfimek plochy jevi se jako dvojné tedny kiivky X,
stopa ¢ tetné roviny = bodu O jest dalsf teGna dvojné a stopy obou
ptimek plochy I1, v 7 leZici jsou dotyéné body tedny ¢, o
Priisedik kiivky K°®s jinou kiivkou na @ jevi se v z jako dotyk,
pokud tedna této kiivky v priseéném bod& neprochizi bodem O.
Jest nyni otdzka, které kiivky na plofe se promitnou do z jako
kuZelosetky dotykajici se K ve étyfech bodech. Je-li k kuZelosegka,
v 7, pak kuZel O(k) sede @ obecnd v kiivce stupné 6 s dvojnym
bodem O, miiZe se rozpadnouti na kuZelosetku a k¥ivku &tvrtého
stupng s dvojnym bodem O neb ve dvé kfivky tfetiho stupn&
o spoleéném bodé O. Necht k se dotykéd K ve 4 bodech. Zoveme
takové kuzeloseCky prosté dotykové. Pak kuZel O(k) se dotyks @
ve 4 bodech na K, Jsou-li tyto body v téie roving, pak jejich
rovina sede kuZel O(k) v kuZelosetce, jez s prisekem roviny a plo-
chy @ ma dotyk ve 4 bodech, t. j. tento prisek se rozpad4 v kuzelo-
- setku a pfimku. KuZelosetka v roving jest tedy primétem kuzelo-
se¢ky na ploSe a ovSem soudasnd i prostorové. kfivky é&tvrtého
stupné s dvojnym bodem O. Nejsou-li body dotyku kuZele s @
v téke roving, sestrojme na kuzelu O(k) kfivku tfetiho stupné,
které jde témito body a v O se dotyks jedné pfimky kuZelu obsazené
v teéné roving 7. Tato m4 pak s @ dotyk v péti bodech, lezi tedy celd
na @ a k jest primét dvou kubickych kfivek o spoleéném bod& O.
Vidime tedy, Ze dotykovd kuZelosetka v m jest obrazem kuzeloseéky
(soudasné kiivky étvrtého stupné s dvojnym bodem O) nebo kubické
k#ivky jdouct dvojnym bodem O (soudasné jests jiné kubické kiivky).
2. Na plo8e tietiho stupné je 27 systémid kuZelosedek. Kazda
piimka plochy je osou svazku rovin, které obsahuji kuZelosetky
jedné fady. Plocha mé, jak zndmo, 36 piimkovych dvojSestnin
a ke kazdé patii dva systémy kiivek tietiho stupné (sdruZené);
kiivky prvého maji pifmky jedné Sestniny za bisekanty a neproti-
naji piimek dopliikové Sestniny, u druhého systému jest- tomu -
naopak. Jedna kfivka jednohé a jedna druhého systému jsou vidy
na jedné ploSe druhého stupné. Tak dostdvame viech 27 + 36 = 63
fad dotykovych kuZelosedek v roviné. V kazdé fads je Sest kuZelo-
sedek zvrhlych ve dvojici pfimek. Je-li p pfimka plochy, jde ji
pét tritangencidlnich rovin, které mimo p obsahujf jeité dvé rizno-
bé&zné pfimky. Priméty téchto dvojic a stopa teéné roviny ¢'s p tvofi -
. Eest rozpadlych kuZeloselek. Je-li k; kubickd kiivka bodem O,
pak kaZds plocha druhého stupné kiivkou %, jdouci sefe & jedte
v jedné kiivece /;. Plochy, které se mimo to v O dotykaji roviny =
tvoli svazek a l; se promitaji jako fada dotykovych kuZeloseek.
Ve svazku ktivek (I,) jest Sest kiivek, jeZ.se rozpadnou v piimku
a kuZelosetku bodem O a promitnou se do z jako dvojice pifmek.
To plyne ihned ze zndmého zobrazeni plochy tietiho stupn& do
roviny, kde p¥imky jedné Sestniny se zobrazi jako zédkladni body.
‘Casopig pro pistovini matematiky a fysiky. Ro¢nik 62, ) 20
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Piimky I, zobrazi se jako pfimky svazku O, k; jako kiivky stupn&

vy

.

g

pét s dvojnymi body v zékladnich bodech a jdou bodem O. Zyrhlé -
kiivky fady (l) ]sou zobrazeny ve sp03mclch 0 se zakladnimi =

body.4)
3. Bud a pfimka plochy D, a, ﬁ dvé roviny svazku (a), ke, kB

kuZelosecky v nich leZici. KuZel O(L.,) sete @ ]eéte v kiivce stupné -

Stvrtého K.t s dvo;nym bodem O, jez s k, mé spoleéné &tyii body, -
které se promitnou jako body dotyku Jin4 plocha kfivkou K¢ .-

sebe @ v kuzeloselce, jejiz rovina patif opét svazku (a). Také ks

lezi v jedné takové 'ploée P. Ale P sede II, opét v kiivce &tvrtého

stupné s dvojnym bodem O a ta jde zfejmé& body, ve kterych k,, kg
- sekou K®. Projekce jeji je tedy kuZelosedka, jez jde osmi body
dotyku kiivek kq, kp. -

Bud % kublka na @ bodem O, I, sdruzens na O(k;). Plochy
- druhého stupng, které jdou kfivkou l3 a v O se dotykaji roviny 7,

tvoii svazek, ktery z @ vytind kubiky systému k;. KaZ?d4 z nich

sebe I, v knvce stupné étvrtého s dvojnym bodem O, jez opét jde
osmi body, ve kterjch ky (soudasné l,) a druhd kiivka sekou K¢,

V projekei se jevi jako kuzelosedka ]dOllCl osmi body dotyku dvou -

kuzZeloseéek. .
. Osm bodi dotyku dvou kuzdosecek téie mdy jest uzdy ne nove
kuteloseéce. .

-4. V&imnéme si, jak se k jedné dotykové kuZelosedee chovaji
kuzelosecky ostatnich ¥ad. -

Budjako v prededlém a ptimka na D, k, kuZelosetka v rovmé a

‘ K 4 kiivka na-kuZeli O(ks). Bud b pi ¥mka s prvm raznobéZznd,

,B libovolns rovina p¥imkou b, ks kuZelosetka v ni. b nesede ka, _

‘sede K,* ve dvou bodech. Otadi-li se B kolem b, dostdvdme na k,
' kvadra,tlckou involuci o stfedu (a, b), na K, ¢ rovnd involuci.

Pi{mky: SPO]UJIGI pfidruZensé .body  jsou -bisekanty k¥ivky K,* -

. sekouci b a ty tvoii plochu druhého stupns. Jedna pfimka. systemu

. kkterému, patiiib, lezi v v a promitne se jako bod (¢, ¢) nebot’ tieti :

piimka, ¢;, v roving (a,b) patii také uvedené ploSe. Mame tedy ‘f

* v projekei dvé kvadratické involuce na &, o stredech v prusecmlch '

dvo,]n)’mh teéen. (a, b), (Crast)- v
Je-li b riznobéiné s a, sebe v jednom bodé k., v jednom Ky*

tedy dostdvime v PI‘O]ekCl na -k, fadu bodovou a projektivni s ni

kubickou involuci.

.Bud@ (ks) systém kubik bodem O, (l;) systém sdruzeny. Pak a -

i est pro viechny k; souéasné bisekantou a neseée l; (anebo obracens),

"~ 4) Zékladnf body omalme Ay Ay, Ay .- - 4, nebo pHpadn kratleji -
1, 2, 3...6. Literatura o .ploSe. tfetiho- stupné jest nejuplnéji. uvedena -

v Pa.sca,lové Repetitorium der hoheren Matematik, II nebo v Encyklopédie
der Math. W., sv, ITI,, seit 10.

_ Ne]dﬁlezméjsx vty o konfiguraci p¥imek a knvké.ch na plose jsou
ve spisu J. Vojtéch; geometne pro;ektlvm v
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nebo jest soudasné unisekantou pro ks il V prvém piipads dosta-
- neme v projekci na k, fadu bodovou a projektivn{ involuci, v dru-
hém dvé kvadratické involuce.

K pevné kuseloselce jedné Fady chovaji se kuZelosetky ostatmch
- Fad dvojim zphsobem:

v 1. Vytinaji fadu bodovou a kubickou mvolucz které jsou pro-
jektiont. Bodw fady odpovidd trojina involuce, jeZ s ni lezt na téze
kuzeloselce.

2. Vytinaji dvé kvadratické involuce, pfi femZ si odpovidaji
pdry leZict na téZe kuseloseice. -

Ste]nym zpisobem jako k vytéené jedné kueloseéce ChOVa,]l
se ke viem kuZzeloseSkdm Fady, ke které tato patif. Rikdme, ze dvé
fady dotykovych kuZelosedek jsou ve vetahu prvého neb druhého
drubu.

"5. Nyni mtzeme zodpovédéti otdzku, kolik fad je s jednou
fadou ve vztahu prvého neb druhého druhu. .

Je-li fada zobrazena na roviny svazku (@), pak se otdzka pre-
vad{ na otédzku, kolik pfimek plochy seée neb nesede a, a kolik rad
kubickych kiivek mé @ za bisekantu neb unisekantu; ]mak v kolika
dvojgestnindch. ]e a obsaZeno. Jest viak znimo, Ze piimku a seée
10 jinych, nesee 16 primek plochy a je obsa,zena, v Sestndcti
Sestnindch (dvojSestnindch) a nevyskytuje se ve dvaceti. Podle toho
je k fadé dotykovych kuZelosetek zobrazenych na (a) 30 fad ve
vztahu druhého a 32 ve vztahu prvého- druhu,

Docela .podobns lze souditi, je-li obrazem dotykové knvky
kubika k,. Nejlépe.vziti na pomoc zobrazeni. Necht Ic3 se zobrazi
jako pifmka bodém O. Vidime hned, Ze Sest pfimek ji sede ve dvou,
Sest ji nesede, 15 v jednom bod&. UvaZované kubické krlvky
bodem O se- Z()bTaZII]l a) jako pfimky bodem O a kiivky pétého
stupné s dvojnymi body v zikladnich bodech A;,. které jdou
bodem 0; b) jako kiivky stupnd étvrtého s.dvojnymi v zakladJnich '
bodech At, Ak, 4; a jednoduchymi v ostatnich a bodem O, dqplnko«
vy -systém  jsou kuZelosetky jdouci ostatnimi zakiadmml body
a bodem O (20 systémi); ¢) dvé ¥ady kiivek t¥etiho stupné Které
obsahuji étyii zdkladni body jako jednoduché, paty neb sest}'r jako
dvojny a jdou bodem O (15 systém).%) Vidime tedy opét, Ze k Fadé
zobrazené do p¥imek svazku (0) je 12 4 20 = 32 ve vztahu prvého
druhu a 15 4 15 == 30 ve vztahu druhého druhu. Ke KaZdému
systému jest tedy 32 ve vztahu proého a 30 ve vztahu druhého druhu.

6. Viimn&me si nyni vztahu druhého druhu. V kazdém systemu’
dotykovych kuZelosedek jest Sest kuZelosetek rozpadlych, sesta-
- vajicich ze dvou dVO]njlch teden k¥ivky K. Tazme se nyni, kolik
téchto piimek patrl soudasné obéma systémim. Dvé piimky na P,
——————

5) Srovnej na pF. Diekmann, Mathem. Annalen, sv. 4, str: 442. ’
‘ : 8 . 20%
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~ které se sekou, a, b ukazuji hned, Ze jsou to pHmky a, b, cyo, ¢, jeZ- .

nutno jako &4sti zvrhlé kuZelosetky plitisti svazku (@) i (b). Po-
"dobné i v piipadech, kdy jeden neb oba systémy se zobrazf do svaz- -
ku (k), shleddme, Ze jsou &tyfi dvojné teény spolecne a pravé. .

onémi jdou stredy obou involuei.

Mnohem. za]1mave1é1 jest vztah prvni: Bud opét jako v odst. 4

a p¥mka plochy, @ rovina svazku (a), k« kuZeloseSka v ni a K,

piisludnéd kiivka &tvrtého stupné. Piimka b mimobé&ind s a sele.

v jednom bodé& k., v jednom K,% Roviny B svazku (b) ddvaji =
na K,* kubickou involuci. Bisekanty kiivky K.* sekouci b tvofi

piimkovou plochu pétého stupné, na niz b a K,* jsou dvojnisobné
kiivky. Prisek jeji s @ sestdvd mimo b a K,* jeSté z péti piimek,

které sekou b a dvakrit K,4, tedy sekou a i b. O je na této pfimkové -
ploSe trojnisobny, nebot bisekanty kiivky K.* sekoueci libovolnou .
piimku p bodem O tvoii plochu tfetiho stupné s dvojndsobnou p,  *
jez b sefe mimo K,* jesté ve dvou bodech. Tedy dvé& bisekanty .-

sekou b, p, K% KuZel teden nasi piimkové plochy patého Stupné

z bodu O jest druhého stupne Stopa na 7 jest kuZelosedka, jiz jsou :.

opsény trojahelniky tvofené trojinami involuce na dotykové kuze- .

losedce kq. KuZel dotyks se uvedenjch péti piimek, které sekoua, b, .’
a'roviny 7. To jsou v prOJekm pravé dvojné teény spole¢né obdma

© ¥adém. KuZel j je tedy tyZ, at k. je jakékoli kuZelosedka prvé fady, .
a muZeme mluviti pravem o tnvoluénim kuzelu a tnvoluént kuZelo-- :

seéce spoleéné dvéma faddm ve vztahu druhu prvého.

Na @ jest 216 dvojic mimobé&znych pr1mek tolik involudnich - ©

kuZelosedek jim v roving odpovida.

_ Bud (k) svazek kubik bodem O, a p¥imka, kters nesede k%, '
‘Bisekanty ktivky k, sekoucf a tvoif prlmkovou plochu &tvrtého .

stupné s ]ednoduchou pfimkou a a dvojndsobnou - kiivkou kj. -
Kuzel teten z bodu O j je kvadraticky & stopa Jeho involudni kuZelo-
setka Fad (a), (k,). Tato ptimkovi plocha md s @ mimo ks, a jesté
pdt piimek,. které privé jako rovina (Oa)-se dotknou kuZelu. -
V projekci mdme zase Sest dvojnych teden, které se dotknou invo-
luéni kuZelosedky. Ponévadz k ¥ad& (k) jest na @ Sest mimobézek,
vznikne timto zplisobenri6. 72 = 432 involuénich kuZelosedek.
: Bud (ks) systém kubik bodem O, (%) systém sdruZeny, (ms) jiny,
(n3) s nim sdruzeny, takZe m? sefe ka mimo O vidy ve tiech bodech.
Jest zndmo, Ze roviny urdené trojinami-involuce na kubické kiivce
tvoii svazek A% prumgtu dostavame kuZelosetku a trojihelniky -

tvorené trojinami mvohice jsdu opsdny kuZelosedce. V&imnéme si «

‘rozpadlych k¥ivek a vezméme opét -na pomoc zobrazeni. k; at se |

~ zobrazi jako kiivka &tvrtého stupng s dvojnymi 4,, 4,, 4,, jedno- &
duchjrm Ay, A5, Ag, O, (mg) at tvodi svazek 0. Pak 04,, O4,, O4, .

predstavuji kifivky rozpadlé v kuZelosetku bodem O a bisekantu

'b'knvky ks. OA,, OAg, OA, jsou obrazy kuzelosecek které sekou k;:,

';ﬁ_ ¢

s L
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dvakrat a jsou v téZe roviné s piimkami zobrazenynn v kuzelosecky
(12356), (12346), (12345). Posledni tii piimky jsou opét &ddsti
systému (k;), nebot kuzZelosetky na pr. (12356) a (12340) jsou
obrazem vidy jedné k; zvrhlé v pfimku a kuZeloseSku. Involuéni
kuZel se dotkne primek zobrazenjrch do 1,2,3 a (12356), (12364),
{12356), to jest piimek, jeZ na ploSe tvoii dvé sdruZené trojiny -
a jsou uplny prisek hyperboloidu s @. Takovych hyperboloidd
jest 360-a zdanlivy obrys v & kaZdého jest involuéni ku¥elosetka
dvou fad. Je tedy celkem 216 4 432 + 360 = 1008 invol. kuZelo-
seéek, jez se vidy dotykaji Sesti dvojnych tefen kiivky K.

- 7. Viimnéme si teéné roviny o involuéniho kuZelu v prvém
pifpadu odst. 6. Pimky a, b sekou ¢ v 4, B na kfivce %, priseéné
roviny s @. Body 4, B jdou piimky pa, ps, priseénice s ¢, § a sekou k4
v bodech M, N, resp. R, S, takie MR, NS jdou bodem 0. Je-li
T prisesik g = ABs T pak podle zndmé véty o rovinné kubice 70
se dotyksd v O kiivky k,, lezi tedy v roving 7. Piimka ¢, jeZ sefe
mimobéiky a, b a kiivku v 7 s dvojnym bodem O tvo¥i plochu stup-
né 4, na které a,b jsou dvojnisobné Fidici, jejich transversila
bodem O dvojnisobnou tvorici piimkou. KuZel teten z bodu O
jest kvadraticky, dotykd se ziejmé péti pfimek, jeZ sekou soudasné
a, b, a roviny 7. Tak jsme znovu dospéli k involuénimu kuzelu.
Mimoto vidime, Ze v teéné roving o svazky (4), (B) vytinaji na ks
kvadratické involuce perspektivni podle sttedu 0. V projekei:
na_ tecné’ mvolucm Icuzelosec]cy 'uytma,yz oba. systemy dotykovych
jednoduseji v ostatnich pifpadech prOJednanYch v.odst. 6.

8. Privé tak snadno lze odvoditi vétu T#i involutni Icuzelo-
seCky dané tfems riznymi rfadami maji vEdy Etyri spoleéné teény.

Jak snadno ze zobrazeni vychézi, mohou na & nastati tyto
‘piipady: a) TFi mimob&iné ptimky @, b, ¢; trojina pfidruZens. d, e, f
a ¢ jsou v projekei spoletné. teény. involu¢nich. kuZelosedek: rad
{a), (b), (c). b) Dvé mimobéZné pnmky a, b a ¥ada (ky), jeZ nesede @
ani b. Jeli a, b zobrazeno do 1,2 %55 a.ko p¥imka bodem O, vidime
‘hned, Ze kuzelosecky (12345), (12346), (12356), (12456’) pfed-
stavuji pfimky sekouci @, b a dvakrit ks, tedy projekce v z jsou
dvojné teény spoletné tfem involuénim kuelosedkém.

9. Viimnéme si kiivky, jiz vytvoruji dvé rady dotykovych
kuZelosedek vztaZené na . sebe projektivné. .

Dvé rady ve vztahu prvého druhu budte zobrazeny na svazky
{a), (b), pfi éem a, b se neprotinaji. Jsou-li svazky (a), (b) pro-
Jjektivni, vytvoiuji hyperboloxd a ten sefe @ mimo a, b jestd v kiivee
raciondlni &tvrtého stupné, kterd se z O promité ]a.ko racionéln{
kfivka o.t¥ech_dvojnych bodech, jez se kiivky K. dotyka. v, osmi
‘bodech, neb 'z dvanicti pruse(nkfl hyperboloidu s K- ]sou étyr ‘
na a, b. Ke kazdému k; pattf K,* na kuzelu O(ka). Ponévadz sva,zak

”’:;.4,: w
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ploch urteny kiivkou K,* sebe @ v kuzelosetkich svazku a, vidime,
ze vsechny uvazované K.*lze dostati svazkem ploch druhého stupné,
jez jdou k¥ivkou k. a dotykaji se v O roviny 7. Tento.svazek ploch
a svazek (b) jsou projektivni a vytvoii plochu t¥etiho stupné, jez
s @ mé ke, b a jesté kiivku stupné Sestého. Obé plochy maji v O
dotyk, O je tedy dvojny bod a k¥ivka se promitne jako k¥ivka stupné
&tvrtého. Rod této kiivky jest dvé, nebot zobrazi-li se a jako
zdkladni bod 1,5 jako 2, zobrazi se k, jako kubika s dvojnym I,
jednoduchymi 3, 4, 5, 6, zbyvajici 8ast priseku jako k¥ivka stupné 6
"~ s trojnym 2, dvojnymi 3, 4,5, 6,0, tedy rodu 4. 5.4 —8 = 2.
Projekce je kvartika s jednim dvojnym. Ponévadz k. s p¥islusnym
K.* se sekou na K, vidime, Ze obé kfivky vytvorené sekou K
v tychz bodech a v projekci se dotykaji v tychz osmi bodech
kiivky K.

Je-li jeden systém na ploSe (&), pak svazek ploch jednou
sdruzenou kiivkou I3, které se dotykaji v O roviny 7, vytini
systém k; a jest projektivné vztaZen ke svazku rovin neb jinému
svazku ploch druhého stupné. Podobnou tvahou . dospéjeme
k stejnému vysledku: Jsou-li dva systémy dotykoviych kuzelosecek,
jez jsou ve wztahu prvého druhuw, projektivni, wvytvori dvé kFivky
stupné tortého, z nichi jedna md jeden, druhd t#i dvojné body a do-
tykaji se K v tychz osmi bodech.

UvaZujme systémy projektivni ve vztahu druhého druhu.
Budte a, b dvé piimky riznobézné, S jejich prisedik. Svazek (a) je
projektivni s (b) a vytvor je kuzel o vrcholu S, ktery mimo a, b
mé s @ spoleénou kiivku rodu jedna a v projekei tedy dva dvojné
body. Svazek ploch druhého stupné kiivkou k, s dotykem v O
je projektivné vztazen na (b) a ddvd mimo k,, b kfivku Sestého
stupné a rodu jedna, jak podobné zobrazeni ukazuje. Tedy: Jsou-lv
na sebe projektioné vziafeny dva systémy ve vziahu druhého zptsobu,
vytvoruji dvé kfivky stupné étortého, kazdou se dvéma dvojnymi body,
které maji s K dotyk v tychZ osmi bodech.

10. Studujme geom. misto bodd, v nich? se dotykaji kuzelo-
seCky dvou riznych fad, jeZ jsou ve vztahu prvého druhu. Tomuto
mistu patii K a Sest dvojnych tefen kiivky K, jeZ jako &asti
zvrhlych kuzelosedek patii obéma fadadm, a pak vlastni kiivka R,
o niz chceme uvazZovati.

Budte @, b mimobé&zky na . k., ks se nemohou dotknouti,
nebot’ spolednd teéna by protala a, b, lezela by tedy celd na ploSe,’
ale dotkne se K,* a kg. Teéna v bodé dotyku r jest bisekanta Kb,
jez sede b, (rO) je teéné rovina involuéniho kuZelu. V. ni z bodu B
vychazep StyTi teény k @ a tedy lze ¥ici: Dotyiné body teten kiivky

ko jedné Fady spoleénych s involuéni kuzelosedkou mdlest kitwce R.
_Abychom uréili stuper kiivky R na @, uZijme zobrazeni:
a necht se zobrazi do kuZelosetky (12345), e tedy jako svazek.
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primek (6), b at’ se zobrazi do (12346), k jako svazek (5). Kﬁ jest
pak zobrazeno do kfivky patého stupné s dvojnymi 0, 1, 2, 3, 4, 6
a jednoduchym §; tyto kfivky tvoil svazek a my hledsme do-
tyéné body teden vychdzejicich z bodu 6 ke kfivkim tohoto
svazku. Prvni poliry bodu 6 ke kiivkim svazku tvofi opét svazek
a maji 6 za dvojny bod s tymiZ tetnami jako ptvodni kiivka,
a jednoduché body 0,1,2,3,4. Oba svazky _vytvoiuji kfivku
- stupné devitého a lze snadno poznatl Ze 6 jest jejim p&tindsobnym,
0, 1,2, 3,4 trojndsobnymi, 5 jednoduchym bodem. Tato kiivka
je obrazem kfivky na ploie stupné 3.9 — 5 — 4.3 — 1 = 9, rodu 3.

O je trojndsobny, promitne se tedy jako k¥ivka stupne Sestého.

Je-li jedna Fada neb obé dvé zobrazeny do svazki kubik, lze docela
podobnou Gvahou dospéti k témuz vysledku.

Budte a, b riznobéiné piimky na @, P jejich prisedik. Doty-
kaji-li se k., kg, tedna bodu dotyku procham bodem P. Ale tyto
body dotyku jsouna priseéné kiivece @ s IIp (prvni poldra P). ITp mé
s @ mimo a, b jestd kiivku &tvrtého stupné R rodu 1. B jde téz
body dotyku rovin vedenych piimkou OR ku plofe a téch je osm,
nedéitdme-li- body na a, b. Také jde osmi body dotyku tntangencml-
nich rovin vedenych p¥fmkami @, b. V projekeci méme tedy k¥ivku
" 8tvrtého stupné se dvéma dVOJnym1 body, kterd se dotkne XK v osmi

bodech, dotyénych bodech teten z P ke K. Snadno lze urditi
piimku, na které jsou oba dvojné body. V roving ¢ svazku (OP)
vychdzeji z P &étyii teény k priseéné kiivée. Oznadme dotydné
body X,Y,Z,T. Maji-li na pf. X,Y,0 byti na pfimce, musi
teéna v bodé P a tedna v O se protinati na kiivce. Tedn4 rovina v P
]est (@, 0), v ni leZi ¢}, tedy o musi prochazetl bodem, v némz 7
sede ¢;,. Pak ]est oviem i Z, T, O na p¥imce a v projekei oba dvojné
body jsou na pnmce jez spojuje body (a b), (c12, 8). . v
Ale k,g muze se dotykati téz kiivky K,*; bud w prisluina tecna '
V roving (uO) mame ktivku tiettho stupne a z bodi 4, B ]dou k ni
tecny, jez maji doty¥né body v téze pHimce s O, t. j. AB sede kiivku
v témz bod§ jako tetna bodu 0. Tento bod 012 je priseéik T 8 ¢q,
“viechny p jdou pfimkou OC;, Hleddme tedy kiivku dotyénych
. bodu teden plochy @, které sekou OCy,, b. V roving piimkou b jest kP
a bod M na OC,,. Polira m bodu M ke k# davé dva body krivky.
Ale m jest téZ ve druhé poléfe bodu M. Druhé poliry obaluji kuZel
a jeho teéné roviny jsou projektivné vztazeny na roviny svazku (b).

Plocha ptimek m jest tfettho stupné, mé b za dvojndsobnou a obsa- o

huje celou ¢, a dotyks se v O plochy @. M4 tedy s @ mimo b a ¢y,
jesté kiivku R’ Sestého stupné s dvojnym bodem O, jez jde také
osmi body dotyku ted. rovin z a, b. V projekei méme opét kiivku
&tvrtého stupné, kterd je k tednim dvojnym ¢y, ¢ v témz vztahu
jako R k a,b. Oba dvojné body jsou, jak snadno lze vidéti, na
spojnici (ab) A{teys) a 1dentlcke s dvojnymi body prvé krlvky Ktymz
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vysledkum lze. dospétl ze zobrazeni a také i v piipadech, kde jedna
neb obé fady jsou dény svazkem kubik. -

* *
*

Podobnou metodou lze jednati o dotykovych kuzelosetkich .

kfivek se singularitami, jeZ dostaneme jako obrysy ploch se singu-

larnimi body. Plocha o &tyfech konickych bodech m4 za obrys dvé -

kuzelosedky a dospivime tedy snadno k faddm kuZelosedek, jez
se dotykaji dvakrat kazdé z nich. Tém byla ostatng v deské litera-
~ tufe jiz, tfeba jinymi prostfedky, vénovina pozornost.)

S .

Sur les rapports mutuels des systémes de coniques tangentielles
~ d’une courbe du quatridme degré.

(Extrait de larticle précédent.)

La courbe générale K du quatriéme degré peut toujours étre
regardée comme le contour apparant d'une surface générale du
troisieme degré &, le centre de projection étant un point O de
cette surface. Une conique tangentielle, c¢’est & dire une conique qui
touche KX en quatre points, peut étre regardée comme la projection
d’une conique située sur la surface @ ou bien d’une cubique. gauche
passant par O. Ainsi les 63 systémes de coniques tangentielles se

N 3
s ]

kS

trouvent représentés par les 27 systémes de coniques de la surface

et les 36 faisceaux de cubiques. ,
J’applique cette représentation & 1’étude des rapports mutuels
~de tels systémes. On déduit les résultats les plus importants con-
cernant ce sujet provenant de M. G. Kohn; on trouve en particulier

les coniques d’involution, les courbes engendrées par les systémes

projectifs et le lieu de points dans lesquels se touchent les coniques
de deux systémes différents.

8) Vetter, Casopis, r. 47, 1918, Klima, Casopis, r. 56, 1927.
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