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0 metrickych relacich transversal.
Napsal

‘Miloslav PeliSek,

professor v Plzni.

(Pokradovéni.)

Budtez nyni (obr. 4.) AB, ab velkd a mald osa ellipsy
vepsané obdélniku. Vedme bodem a tetivu ac, jez tvoii s malou
osou uhel @, a bodem ¢ rovnobéznou seénu, pak bodem A te-
tiva AC || ac, jeZ tvoti s velkou osou thel 90—« a bodem C
setnu rovnobéZnou teéné v A; pak shleddme snadno, Ze tyto
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setny se protinaji v bodé z na thlopiféné obdélnfka. Vedne
konetné bodem z-libovolneu piimku P, jez protind tetny bodd
A, B, a, b v bodech X, Y, «, ¥ a zvolme na této pffmce né-
jaky bod o ; pak jsou dle pfedchazejictho v platnosti ndsledujici
vztahy: ) :
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s — oX + oY
B ¢ tg” (90—« ’
Hgema T
ox 0,
®E= T ol + 1___%,_ ’
+ 7 + cotg“oz
z &ehoZ plyne relace
(14) 0z = oa:+oY 1 +0X+oy. 1 L, et
2 1 cotg o 2 14 &
+ cotg®a
jakoZ i relace
oz — oY _ cotg’e
(19) X—oy = & !

Splyne-li v8ak o se z, ndsleduje relace

a4+ 2Y _ cotg’
X4zy — &t

(16) e<l.

Kdybychom v8ak vedli ptimku, jez protind seény procha-
_zejicf bodem 2z ve dvou riznych bodech z, Z, obdrZeli bychom
nejvieobecnéjsi relaci

0z + oY 1 oX +oy 1

(17)
0z + 0Z 1+cotga 0z + oZ

=1, e<l,

1+ 58 cotg’a
z niz by pro ¢ = 1 ndsledovala obdobnd pro kruZnici

0z + oY y oX +oy
0z + 0Z ° -sin’e +- 0z + oZ

Z predchdzejicich relaci obdrifme fadu obdobnych pro
hyperbolu pouhou extensf, uvdZfme-li, Ze jest pfi této pomér

(17a) cose = 1.

vedlej§f osy ku- hlavni —bai, tedy ¢fslo imagindrni, jehoZ &tverec

jest ¢fslo negativni; obdrifme tedy pro tetny ve vrcholech
hlavnf osy hyperboly a pro rovnob&Znou seénu (jak moino téz
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direktné dokdzati), znamend-li & pomér vedlejsi osy ku hlavui,
ndsledujici relaci:

ox 0,
(18) 0z = — + ytg?a :
Ttk et

Kdybychom vedli vrcholy pomyslné osy piimky rovno-
bézné s hlavnf osou a tetivu k libovolnému bodu hyperboly,
jeZ tvoff s vedlejdi osou thel @, a timto bodem rovnob&inou
setnu ku hlavnf ose, jest v platnosti relace

ox oy

+—2

(19) 02 — ——“C—Ot,é-zg :

= ~ cotge

pii CemZ jest & zase pomér délek vedlejsi a hlavni osy.

Z téchto rovnic bychom mohli zase odvodit fadu vztahid
obdobnych (11) az (17), coz v8ak budiZ pominuto.

Koneénd jest patrno, Ze se ptedchazejici vyrazy stanou
pro parabolu neuréitymi.

* *
*

Transformuje nynf (obr. 5.) ellipsu, jejiZ poloosy jsou
a,, b, rovinnow affinitou, jejiz osou jest tetna ve vrcholu malé
osy, a jejiz affinni paprsek ku pf. ss; jest rovnobézny k tetné.

..

6%
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Transformaci tou obdrzime patrné zase ellipsu se sdruZenymi
priméry, jez uzaviraji thel a. Pak jest

: b b . .
a4, =a,b, =bsin ¢, —al = —_-sing, aneb & —esina.
1
Déle jest z obrazce patrno:
sin 8
sin (¢ — ) sine

tg B, =

Transformujeme-li jesté souCasné libovolnou pifmku P,
s body o,, 2,, y,, 2 ve piimku P s body o, x, y, 2, bude
patrné
0%y __ 0¥ _ 0%

ox ~ oy ~ oz’

takze dosazenim piedchdzejicich hodnot do rovnice (9) obdrzime

. _ ox oy
(20) %= sin? (@ — f) + &lsin?fp

+ e?sin*f 1+sin2(¢x—_ﬁ)

bl

pii ¢emZ & znamend pomér primeéru k teéné naklonéného k pri-
méru s teénou rovnobéziného.

Z tohoto vztahu plynou zase ndsledujici podrobné;jsi:
Splyne-li o se stiedem s, pak jest

st __sx_ &*sin®B — sin® (« — f3)

(1) sm ™~ su” &sin?B | sin? (¢ —f)

Splyne-li o s ¢ neb =, obdrzime

tm __th _ au __sin* (¢ —p)

(22) tn — H T xv~  &sin®p

Taktéz jest sprdvnd relace
cp __sin® (e —f)
cr — &*sin’p
aneb
' — sin* (@ — f)
(2?) P =250 e B —sin® (@ — )
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Vzorce (21), (22), (23) se zddnlivé nesrovndvaji se vzorci
(11, (12), (13), polozfme-li a = 90°, nesrovnalost ta v8ak zmiz,
zavedeme-li dfive jiz zminéné disledné oznateni, dle kterého
jest & pomér priméru rovnob&Zného s te¢nou k priméru k tetns
naklonéného, takZe by se ve vzorcich (21), (22), (23) mélo

pséti —i— misto &.

Polozme si nynf otdzku, zda-li se v rovnici (20) vyskytuje
takovy thel B8, pro ktery by relace (20) ptesla v prvotni relaci
Hamiltonovwu :

1 0z = ox sin% 8 4 oy . cos? B.
Snadno vyhleddme podminku

asin ¢« — b
tgh= acose '
pro kterou ndsleduje jednoduchd konstrukece.

Jest tedy patrno:

Pro kaZdou dvojici sdruzenych primérd existuje jediny
bod ellipsy, pro ktery jest v platnosti jednoduchd relace Ha-
miltonova jako pki kruZnici.

Budtez ddle (obr. 6.) mn, MN sdruzené priméry ellipsy
vepsané rovnobéznfku, uzavirajici Ghel «. Vedme vrcholem m
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tetivu me, jeZz uzavird s pifslu§nym primérem uhel 8, a bodem
¢ seénu rovnobéznou k tetné v bodé m; vedme ddle vrcholem
M sdruZeného priméru tetivu MC || me, jez tedy uzavird se
sdruZenym primérem MN thel ¢ — 3, a bodem C se¢nu rovno-
"béznou k tetné v M. Snadno shleddme, Ze ob& tyto seény se
protinajf v bodé §, jenZ jest na tihlop¥iéné daného rovnobézZnika.
Budiz ddle P libovolnd ptimka s libovolnym bodem o, jeZ pro-
tind ony tedny a setny v bodech z, y, 2, X, Y, Z, pak mdme
pti disledném oznaleni ndsledujfci rovnice :

_ ox oy _a
o'z"'1_*_.9“’sin"’(az—ﬁ)_{»1+ sin’g "’ =3
sin? 8 &2 sin* (@ — fB)

oX oY _a
02_1 sinzﬁ~_+1 & sin’ (« — f)’ =3
+ &? sin® (@ — B) + sin? B
Z t&chto ndsleduje velmi vSeobecnd relace
- ox +oY sin? 8 o
(24) 0z + oZ " sin® B &’sin? (@ — B)
oy *+ oX &? gin? (@ — B)

Tor ok sint B e¥sin? (a—B)

ze které by se specialisovdnfm dalo odvodit mnoho jinych. Ve-
deme-li zvld§té pfimku P bodem &, obdrzime
__ox—+oY sin? ﬁ
@) A= SR T e w— )

oy + oX &*sin? (¢ — f)

T ST T st (e — B’

Splyne-li o s timto §, obdrzfme vztah

fr LY __ & sin®(a —p)

fy+ X sin? §
Zavedeme-li ve vzorcich (20) a% (26) — & misto &2, ob-

drZfme patrné obdobné vzorce pro hyperbolu stanovenou dvéma-
sdruZenymi priméry. ‘ '

(26)
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‘'Téz zde bude pro kazdou dvojici sdruZenych priméri
existovati jediny bod, pro n&Z bude v platnosti jednoducha
Hamiltonova relace jako p¥i kruZnici.

Pro parabolu se stanou piedchdzejic{ vyrazy zase ne-
urditymi.

* *
*

Jeité obecnéjsi relace obdri{me, transformujeme-li obrazec
prvaf riizng uspofddanymi centrdlnimi kollineacemi.

Stanovme centrdlnf kollineaci pfedné tak (obr. 7.), aby
primér ab byl osou C a bod ¢ stfedem kollineace, kdeZto libo-

Obr. T
% ec):
é’.‘
¢ 5 J7
Oz
v
{ Y
X
sk z
o fw, 2\ N\ b
dl/ x a 5

volnd rovnobdzka ¥ k ose kollineace md byti pfimkou 1ibéznou.
Budiz f prisecik oné tibéZné piimky se setnou cd rovnobéznou
k tetndm v bodech a, d kruZnice, pak jest f patrné ubéZnik
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téchto tH transformovanyeh pifmek, kdezto kruZnice sama se
transformovala v kuZelosetku uréenou tetnami fa, fb sbody do-
tyku a, b jakozibodem ¢, jenz jakoZto stfed neméni svou polohu.

Vedme nynf libovolnym bodem o na ose kollineace pifmku
P,, jez protind netransformované teény a seénu v bodech z,, y.,
2, a uzavird s osou kollineace thel w,. Pfimka ta se transfor-
muje v pfimku P, jez protind transformované teény a seény
v bodech =, y, 2, b&inou ptimku v bod® o,, a uzavird s osou
kollineace, jakoZ i s UbéZnou pifinkou thel ®. Budtez dédle g,
v uhly, jez uzaviraji transformované teény s transformovanou
setnou. :

Jest patrno, %e obrazec oaxx, jest podobny a pro bod z
jakoito stfed podobn& leZfci s obrazcem o, fe, z tehoZ plyne:

% _ % -
ox o, “" = s @,
Déle jest
Z0, : fo, = cos  : cos (@ + u)
a tedy

_ cosu

X0 = @t a0 . fo,.
Mimo to jest

"~ fo, = fc. cotg m,.
Dosadime-li tyto hodnoty, obdrzime

__ €OoSu.cCoS@,
T cos(@+p) sine,

fe,

1

z CehoZz ndsleduje
- 0z, __ cos (@ -1 u)

0x ~ COS®,.cos{t’

Podobné obdrZime z podobnych a pro y jakoito stted po-
dobné lezicich obrazcih
0y, __ cos (0 — v)
o 0y T cosw,.CoSV
a ‘konetné
- oz, __ cos@ B
SR ‘0z~ cosm,
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Dosadime-li tyto hodnoty do Hamiltonovy relace, obdrzime
ndsledujici pozoruhodnou relaci, jez pripousti interpretaci ve
dvojim sméru

(27) oz:oocw.sinzu—}-oy.w

. cos? a.
COS @ .COS W COS @ .COS v

Relace (27) jest oviem prozatim dokdzdna pro o jakoZto pri-
se¢ik piimky P s poldrou ab polu f transformované kuzelo-.
setky, jest vS8ak v platnosti pro libovolny bod o’ pfimky P,
nebot jest pro tento

02 =02—00, 00y=0oy—0ovo, 0x=0x—00.

Dosadfme-li tyto hodnoty do relace (27), obdrzime

® .
o'z — 0’0 = (0'x — 0'0) COS (@ + ) ey
COS @, COS &
cos (0 — v)
o'y — 00) —— =, cos? o
. + 'y )cosw.-005v
aneb téz
O’z - 0'x R w . Sin2 a+0’yw . 0082 o
COS @, COS (4 COS @ . COS v
. + ) [1 .__.(B_S.(L__l'—_y’? . Sinz o +C_OM.COS2a]_
COS . COS W COS @ . COS v

Vedeme-li vSak piimku of, ptechdzi relace (27) v nd-
sledujfect o

(28) cos (@ - u) sin® @ + cos (@ —v)

. .cos?ae=1,
COS @ . COS COS @', COS ¥

velmi pozoruhodny vztah, prosty viech délek a panujfef vy-
hradné mezi intervenujfcimi hly. Z rovnice (28) jest patrno,
e jest ve vyraze pro o’z vyraz v hranaté zdvorce roven nulle,
a Ze tedy jest relace (27) v platnosti pro libovolny bod pifmky P.

Rovnice (28) jest identickd pro kazdou hodnotu w; nejsou
tedy ostatnf velitiny vSechny neodvislé, a d4 se tedy nékters.
eliminovati. Skute¢né mdme (obr. 7.)

ad __tgp ad

- -bd
& tg v’ a—(;:cotga, %—:tga,
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z tehoz plyne

cotg? & = tg u . cotg ¥, 8in? o — GOS8 4 . siny sin @ . cos v

Tsin (w0 Tsin @ )
Dosadime-ll hodnoty ty do (28), obdrzime analogickou:

@9 (@+p) sinv | cos (@ — ) sin g

sin (¢ +v) cOSm+sin (® +v) cose = L
a dosadfme-li do (27), obdrZime vztah
(80) o02=oz. 22 (@ +p) sinv + €08 (0 — ) sin

"sin (¢ +v) cosw

jenz mé patrné té% platnost neodvisle od dané kruznice neb s ni
kollinedrné kuzelosetky.

Nepftihlizime-li prozatim ke kuZelosedce stanovené tednami
fa, fb 8 body dotyku a, b jakoz i bodem ¢, njbri k dané
kruZnici, vzhledem ku které maji vSechny v rovnici (27) neb
(30) se vyskytujicf veli¢iny sviij uréity vyznam, miiZzeme rovnice
ty povazovati jako zvSeobecnéni Hamiltonovy véty vtom sméru,
%e se bod f nenalézd v nekoneénu, nybrz v koneénu na kolmici
v néjakém bodé primeéru kruZnice, tak Ze jeho spojnice s kon-
covymi body priméru prestdvaji byti te¢nami.

Téz v tomto pfipadé obdrifme podrobnéjsf vztahy, ddme-li
transversdle P a jejimu bodu o rizné zvlastni polohy.

Vedeme-li p¥itku, jeZ uzavird sestranou ab uhel p, prejde
(30) v nésledujfci

“sin (¢ + v) cos @’

co8 2 sinv+ cos (uw — )
“sin (@ +v) cosp sin (@ + )

Splyne-li na této piitce o se 2, jest

(81) o0z =—ox

tg u.

ex __sinp cos (p—)

(82) sy ~ sinv’ cos2u

Posledni dvé relace plati patrné pro libovolny trojuhelnik,
jeho strany a vyS%ku protneme pkFitkou, jez svird se zi-
kladnou tyz thel jako rameno s vyskou.

Splyne-li (obr. 8.) transversdla s pffmkou ac, oznaéfme-li
m jejl prisettk s pifmakou bf, a splyne-li o postupné s a, c,
m, d4 ndm rovmnice (27)
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: ac __cos(e —w) ., mc __cos(e @) .
(33) = s (e ) .sin*e, — = Cos (@ p) sin” e,
am COS & . COS v am COsS @ . COS u»

ac __ cosy cos (¢ —v)

me ~ cos v cos (2 )’

cotg? e.

Splyne-li P s ptfmkou b¢, oznafime-li » jeji priiseéfk

obe. 8.

8 pifmkou af a splyne-li o postupné s d, ¢, n, obdriime z téze
rovnice:

ne __ sin (¢ — v)

be __sin (@ 4 p)
(34) bn nb ~ sine.cos v

= = . sin? o,
Sin & . cos &

.cos?a,

@zoosv'sl.n(a‘—{-y).tg,a.
ne¢  cos u sin (¢ — »)

Tedy majf tyto tsetky ndsledujici dvojpomér
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35) ac be __ cos? p sin 2 (¢ —v)
S me "ne ~ cos?v sin2 (- p)’

cotg? a,
kdeZto soutin obou pomérid tusetek jest

, ‘ ac be__ tg(a+tp)
(36) mc “ne tg (¢ —wv)’
v kterémzto poméru jsou tedy téz obsahy trojihelntkd abe, mnc.
Relace (33) az (36) maji patrné platnost pro kazdy troj-
thelntk, vedeme-li v ném vysku a rohy zdkladny ony dvé kolmé
k sob& piitky, jez se protinaji v bodé vysky.
Splyne-li P s pffmkou kolmou ku af, jez protind pifmky

af, bf, ¢f v bodech z, y, #, plati pro libovolny bod o této
piimky relace

cos (u +v)
cosSp.cosv’

.sin* e 4oy . cos® &,

08 = —
cos?p
aneb, dosadime-li d¥{v&j%f hodnoty funkei dhlu «,

sin v

B oz=ox. cos @ _sin (y+v)+oy.c0tg(y+v).t,gy.

Splyne-li P s ptimkou kolmou ku Of, jez protind ptimky
af, bf, ¢f v bodech-£, 7, &, jest pro libovolny bod této pifmky
v platnosti relace

of = of cos(p+v)

cos (u — v)
"cos g . COSV

.sin*a-4-o07n. -
+on cos?v

.cos? e,

aneb, dosadime-li d¥{v&j8i hodnoty funkei thlu «,

- sin p . cos (u — v)
(_33) 0§ = of . cotg (v V) tgv + o7 . cosv.sm (B v)
Relace (37) a (38) jsou téZ patrné platné pro kazdy tfoj-
tihelnik, jehoZ ramena a vySku protneme p¥itkou kolmou k né-
které strané.
7 Vedeme-li tyto kolmice specielné bodem ¢ a ddme-li sply-
~ nouti o 8 ¢, obdrzime pro kolmici ku p¥fmce af

cxy __ Co8 w. o8 (1 +v) 0
ey, T oos Y .cotg’
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aneb

(39) : % sin @ . cos (@ 4 v)
¢y, sin v

a pro kolmici ku pFimce bf

¢x, __ COS . Cos (u—)

= .cotg?e
¢y, cosv.cos(u -+ v) ©

aneb

(40) cxy _ sinp . cos (u — v)

¢y, sinv.cos (ufv)’
- Jest tedy dvojpomér téchto usedek

Oxy, Xy cos® (u )

(1) ¢y, oy, cos(n—w)

Vedeme-li ony kolmice vrcholem f, dajf relace (37) a (38)
ndsledujfcf
___ sinw

= cosu.s . sin (w v)
1 =cotg (¢ + v) tgv +

+ cotg (v +v) tg 1,

cos (4 — v)
cosdv

(42)

Relace (42) jest spravnou pro libovolny thel s libovolnou
délfcf pi{mkou a kolmici k jednomu rameni.

A% dosud mél bod f libovolnou polohu. Splyne-li viak d

s pilicim bodem pt¥imky ab, bude f vrcholem rovnoramenného

trojihelnika s vrcholovym thlem 2u. Relace (30) se promén{
v ndsledujfcf

cos (@ + u)

(43) 02 —= 0% . m—ﬁ—’ + ()

cos (@ —p)
‘2c08p.COS @

a splyne-li o se 2,

(44) 2x __ cos (o — u)

2y~ cos (@ +u)’

Vedeme-li v tomto pifpadé transversilu, jez uzavird se
zdkladnou thel g, obdrZime analogicky (31) relaci

(45) or="F (t—tg'i) + 7 (1 +tg*u).
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Splyne-li v tomto pf{padé o se 2, plyne relace

. 'zx__ 1
(46) oy = cosTp’

Vedeme-li vSak rohgr a, b zdkladny rovnoramenného troj-
thelnika transversdly, jeZ uzaviraji se zdkladnou thel 45° pro-
tinaji se kolmo v bodé ¢ vysky a protinajl protilehld ramena
v bodech mmn, obdriime z relaci (33) a (34)

(47) ac _be _cosp psinp

me  nc~ cospy—sing
Vedeme-li libovolnym bodem o transversilu kolmou ku
strané rovnoramenného trojihelnika, jez protind jeho ramena a
vy8ku v bodech z, ¥, 2, obdrzime dle (89) a (40) ndsledujfcf
relaci

2 o2
(48) oz:ox.1+;'g_“+oy1 2tg £

Vedeme li v rovnoramenném trojihelnfku z libovolného
bodu ¢ vysky kolmici xy k nékterému ramenu, obdrzfme

cx
(49) _ Pt cos 2p.

PoloZfme-li p = 30°, piejde rovnoramenny trojihelnik
v rovnostranny, pro ktery tedy obdrzime pouzitim pkedchdze-
jfcich relaci ndsledujfcf vztahy:

‘Uzavird-li transversdla P se zikladnou rovnostranného
trojihelnfka dhel @ a protind jeho ramena a vysku v bodech
z, y, 2, plat{ pro libovolny bod o této pkitky

60 e=F1—VBge)+F 1+ B
“a splyne-li bod o se z,
6y ez _ 1+ V3tgm
2 1—YV3tgw

‘ Vedeme-li zvldsté piicku, jez svird se zdkladnou uhel
30% obdriime
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' E)?) 0z = 20y — ox,
jakoz i
(53) oz = 22y.

Vedeme-li viak v rovnostranném trojihelnfku pticku, jez
svird se zdkladmou dhel 45° a protind vysku v ¢ a ramena
v m, n, obdrzime

ac __
me — ne

(54) =2+13.

Dejme ddle bodu f (obr. 8.) splynouti s bodem ¢, pak
budou ptedchdzejici relace vyjadfovati fadu vlastnosti pravo-
1ihlého trojuhelnika, jehoZz odvésny a vySka jsou protnuty v bo-
dech z, y, # libovolnou transversdlou, jez uzavird s pfeponou
tthel @, a na které znamend o libovolny bod.

V relaci (30) jest ndm pak poloZiti w4 » = 90, ¢lnz
obdrZime

coS u sin g

(3D) o0z =ox. cos(m+u)m+uy sin (@ -+ u) — 5o’

a ddme-li bodu o splynouti s bodem &z,

Z
= —tg @+ 0 tgu.

(56) 2y

Yedeme-li transversdlu vrcholem, obdrzime

) _ sin w
BN 1= 008(‘”+!‘)m+3n(m+ﬂ)cosw
Relace ta plati pro kazdy pravy dhel a dvé délfef ary,
z nichZ jedna svird s jednim ramenem thel p, druhd pak
tihel 90 — 0 — . ‘
Vedeme-li zv14§té transversdlu, jez svird s pfeponou
iihel g, prejdou relace (55) a (56) v ndsledujict

(58) 02 = oz . c08 2 | oy sin 2p . tg p,
2x

(Dokonéent.)
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