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O metrických relacích transversál. 
Napsal 

M i l o s l a v Pel íšek, 

professor v ťlzni. 

(Pokračoráni.) 

Budtež nyní (obr. 4.) AB, ob velká a malá osa ellipsy 
vepsané obdélníku. Veďme bodem a tětivu ac, jež tvoří s malou 
osou úhel «, a bodem c rovnoběžnou sečnu, pak bodem A tě­
tivu AC||ac, jež tvoří s velkou osou úhel 90—a a bodem C 
sečnu rovnoběžnou tečně v A; pak shledáme snadno, že tyto 

sečny se protínají v bodě z na úhlopříčně obdélníka. Vedme 
konečně bodem * libovolnou přímku P, jež protíná tečny bodů 
A, B, a, 6 v bodech X, Y, x, y a zvolme na této přímce ně­
jaký bod o; pak jsou dle předcházejícího v platnosti následující 
vztahy: 
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- oX , oY  
°*~ . | * ' ~ P

1 , tg»(9Q-a) 
~f"tga(90—«) "•" e* 

ox , oy 
00 = r -j — = — > cotg a r 

1 + - ^ - 1 + cotg2a 

z čehož plyne relace 

H . 0# + 0Y 1 , oX + oy 1 , 

(i4) o,= _ r _ . ^ _ F g ¥ + _ f ^ . : ^ _ 2 , É<i, 1 s2 cots2« 
jakož i relace 

vo 

,.-,, ox — 0Y cotgJa . 
(15) - ~ — %—, é < l . 

0X — oy e2 

Splyne-li však 0 se *, následuje relace 

,ÍP\ zx±zY cotg2« 
(16) v ~ = —%—, £<1. v ' zX±zy s2 

Kdybychom však vedli přímku, jež protíná sečny prochá­
zející bodem z ve dvou různých bodech *, Z, obdrželi bychom 
nejvšeobecnější relaci 

H7, ox + oY l i o X + o y 1 - i ť < r l 
1 ' 0^+0Z cotg^" 1 "^-!-0Z 1 4 . _ l ! _ 

*~ «2 ' cotga« 

z níž by pro e = 1 následovala obdobná pro kružnici 

/17 \ ox + oY oX + oy 2 i 

(17a) —ř-r . sm2« -4 i - £ - COS^ rz: 1. 
v ' 00 + 0Z ' ô ř + 0Z 

Z předcházejících relací obdržíme řadu obdobných pro 
hyperbolu pouhou extetisí, uvážfme-li, že jest při této poměr 
vedlejší osy ku hlavní — , tedy číslo imaginární, jehož čtverec 

a 
jest číslo negativní; obdržíme tedy pro tečny ve vrcholech 
hlavní osy hyperboly a pro rovnoběžnou sečnu (jak možno též 
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direktně dokázati), znamená-li s poměr vedlejší osy ku hlavní, 
následující relaci: 

(18) oz\ ox oy 

1 -
tgza 

1 — tg2« 

Kdybychom vedli vrcholy pomyslné osy přímky rovno­
běžné s hlavní osou a tětivu k libovolnému bodu hyperboly, 
jež tvoří s vedlejší osou úhel «, a tímto bodem rovnoběžnou 
sečnu ku hlavní ose, jest v platnosti relace 

(19) OZ : 
OX 

1 
COtg2« + oy 

1 — cotg2a 

při čemž jest s zase poměr délek vedlejší a hlavní osy. 
Z těchto rovnic bychom mohli zase odvodit řadu vztahů 

obdobných (11) až (17), což však budiž pominuto. 
Konečně jest patrno, že se předcházející výrazy stanou 

pro parabolu neurčitými. 

Transformuje nyní (obr. 5.) ellipsu, jejíž poloosy jsou 
ax, bt rovinnou affinitou, jejíž osou jest tečna ve vrcholu malé 
osy> a jejíž affinní paprsek ku př. ss^ jest rovnoběžný k tečně. 

вk-5. 
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Transformací tou obdržíme patrně zase ellipsu se sdruženými 
průměry, jež uzavírají úhel a% Pak jest 

a zzz a, 6, zzz b sin a, —- rz — sin «, aneb e, zzz e sin a. 1 , 1 a± a 1 

Dále jest z obrazce patrno: 

sin/K 
tgft = ~. sin (a — fi) sin # " 

Transformujeme-li ještě současně libovolnou přímku l\ 
s body 01? ajj, ya, ^ ve přímku P s body o, as, «/, #, bude 
patrně 

o.x, = o^ = o^x 

ox oy 02 ' 

takže dosazením předcházejících hodnot do rovnice (9) obdržíme 

ox oy 
(20) oг; 

1 | sin2(к — ß) ' , г2sina/. 
-- ~ l •_>•__•_. /I - 1 

SІn2 (a — ß) 

při čemž e znamená poměr průměru k tečně nakloněného k prů­
měru s tečnou rovnoběžného. 

Z tohoto vztahu plynou zase následující podrobnější: 

Splyne-li o se středem s, pak jest 

/oi \ *' .___ 5>aj ____ £ Í s i n 2 P — s i n 2 ( a — P) 
^ sm ~ su ~~ e2 sin2 p - j - sin2 (a — (i)' 

Splyne-li o s t neb #, obdržíme 

i99\ — — * _ 5? — sin2 (a — /3) 
( } tň ~~ tt"" ďw ~ s2sin2/-- ' 

Taktéž jest správná relace 

cp __ sin2 (a — (i) 
cr e'2 sin2 /} 

aneb 
/oa\ o s i n 2 (a ~ P) 
(23) cp _= 2sc v r - — г?2sin2/î —sinҶя —0)* 
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Vzorce (21), (22), (23) se zdánlivě nesrovnávají se vzorci 
(11), (12), (13), položíme-li «zz90°, nesrovnalost ta však zmizí, 
zavedeme-li dříve již zmíněné důsledné označení, dle kterého 
jest s poměr průměru rovnoběžného s tečnou k průměru k tečně 
nakloněného, takže by se ve vzorcích (21), (22), (23) mělo 

psáti — místo €. 

Položme si nyní otázku, zda-li se v rovnici (20) vyskytuje 
takový úhel /?, pro který by relace (20) přešla v prvotní relaci 
Hamiltonovu: 

(1) oz = ox sin2 /3 -f- oy . cos2 /?. 

Snadno vyhledáme podmínku 

a sin a — b 
чß=- a cos cc 

pro kterou následuje jednoduchá konstrukce. 
Jest tedy patrno: 
Pro každou dvojici sdružených průměrů existuje jediný 

bod ellipsy, pro který jest v platnosti jednoduchá relace Ha-
miltonova jako při kružnici. 

Bučftež dále (obr. 6.) mw, MN sdružené průměry ellipsy 
vepsané rovnoběžníku, uzavírající úhel a. Vedme vrcholem m 
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tětivu mc, jež uzavírá s příslušným průměrem úhel ft a bodem 
c sečnu rovnoběžnou k tečně v bodě m\ vedme dále vrcholem 
M sdruženého průměru tětivu MC||mc, jež tedy uzavírá se 
sdruženým průměrem MN úhel a — /3, a bodem C sečnu rovno­
běžnou k tečně v M. Snadno shledáme, že obě tyto sečny se 
protínají v bodě g, jenž jest na úhlopříčně daného rovnoběžníka. 
Budiž dále P libovolná přímka s libovolným bodem o, jež pro­
tíná ony tečny a sečny v bodech #, y, #, X, Y, Z, pak máme 
při důsledném označení následující rovnice : 

_ ox , oy __ a 
°Z ~~ i *2s-ii2(<* — P)+ sinaff y * ~ T' 

+ sin2 0 + *2sin2(« — P) 

7 oX , oY __ _a_ 
i sin2/3 h e2sm2(a— J)' * ~ T ' 

+ *2 sin2 (« — /?) + sin2/3 

Z těchto následuje velmi všeobecná relace 

(24) ox _\ ø Y sin2/3 
Õ7±0Z ' sin20-f *2sin2(«—~/ 

+ 0* _ oЪ " sin2 ß +~a2~siñ2 Ja — ß) ~" ' 

ze které by se specialisováním dalo odvodit mnoho jiných. Ve-
deme-li zvláště přímku P bodem £, obdržíme 

(85) rf-^ + oY sin2?  
^ o , « * _ 2 Sin2/í-|-«2sin2(a—/9) 

oy + oX e2 sin2 (« — ft) 
"•" 2 'sin2/J + f2sin2(a — §)' 

Splyne-li o s tímto í, obdržíme vztah 

(9R\ ř*±JY _ c2sin2U-č) 
K } t»±&.~~ sin2/* 

Zavedeme-li ve vzorcích (20) až (26) — s2 místo *2, ob­
držíme patrně obdobné vzorce pro hyperbolu stanovenou dvéma 
sdruženými průměry. 
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Též zde bude pro každou dvojici sdružených průměrů 
existovati jediný bod, pro nějž bude v platnosti jednoduchá 
Hamiltonova relace jako při kružnici. 

Pro parabolu se stanou předcházející výrazy zase ne­
určitými. 

Ještě obecnější relace obdržíme, transformujeme-li obrazec 
první různě uspořádanými centrálními kollineacemi. 

Stanovme centrální kollineaci předně tak (obr. 7.), aby 
průměr ab byl osou C a bod c středem kollineace, kdežto libo-

®u.%. 

volná rovnoběžka F k ose kollineace má býti přímkou úběžnou. 
Budiž / průsečík oné ňběžné přímky se sečnou cd rovnoběžnou 
k tečnám v bodech a, b kružnice, pak jest / patrně úběžník 
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těchto tří transformovaných přímek, kdežto kružnice sama se 
transformovala v kuželosečku určenou tečnami /«, fb s body do­
tyku a, b jakož i bodem c, jenž jakožto střed nemění svou polohu. 

Večfme nyní libovolným bodem o na ose kollineace přímku 
P19 jež protíná netransformované tečny a sečnu v bodech #-., y,, 
.«!, a uzavírá s osou kollineace úhel cor Přímka ta se transfor­
muje v přímku P, jež protíná transformované tečny a sečny 
v bodech x, y, #, úběžnou přímku v bodě ox, a uzavírá s osou 
kollineace, jakož i s úběžnou přímkou úhel a. Budtež dále /*, 
v úhly, jež uzavírají transformované tečny s transformovanou 
sečnou. 

Jest patrno, že obrazec oaxxx jest podobný a pro bod x 
jakožto střed podobně ležící s obrazcem oxfxc, z čehož plyne: 

of 
a CO. = - . 

1 sin ÍO1 

Dále jest 
xox :fox — cos ft: cos (ta ~f- {i) 

a tedy 
cos ll r 

XOl = T — T r . / 0 r 
1 COS ((3 -f- ll) J 1 

Mimo to jest 
f \ =fc. COtgG9r 

Dosadíme-li tyto hodnoty, obdržíme 
COS U . COS 03. . 

xo ~"~ - — fc 
1 cos (OJ -f-ft) sin o?! ' 

z čehož následuje 
OXx _ COS (CO -j-ft) 

Podobně obdržíme z podobných a pro */ jakožto střed po 
dobně ležících obrazců 

°У\ _ c o s í03 — v ) 
* oy cosco r COSî/ 

akonečné 
oяx COS oэ ' 

. * 08 ~~ COS OЭx * 
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Dosadíme-li tyto hodnoty do Hamiltonovy relace, obdržíme 
následující pozoruhodnou relaci, jež připouští interpretaci ve 
dvojím směru 

(27) 00 = ox -* L^— . s in 2 a + oy . . cos 2 a. 
cos co. COS {i cos co . cos v 

Relace (27) jes t ovšem prozatím dokázána pro 0 jakožto prů­
sečík přímky P s polárou ab pólu / transformované kuželo­
sečky, jes t však v platnosti pro libovolný bod 0' př ímky P, 
neboť jes t pro tento 

oz = o'0 — 0'0, oy = o'y — 0'o, ox = o'x — o'o. 

Dosadíme-li ty to hodnoty do relace (27), obdržíme 

/ , * , , \ cos ( » + ( * ) . 2 

o'z — 0'0 = (o'x — 0'0) —------ sin 2 a 
J cos m. cos ft , , , , ч С08 (Ю — V) „ 

+ (о У — 0 0) . С08а а 
1 ч ' 7 С08Ю.С08 1> aneb též 

, , cos (co + u) . 2 , , cos (co — v) 2 
Í o'0 z=z o'x . — — — . s i n 2 a-\-o'y . cos 2 a 

COS CO . cos ^ ' cos co. cos v 

. , f 1 cos (co + ^) . 2 , cos (co — v) 2 -, 
+ 0'0 fl -— L --- / . srn 2 a A - - . cos 2 a l . L cos co . cos li cos co. cos v J 

Vedeme-li však přímku 0/, přechází relace (27) v ná­
sledující 

cos (» + p) g i n 2 a cos (« -v) c o g a ft = 

COS CO. COS/A ' cos <»-. cos v 

velmi pozoruhodný vztah, prostý všech délek a panující vý­
hradně mezi intervenujícími úhly. Z rovnice (28) jest patrno, 
že jes t ve výraze pro o'z výraz v hranaté závorce roven nulle, 
a že tedy jes t relace (27) v platnosti pro libovolný bod přímky P. 

Rovnice (28) jes t identická pro každou hodnotu m; nejsou 
tedy ostatní veličiny všechny neodvislé, a dá se tedy některá 
eliminovati. Skutečně máme (obr. 7.) 

ad t g a ad , bd 
IŤ = r5-5-» T- = c o t g a> J " = tg a> 
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z Cehož plyne 

cotg2 a zz tg џ . cotg v, sina a = ÇOSд t̂ín_y ^ , ^ = s i n ^ cos V 
sin (/* -f- VY ~~ sin (ft + v)' 

Dosadíme-H hodnoty ty do (28), obdržíme analogickou: 

(OQ) cos (co -f1*>) sin v cos (CD — v) sin ta _ 
v ' sin (fi + *) cos co •" sin (ft -+- v) cos o — 

a dosadlme-li do (27), obdržíme vztah 

(30) og = ox^-^^S^^oy.^m-^sJ^, 
v sin (^ -j- v) cos co ' * sin (^ -f- v) cos co 

jenž má patrně též platnost neodvisle od dané kružnice neb s ní 
kollineárné kuželosečky. 

Nepřihlížíme-li prozatím ke kuželosečce stanovené tečnami 
/a, fb s body dotyku a, 6 jakož i bodem c, nýbrž k dané 
kružnici, vzhledem ku které mají všechny v rovnici (27) neb 
(30) se vyskytující veličiny svůj určitý význam, můžeme rovnice 
ty považovati jako zvšeobecnění Hamiltonovy věty v tom směru, 
že se bod / nenalézá v nekonečnu, nýbrž v konečnu na kolmici 
v nějakém bodě průměru kružnice, tak že jeho spojnice s kon­
covými body průměru přestávají býti tečnami. 

Též v tomto případě obdržíme podrobnější vztahy, dáme-li 
transversále P a jejímu bodu o různé zvláštní polohy. 

Vedeme-li příčku, jež uzavírá se stranou ob úhel f*, přejde 
(30) v následující 

r^\ cos2j* sin v cos O — v), 
(31) 00 = OX . -r—p 7—r \- °V • / , < *g P-v ' sm Qi -f v) cos f* ' J sm ((i -f v) 

típlyné-li na této příčce o se #, jest 

(32) ^ _ s i n j t cos Q* — v) 
v ' 0y tínv'' cos2(i 

Poslední ávě relace platí patrně pro libovolný trojúhelník, 
jehož strany a výšku protneme příčkou, jež svírá se zá­
kladnou týž úhel jako rameno s výškou. 

Splyne-li (obr. 8.) transversála s přímkou ac, označlme-H 
m její průsečík s přímkou bf a splyne-li o postupně s a, c, 
w, dá nám rovnice (27) 
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(33) 
ac cos (a — v) . „ mc cos (a f ц) . 

= — ~ . sm2 #, — = — ~г • sura f 

am cos a . cos v am cos a. cos f* 
ac ___ cos 4u cos (# — v) 
mc cos v cos (« -f f) 

, COtg2 a. 

Splyne-li P s přímkou hc, označíme-li n její průsečík 

fot- 8. 

J 

L 
A 

-~JЫ\ г, 
үw 

-̂—-iL 
Гíl tø* 

x*b^ 
Xiv7 xřЧ 

~ V \ 

<x, үcKҲ (^ i J> _ / • > ^ * 

í" 
^ / Я X 

s přímkou af a spiyne-li 0 postupně s J, <?, w, obdržíme z téže 
rovnice: 

,Q i l x 6c sin (« -f fO -a w<? sin O —1>) • 
(34) -r- = -v—55—--^ . sma a, -=• = - ~ -. cos* a, 

on sin a . cos ji nh sm a . cos v ' 
ЙC _ COBУ sin (a-j- j t) 

• tg« «• 
wc cos p. sin (a — i/) 

Tedy mají tyto úsečky následující dvojpoaaér 
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(35) «c :&« = cosV ^ L | í ^ _ - ) . c o t g , K , 

mc ne cos3 v sin 2 (a + p) 

kdežto součin obou poměrů úseček jest 

ac bc __ tg (a -f- ji) (36) 
ÍWC ' nc tg (a — v) ' 

v kterémžto poměru jsou tedy též obsahy trojúhelníků abc, mne. 
Eelace (33) až (36) mají patrně platnost pro každý troj­

úhelník, vedeme-li v něm výšku a rohy základny ony dvě kolmé 
k sobě příčky, jež se protínají v bodě výšky. 

Splyne-li P s přímkou kolmou ku af, jež protíná přímky 
af% bf cf v bodech x, y, 0, platí pro libovolný bod 0 této 
přímky relace 

0« - 2 1 cos(«-f i>) a oz = —-f- . s in 2 a + oy . — í - ? — J —-. cos 2 a, cos 2 Ji cos fl . cos 1/ 
aneb, dosadíme-li dřívější hodnoty funkcí úhlu «, 

sin 1/ 
(37) oz=ox . .—r—-—- -4- oy . cotg (a -4- v ) . tg a. 
v y COS ^ . Sin (,tt -f- v) ] * o vr 1 ; oř 

Splyne-li P s přímkou kolmou ku &/, jež protíná přímky 
o/t &Z c / v bodech £, i], £, jest pro libovolný bod této přímky 
v platnosti relace 

* ,. cos(u + v) . . . . cosUi — v) „ oš = o£. -^—!—- . sin2 a 4 - orc . - ^ -. cos2 a, 
cos / i . cos v l cos2 v 

aneb, dosadíme-li dřívější hodnoty funkcí úhlu a, 

/OON ' " „ . , , v . . sin ii. cos (u—v) (38) &£ = o£. cotg ((* - f v) tg v - f on . — £ - — . ; r- . -f. v. o v r ' ° ' cos 1/. srn ([i -\-t>) 

Relace (37) a (38) jsou též patrně platné pro každý troj­
úhelník jejiož ramena a výšku protneme příčkou kolmou k ně­
které straně. 

Vedeme-li tyto kolmice specielně bodem c a dáme-li sply­
nouti o s cy obdržíme pro kolmici ku přímce af 

(% _ cos p. cos (/LÍ -f- v) 
Щү cosv 

. cotg2 a 
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aneb 
(39) ^h — sin r . cos ( r + v) 

cyx
 — sin v 

a pro kolmici ku přímce bf 

cx« cos r . cos (u — v) . „ 
cy2 cos v. cos ( r + v) 

aneb 
4 cxz __ sin r . cos ( r — i/) 

c#2 sin i;. cos ( r + v)' 

Jest tedy dvojpoměr těchto úseček 

c^i m cx2 _ cos 2 ( r + i/) 
^ i ' cy2 ĉos ( r — v)' 

Vedeme-li ony kolmice vrcholem /, daji relace (37) a (38) 
následující 

l = cos ?.21 +v) + C 0 t g ( ř t + v ) t g f l ' 
1 i. , . M. cos (u — v) 
l = c o t g ( r + y ) t g y + ^ ' . 

Relace (42) jest správnou pro libovolný úhel s libovolnou 
dělící přímkou a kolmici k jednomu rameni. 

Až dosud měl bod / libovolnou polohu. Splyne-li však d 
s půlícím bodem přímky a&, bude f vrcholem rovnoramenného 
trojúhelníka s vrcholovým úhlem 2 r . Relace (30) se promění 
v následující 

,AO\ c o s ( o j + r ) . cos(o> — r ) (43) os = ox . -- -— + oy . — x J 2 cos r . cos co ' * 2 cos r . cos co 

a splyne-li o se #, 
(44) *± =

 c o s (<» — r) 
^ ' ^ COS(fiJ + r ) ' 

Vedeme-li v tomto případě transversálu, jež uzavírá se 
základnou úhel r , obdržíme analogicky (31) relaci 

(45) M = - J (l_tgV)+f (l+tg'». 
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(46) 

Splyne-li v tomto případě o se *, plyne relace 

zx _ 1 
zy ~~ cos 2(i' 

Vedeme-li však rohy a, b základny rovnoramenného troj­
úhelníka transversály, jež uzavírají se základnou úhel 45°. pro­
tínají se kolmo v bodě c výšky a protínají protilehlá ramena 
v bodech mn, obdržíme z relací (33) a (34) 

ac __ bc ___ cos (i -f- sin (i 
' ' mc ~~ wc cos ft — sin ft * 

Vedeme-li libovolným bodem o transversálu kolmou ku 
straně rovnoramenného trojúhelníka, jež protíná jeho ramena a 
výšku v bodech #, «/, #, obdržíme dle (39) a (40) následující 
relaci 

/AQ\ 1+tg2/* . 1 tg2ft 
(48) oz — ox . 2 + OŽ/ 2 ^ • 

Vedeme li v rovnoramenném trojúhelníku z libovolného 
bodu (J výšky kolmici xy k některému ramenu, obdržíme 

(49) | ~ r r c o s 2 ^ 

Položíme-li (i = 30°, přejde rovnoramenný trojúhelník 
v rovnostranný, pro který tedy obdržíme použitím předcháze­
jících relací následující vztahy: 

Uzavírá-li transversála P se základnou rovnostranného 
trojúhelníka úhel & a protíná jeho ramena a výšku v bodech 
xr V, *» platí pro libovolný bod o této příčky 

(50) o f = ^ ( l - V f f t g « ) + ^ ( l + Vřtgio) 

a splyne-li bod o se z, 

(51) ?£ = 1 + V3 tg o 
W 1 — V3tga>' 

Vedeme-li zvláště příčku, jež svírá se základnou úhel 
30*, obdržíme 



(52) oz tu 2oy — ox, 
jakož i 

(53) zx = 2zy. 

Vedeine-li však v rovnostranném trojúhelníku příčku, jež 
svlťá se základnou úhel 45° a protíná výšku v c a ramena 
v m, n, obdržíme 

(54) ™=
b-£ = 2 + % v mc ne ' T 

Dejme dále bodu / (obr. 8.) splynouti s bodem c, pak 
budou předcházející relace vyjadřovati řadu vlastností pravo­
úhlého trojúhelníka, jehož odvěsny a výška jsou protnuty v bo­
dech #, y, z libovolnou transversálou, jež uzavírá s přeponou 
úhel o, a na které znamená 0 libovolný bod. 

V relaci (30) jest nám pak položiti p-\-v=z 90u, čímž 
obdržíme 

, , .cos a . . , . . sin a 
(oh) ozzžž ox . cos (CJ 4- M -—- 4- oy . sm (m 4- p) L , 1 ' ' ^ 7 COS OJ ' * K ' cosro 

a dáme-li bodu 0 splynouti s bodem z, 

zx 
(56) — = tg(a> + ii)tgii. 

Vedeme-li transversálu vrcholem, obdržíme 

K-TX A / i >i c o s ^ . • / i >. s i n a (57) 1 = cos (co -f p) -—-- -f- sin (m 4- ^) -—~. v y ' r / cos OJ ' v ' r / cos o 

Relace ta platí pro každý pravý úhel a dvě dělící čáry? 

z nichž jedna svírá s jedním ramenem úhel /x, druhá pak 
úhel 90 — (o — [i. 

Vedeme-li zvláště transversálu, jež sVírá s přeponou 
úhel f*, přejdou relace (55) a (56) v následující 

(58) ozzzox. cos 2ft + oy sin 2[i. tg (i, 

(59) ^ = t$2fi. tgii. 
(Dokončení.) 
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