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() stiedech kiivosti kiivek Cassiniho.
Napsal
Jaroslav Frledrich,

s. profeuor v Piibrami.

V roéntku XX. ,Casopisu pro péstovéni mathematlky a
fysiky“ str. 130. odvozuje Fr. Machovec konstrukei stfedd kfi-
vosti kiivek Cassiniho a uvadd{ zdroveii jinou jejich konstrukei
pochdzejici od Mannheima. Mnohem jednodueji 1ze viak tlohu
tu FeSiti pouzitim jisté zajimavé véty o stfedech kiivosti kiivek
Cassiniho, kterouz tuto hodldm odvoditi.

Rovnice kfivky Cassiniho, jejiz ohniska maji vzddlenost
- 2a a pro jejiz body mé soucin privoditd konstantni hodnotu
b% zni v soustavé pravoihlé, jejimiZ osami jsou obé& osy kfivky,

1) @+ yY)*— 2a? (#* — %) + a* —b* =0.

Predlozme si nyni otdzku po velikosti dhlu ¢, jejz svird
s osou X spojnice poldtku soustavy se stfedem kfivosti kfivky
v bodé (z, y). Zoveme-li soutadnice stiedu kiivosti «, 8, takze
dle obvyklého oznaceni jest

1 ’3 1 ’2
a:x——%‘z-?/, B=y+— +y
bude
@) tgo= P — W +1+y”

e« —xy —(A+y)y’

Jde tedy pfedevSfm o hodnotu prvnf a druhé derivace.
Z rovnice (1) obdrzime snadno, derivujice dle x« a kladouce
zéroven a? 4 y? =2,

' , __x(a*—r?
@ darICE=T
kterfzto vyraz jesté nasledovné transformujeme -PiSeme-li v rov-
" niei (1)
‘ . 32_y2:rz_2y2,
lze ji uvésti na tvar
(a®* —7r?)? = b* — 4a%?
¢ili A
a*— 7t =+ 2a Ym¥—¢?,
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2
S—a-:m; znameni hotejsi platf, jak patrno, pro

r < a, dolejsi pro » >a. A piSeme-li v (1) obdobné

kde poloZeno

2} —y? = 22— r?,
zjedndme si zase
a"—{—r’::2avm’,
takZe- pouzitim téchto dvou vysledkd ptejde vyraz (3) v
x ,;2__ 2
) y=xw—r
yVm'+=
Derivujice ddle tento vyraz, obdrizime po nékolika re-
dukefch

NPy V=
¥ (m* + 29}

kde o znamenfch platl opét svrchu utinénd poznimka.
Zjednajice si jeSte

-(5) Y =—m

a_ M (@497
(6) 1 + y = ys (,ma +?),

dosadme nyn{ hodnoty (4), (5) a (6) do vyrazu (2), i obdrzime
jej po skrdcenf spoleénym Cinitelem m?® a po odstranéni zlomkii
z Cftatele a jmenovatele ve tvaru :

B _ —ayVm® 2 £y Vm — ' -y (@ 4y Ym® |- &
S = o e
Zde vSak ndkteré tleny se rusf, i lze potom krititi vy-
razem Ym® + 27 + Ym? — y3, takie konetnd zbyvé
b__ v

« =T

~ Zoveme-li tedy uhel, jejz svird s osou X privodi¢ k bodu
(%, y) z poldtku vedeny, @, pfichdzime k tomuto velmi jedno-
duchému vztahu mezi thly ¢ a ¢

) ' tgy = —tg’o.
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Relace tato jest v§ak zajimavou nejen pro jednoduchou
souvislost Ghli @ a ¥, ale zvld§ts také tim, Ze nevyskytuje se
v nf ani jedna z konstant a, b stanovicich urcitou kfivku Cas-
siniho. Je tudiZ dhel ¢ na veli¢éindch «, b Uplné nezdvisly,
takZe pro jakoukoli kfivku Cassiniho ndlez{ k stejnému tGhlu ¢
stejny thel ¢. OvSem musf oba tyto hly byti méfeny od hlavnf
osy kfivky, nebof tato vzata byla v predchdzejicim odvozeni
28 osu X.

Predstavime-li si tudiz vsechny kiivky Cassiniho sestrojené
nad tymiz dvéma osami, miZzeme o nich vysloviti vétu:
Promitneme-li soustavu souosych krivek Cassintho pitmkou
vedenou spoleénym jich stredem, leZi stredy kiivosti vech pri-
seliki rovnés na primce stéedem tim vedené.
- " Jak nynf vysledku toho pouZfti jest ku konstrukei, lezf na
snadé. Dle predchdzejictho jevi se totiz stfed ktivosti jako
priseéik normaly s pimkou, jez prochdzi poldtkem sou-
- stavy a svird s osou X dhel 9 stanoveny relact (7). Konstrukci

\
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normaly nutno zde pFedpoklddati za znimou, i jde tedy pouze
o sestrojeni zminéné prfmky.

Necht jest na pt. sestrojiti stied kiivosti bodu a (viz obr.)
kfivky Cassiniho, jejiz ohniska jsou f,, f,. Normalou v daném
bodé jest pffmka N; k vili uplnosti budiz uvedeno, Ze lze ji
jednoduse sestrojiti na pf. tim zpisobem, Ze udini se

X fLab = ¥ f,ao.
ac 1 X, ad 1 ao,ds, 1 ad,

Spustme nyni

prise¢ik s, spojme s poldtkem soustavy o, i bude spojnice os,
protinati normalu N v hledaném stfedu kiivosti s. 7Z konstrukee
totiz je patrno, Ze 3T f,0s nejen co do velikosti, ale i co do
znamenf — lez{f na opatné strané osy X — hovi relaci (7),
takze jest

I fr08 = 1.

Také lze vSak pouZiti véty vyslovené svrchu o souosych
kiivkdch Cassiniho. Stfed kfivosti bodu e bude leZeti na téze
ptimce, na které lezf stied kiivosti kteréhokoli bodu pifmky 4,
pokud jej pokliddme za bod nékteré kfivky Cassiniho o osdch
X, Y. K tGcelu tomu hodf se v8ak pouze lemniskata, nebof
pouze u této lze konstrukeci stfedu kfivosti bez znalosti relace
(7) snadno provésti. Je totiz u lemniskaty vyraz pro polomér
kiivosti
1 r
3 cos2¢’

R =

jak z polarni rovnice jejf
r? = 2a* cos 2¢

snadno lze se presvédé€iti; mimo to svird normala lemmniskaty,
~ jak zndmo, s osou X thel 3¢q. Jeito pak lze kterykoli bod
piimky A poklidati za bod jisté lemniskaty o osich X, Y,
nanesme od bodu o na pifmku A tii libovolné, sobé rovné dilky,
na pf. i
0 = gh = ht
a prohlaSme koncovy bod i za bod lemniskat_;]. Stied ktivosti
tohoto bodu sestrojf se tim zplsobem, Ze uéini se '
. 74
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hs, 1 ho
a I ois, = 2¢.
Pak je totiz is, normalou lemniskaty v bodé i, a délka
hi 1 r

¥s =029 — 3coslp

Spojnice os, protind pak normalu N v hledaném stfedu kfivosti s.
Ke konstrukci bodu s, lze v8ak uzfti vyhodnéji misto s,

‘pimky gs, svirajief s gi rovnéz thel 2¢. Tuto lze totiz obdr-

Zeti jednoduse jako spojnici bodu g s bodem j, v némz kruhovy

oblouk z bodu g polomérem og vedeny protfnd osu X.

- Jezto pro dhel @ > 45° nemd lemniskata Zdédného bodu
realného, ztrici v pi¥fpadé tom konstrukce tato svij podklad;
nicméné miZeme ji pfece i v tom pFipadé provésti, supponujice
lemniskatu v poloze takové, Ze jeji hlavni osou je osa Y.

Vedeme-li kone¢né pifmku A4’ tak, Ze tihel mezi nf a osou
X rovnd se ¢, a prodlouzfme-li potom kolmici ks,, a% protne
A’ v bodd %k, je patrné hs, = ks,, nebof og=gh a gs,|| 4"
Tato vlastnost ptimky S, Ze pilf kolmici A%, plyne také neodvisle
od predchdzejfc konstrukce z toho, Ze o thlu hos, plati za
pritinou relace (7)

tg 3 hos, = tg (p +v) = ltg?w

Konstrukei pak na této vlastnosti se zaklddajici lze ddti
tento pohodlny tvar: Z libovolného bodu m piimky A4’ opile
se pilkruZnice polomérem om; spojime-li pak navzdjem body
p ag, man azoveme priseélk téchto spojnic s, je os, hle-
danou pfimkou S.*)

V P#{brami, r. 1896.

*) Jmou konstrukc1 stfedu kfivosti kfivky Cassinické na zdkladé kine-

" "matické geometrie uvddf Bed¥ich Prochdzka ve &ldnku ,Pozndmka

ku strojeni st¥edu k¥ivosti n&kterych druhd k¥ivek.“ Viz v Rozpravdch

Geské Akademie cisafe Frantiska Josefa pro védy, slovesnost &
uménf v Praze. THda IL, roén. IV, éfs. 8., str. 3. R.
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