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Über //-abgeschlossene und bikompakte Räume. 
Miroslav Katötor, Praha. 

(Eingegangen am 2. Juni 1939.) 

Die vorliegende Arbeit zerfällt in drei Teile. Im § 1 werden 
(neben anderen Sätzen) zwei notwendige und hinreichende Be
dingungen für die Bikompaktheit eines Raumes gegeben (Sätze 
1.5 und 1.7). Der Satz 1.7 ist nicht neu; er wurde von Herrn 
M. H. Stone1) mit Hilfe der Theorie der Booleschen Ringe bewie
sen; hier gebe ich einen anderen Beweis. Im § 2 wird für jeden 
Hausdorffschen Raum die Existenz einer //-abgeschlossenen Hülle 
(siehe dort die Definition) bewiesen und einige ihre Eigenschaften 
untersucht. Im § 3 wird für die bikompakte Hülle [dieser Begriff 
und der betreffende Satz sind aus den Arbeiten von Herren 
M. H. Stone1) und E. Öech2) bekannt] ein auf den Ergebnissen 
von § 1 und 2 beruhender Existenzbeweis gegeben. 

Vorbemerkungen. 

Zunächst erklären wir einige im folgenden benützte Bezeich
nungen; sonst stimmt die Terminologie mit der von Alexandroff 
und Hopf*) überein. 

Ist B eine Menge und ist jeder Menge M C B eine Menge 
uMQB zugeordnet (also ist — wenn 9S das System aller Teil
mengen von B bezeichnet — eine Abbildung u von 9? in 9? defi
niert), so heißt u eine topologiscJie "Zuordnung oder eine allgemeine 
Topölogie auf ij; (B9 u) heißt ein allgemein-topologischer Baum. 
Man schreibt gewöhnlich, wenn daraus kein Mißverständnis ent
stehen kann, B anstatt (B, u) und M anstatt uM. 

x) M. H. Stone, A p p l i c a t i o n s of t h e T h e o r y of B o o l e a n K i n g s 
to General Topo logy , Transactions of the Amer. Math. Soc , 41 (1937), 
S. 37öff. 

*) E> Öech, On b i c o m p a c t s p a c e s , Annais of Math.« (2), 88 (1937), 
S. 823—844. 

• •) P . AUxandroff und H. Hopf, T o p ö l o g i e , I . Band; Springer, 
Berlin 1935. 
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Sind u und v allgemeine Topologien auf B und ist stets 
uM C vM, so sagt man, u sei schwacher als v und v stärker als w.4) 
Ist P C B, so setzt man f ür M C P upM = P . uM; up ist dann 
eine allgemeine Topologie auf P. (P, Up) heißt ein Befativraum 
(in bezug auf B); man sagt auch, (P,up) sei in (B,u) eingebettet 
und (B, u) umfasse (P, up). 

Ist M C B, M in dem Raum (B, u) offen, bzw. Umgebung 
eines Punktes usw., so sagen wir M sei u-oiien, bzw. eine 
^-Umgebung usw. Wenn / eine Abbildung einer Menge A in eine 
Menge B und MCA ist, bezeichnen wir mit fM die Abbildung 
von M in B, welche entsteht, indem für x e M JM(&) = /(#) ge~ 
setzt wird. 

Ein allgemein-topologischer Raum (B, u) heißt ein Hausdorff-
scher Raum und u heißt eine Hausdorffsche Topologie (wir schrei
ben: ÜT-Raum, //-Topologie), wenn folgende Axiome erfüllt sind 
(dabei bezeichnen A, B Teilmengen von B): 
1.^0 = 0. II. AcuA. III. u(uA) = uA. IV.u(A + B)=uA + uB. 
V. (Hausdorffsches Trennungsaxiom.) Je zwei verschiedene Punkte 
aus B besitzen disjunkte Umgebungen. 

Nun führen wir einige bekannte Sätze an, die im folgenden 
benützt werden. Sie rühren meistens von Atexandroff und Urysohn6) 
her; siehe auch das erwähnte Buch von Alexandroff und Hopf. 

0.1 sind 0, M Teilmengen eines //-Raumes, O offen, so ist 
GM = ÖM. 

Definition. Ein //-Rauin heißt H-abgeschlossen, wenn er in 
jedem ihn umfassenden IT-Raum abgeschlossen ist. 

0.2. Ein //-Raum B ist dann und nur dann //-abgeschlossen, 
wenn jede seine offene Überdeckung endlichviele Elemente ö< 

m 

mit 2 G< = -B enthält. 

Defin it ion . Ein //-Raum heißt bikompakt, wenn jede seine 
offene Überdeckung eine endliche Überdeckung enthält. 

0.3. Ein //-Raum B ist dann und nur dann bikompakt, wenn 
folgendes gilt: ist <$ ein (nichtleeres) System abgeschlossener Teil
mengen von B und ist der Durchschnitt endlichvieler Elemente 
von $ stets nichtleer, so hat <$ einen nichtleeren Durchsohnitt. 

0.4. Jede abgeschlossene Teilmenge eines bikompakten //-Rau
mes ist bikompakt (als Relativraum). 

4) Also auch wenn u = v. 
•) P. Alexandroff et P. Urysohn, Memoire sur les e sp ace s topo-

log iques compact s , Verhandlingen der Kon. Akademie Amsterdam, 
Deel XIV, .No. 1, 1929. . -
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0.5. Jede schlichte stetige Abbildung eines, bikompakten 
H-Raumes auf einen iI-Raum ist eine Homöomorphie. 

D e f i n i t i o n . Ein üf-Raum heißt regulär, wenn je zwei dis-
junkte abgeschlossene Teilmengen von R, von denen eine ein-
punktig ist, disjunkte Umgebungen besitzen. 

0.6. Ein II-Raum ist dann und nur dann bikompakt, wenn 
er ^-abgeschlossen und regulär ist. 

D e f i n i t i o n . Ein II-Raum heißt normal, wenn je zwei dis
junkte abgeschlossene Teilmengen von R disjunkte Umgebungen 
besitzen. 

0.7. Jeder bikompakte II-Raum ist normal. 

0.8. Ist R ein normaler Ff-Raum, A C R abgeschlossen und 
ist in A eine beschränkte stetige Punktion / definiert, so gibt es 
eine in R definierte stetige beschränkte Funktion F mit FA = /. 

D e f i n i t i o n . Ein II-Raum heißt vollständig regulär,*) wenn es 
zu jeder abgeschlossenen nichtleeren M Q R und jedem Punkt 
x c R — M eine in R definierte stetige Funktion / mit f(x) = 0. 
f(M) = (1) gibt. 

Offenbar ist jeder normale FI-Raum vollständig regulär, und 
jeder vollständig reguläre II-Raum regulär. 

§ - • 

I. I. Ist der Raum R H-abgeschlossen, f seine stetige Abbildung 
auf einen H-Raum S, so ist auch S , H-abgeschlossen. 

B e w e i s : © sei eine offene Überdeckung von S. Dann bilden 
die Mengen f~~l(G), G c @, eine offene Überdeckung von R\ daher 

m 
gibt es nach 0.2 (?»€ © (i = 1, . . . m) so daß ^ p 1 ^ - ) = R, also 

m, m 

j f~l(Gi) = R, 2 Ö < = s g ü t - D i e -ff-Abgeschlossenheit von S 

folgt jetzt äug 0.2. 
1.2. Ist der Raum R H-abgeschlossen, M Q R offen, so ist 

auch der Raum M H-abgeschlossen. 
B e w e i s : Ist © eine offene Überdeckung von Q = M, so 

sei für jede G € © G* in R offen und G*Q = G. Dann ist 
m 

EG* + (R — Q) = R, also mit geeigneten Gi e © 2 #i* +R—Q = 

•) A. Tychonoff, Über die t o p o l o g i s c h e E r w e i t e r u n g v o n 
R&umen, Math. Ann. 102 (1930), S. 544. 



= R und daher ^G** D M. folglich wegen M . j^Gf = M . 2<?<* 
1=1 t = l .. i - 1 

m 

(nach 0.1) 2,0'iZ) M = Q, woraus die H-Abgeschlossenheit von M 

folgt. 
Defini t ion. Eine //-Topologie u auf R heißt maximal, wenn 

keine von u verschiedene //-Topologie auf R stärker als u ist. 
1.3. Ist der Raum (R, u) H-abgeschlossen, so gibt es eine und 

nur eine maximale H-Topologie v auf R, die stärker als u ist. Diese 
Topologie besitzt folgende Eigenschaften: 

(1) ist Q C -ff, uQ = -ff. (Q, uQ) regulär, so ist uQ = vQ; 
(2) besitzen in (R, u) je zwei verschiedene Punkte disjunkte 

abgeschlossene Umgebungen, so ist (R, v) regulär; 
(3) ist f eine stetige Abbildung des Raumes (R, u) in einen regu

lären Raum, so ist f auch als Abbildung von (R, v) stetig.. 
Beweis. I. Mit 21 bezeichnen wir das System aller R — uG, 

G u-oiien, und definieren eine Topologie v auf R, indem wir 
21 für eine Basis des Raumes (R, v) erklären. Sind x, y ver
schiedene Punkte aus R, so sei U eine ^-offene Umgebung von x, 
ynoncuU; setzt man G = R — u(R — uU), r=R — uU, so 
ist G bzw. r eine v-Umgebung von x bzw. y und 6rJP = 0, also 
das Trennungsaxiom erfüllt. Offenbar genügt v auch den übrigen 
Axiomen und ist also eine //-Topologie und dabei stärker als u. 
Nach I. I ist der Raum (R, v) //-abgeschlossen. 

w sei jetzt eine //-Topologie auf R und stärker als u. Ist 
A e2l, so ist A = R — B, wo B = uG, G u-oiien ist. Nach 1.2 
und I. I ist dann der Raum (B, WB) //-abgeschlossen, also B in 
(R, w) abgeschlossen, A w-oiien. Daraus folgt, daß w schwächer 
als v ist; also ist v die (einzige) maximale Topologie auf R, die 
stärker als u ist. 

II. Ist Q C -B, uQ = R, (Q, uQ) regulär, so sei x e Q, U eine 
Umgebung von x in (R, u). Da (Q, uQ) regulär ist, kann man eine 
^-offene Umgebung V von x finden, für die Q . u(VQ) C UQ gilt. 
Setzt man G = R — u(R — uV), so ist x e V C O C uV, G v-offen, 
also eine v-Umgebung von x; nach 0.1 ist u(VQ) = uV und daher 
QG C Q . u(VQ) CQU. Hiermit ist die, Behauptung (1) bewiesen. 

III. Nun setzen wir voraus, daß in (R, u) je zwei verschiedene 
Punkte disjunkte abgeschlossene Umgebungen besitzen. Es sei 
xeR, U eine t;-Umgebung von x. Nach der Definition von v 
gibt es eine w-offene Menge A mit x € R — uAQÜ. Zu jedem 
y e B = uA kann man ^-offene Umgebungen G¥ und G(y) von x 
bzw. y so finden, daß uGv. uG(y) = 0 ist. 

Nach 1.2 ist B //-abgeschlossen; da BG(y) eine offene Über-. 
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deckung von B bilden, gilt nach 0.2 mit geeigneten yieB 
m m 

^ 2 Q(Vi) 3 B. Setzt man G =T\GV., T = R — U(R — UG), SO 

ist xeGZ)r, r v-oifen, also eine v-Umgebung von #; ferner ist 
m m wegen n ^ ö y . • HM@(yi) = 0 a u c ^ •#• tt# = 0> a-so> da w# fl-ab-

< - i i - i 
geschlossen, F1 C wo ist, vTc^GcR — B C U, woraus die Regu-
larität von (R, v) folgt. 

IV. Ist / eine stetige Abbildung von (R, u) in einen regulären 
Raum S, so sei x e R, U eine Umgebung von y = f(x) in S, 
ferner V eine offene Umgebung von y, V C U. Dann ist 
x e / - i ( F ) c R — u (R — uf-\V)) C uf-\V) C hHV) C / - 1 (17), 
also /~1(J7) eine v-Umgebung von x. Daraus folgt die Behaup
tung (3). 

1.4. Eine H^Topologie u auf R ist dann und nur dann maximal, 
wenn (1) (R, u) H-abgeschlossen ist; (2) das System aller R — uG, 
G offen, eine Basis von (R, u) ist. 

Beweis. I. sind beide Bedingungen erfüllt,- und definiert man 
die maximale Topologie v wie in 1.3, I, so ist infolge der Bedin
gung (2) v = u. 

II. Ist (R, u) ^-abgeschlossen, gilt aber (2) nicht, so ist v 
offenbar stärker als u und von u verschieden. 

III. Jst (R, u) kein ^-abgeschlossener Raum, so sei (R, u) 
in einen 27-Raum (S, v) eingebettet und vR — R =f= 0. 

_ Man wähle gevR — R und aeR und setze <p(£) = a und 
für x c R <p(x) = x; <p ist dann eine Abbildung von Q = R + (f) 
auf R. Wir bestimmen eine Topologie v auf R durch die Fest
setzung: MCR ist dann und nur dann v-offen, wenn <p—l(M) 
in Q offen ist. Man beweist leicht, daß v eine ff-Topologie, stärker 
als 11 und von u verschieden ist. 

1.5. Ein H-Raum (R, u) ist dann und nur dann bikompakt, 
wenn (1) je zwei verschiedene Punkte aus R disjunkte abgeschlossene 
Umgebungen besitzen; (2) die Topologie u maximal ist. 

Beweis. I. Sind die Bedingungen erfüllt, so folgt aus (2) 
nach 1.4 die ff-Abgeschlossenheit von (R, u). Konstruieren wir 
die .ff-Topölogie t? auf R wie in 1.3, I, so ist erstens v stärker 
als u, also gleich u, zweitens folgt aus (1) nach 1.3, Behauptung (2), 
daß (R,v)y also (R, u) regulär ist. Daraus folgt nach 0.6 die Bikom-
paktheit von (R, u). 

IL Ist (R, u) bikompakt, so ist (1) nach 0.6 und (2) nach 0.5 
erfüllt. 

1.6. Jedes monotone (nichtleere) System nichtleerer H-abge-
schlossenen Teilmengen eines H-Raumes hat einen nichtleeren 
Durchschnitt. 
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Beweis. I. Es sei ^ ein solches System von Teilmengen 
eines //-Raumes R. Man kann offenbar voraussetzen, daß R 
.//-abgeschlossen ist. 

Es sei Fe <$, xeR — F. Für ycF sei U(y) eine 
offene Umgebung von y, x non e U(y). Da F //-abgeschlossen 

ist, gilt nach 0.2 für geeignete yicF 2-^£%t) 3 F- Setzt man 
i = l 

m 

G(F, *) = 2 U(yi), so ist G(F, x) offen, FG(F, x) D F und 
t=-i  

17 0(F9 X) = F, da x non e G(F, x). 
x*R—F 

II . Es sei Fi€<$, Xi<ER — Fi(i=l,...,n), Ft D Ft+X 
n 

(i == 1, . . .., n — 1). Ist 1 < r <: n und FV TIG(Fi> s*) 4= 0, so ist 
t—r 

w n_ 

auch FT-fi\Q{Fi, xt) #0 , also nach I F,-iG(Frri, #,-1)11 oC^f,*,) 4= 
i = r t=-r 

n n 

4= 0, also, da flOW* *•) o f f e n ist> *V-i FI &(Fi> xi) * 0. Nun 
i=r t-=r—1 

n 

folgt aus FnG(Fn, xn) =# 0 durch Rekürsion T7G(^i? **) =t= 0. 
i - l 

III. Man nehme an, J~J .F sei leer. Dann ist auch Y[ ®(F> x) = 
F€<$ F<& 

x*R—F 

= 0, also 2 (-ß — #(-̂ > #)) = -B. Nach 0.2 gilt dann mit geeigneten 
Fc<& 

xeR—F 

Fie<5,XieR-Fi %R — G(Fi,xi) = R, 2 ( / J — G(F<, ^)) = / ? , 
i « i i - i 

n 
nö(jP.f, #») = 0, wobei infolge der Monotonie von ^ n o c-1 ^ D 
» - 1 
D Fi+\ (i = 1,. . ., n— 1) vorausgesetzt werden kann. Das ist 
aber nach I I ein Widerspruch. 

1.7. Ein H-Raum ist dann und nur dann bikompakt, wenn 
jede seine abgeschlossene Teilmenge H-abgeschlossen ist. 

Beweis. I. Die Bedingung ist nach 0.4 und 0.6 in jedem 
bikompakten Raum erfüllt. 

I I . Ist sie in einem //-Raum R erfüllt, so sei <J ein (nicht
leeres) System von abgeschlossenen Teilmengen von R mit 

n 

T\Fi 4= 0 für Fi e ̂  (i = 1, . . ., m). Man nehme an, es sei 

Y\F = 0. Dann gibt es die kleinste Zahl <x, für die eine trans-ғ 
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finite Folge {F?}9 £ < oc, mit Fftfi, 1 7 ^ = 0 existiert: Die 

Zahl oc ist unendlich; wäre sie isoliert, so könnte man durch eine 
geeignete Umordnung aus {F^} eine Folge {F't}, f < ß, ß < oc, 
bilden, was aber ein Widerspruch ist. Die Mengen A$ =YlFn ( 0 < 

v<$ 
< f < oc) sind abgeschlossen, also «ff-abgeschlossen und nicht
leer; für 0 < fi < f2 < oc gilt Aft DAS%; da <x keine isolierte 
Zahl ist, gilt f l As = fT ^ = 0. Das ist nach 1.6 ein Wider-

0<£<« £<« 
spruch; also YI& + 0- Nun folgt aus 0.3 die Bikompaktheit 

von R. 
§2. 

2.1. Zu jedem H-Raum R gibt es einen H-Raum S mit folgenden 
Eigenschaften: 

(1) R ist in S eingebettet. R = S; (2) S ist H-abgeschlossen; 
(3) ist f eine stetige Abbildung von R in einen H-Raum Q, f(R) = Q, 
so gibt es eine Teilmenge M von S und ihre stetige Abbildung F 
auf Q, für die RcM, FR = f gilt. 

Ist Q bikompakt, so kann man M = S wählen. 
Besitzt ferner ein H-Raum S' die Eigenschaften (1)—(3) in 

bezug auf einen H-Raum R', so existiert zu jeder Homöomorphie f 
zwischen R und R9 eine Homöomorphie zwischen S und S', welche 
auf R mit f zusammenfällt. 

D e f i n i t i o n . Einen //-Raum S, welcher die erwähnten Eigen
schaften (1)—(3) besitzt, nennen wir eine H-abgeschlossene Hülle 
von R. 

B e w e i s des Sa tzes . Ist R -ff-abgeschlossen, so kann man 
S = R setzen. Daher setzen wir voraus, R sei nicht .ff-abgeschlos
sen. In dem ganzen Beweis bezeichnen die Buchstaben A, B,G 
offene Teilmengen von R, 21, 93, © Systeme solcher Mengen. 

I. 21 heiße ein oc- System, wenn (<xl) 21 =4= 0; (oc2) 0 n o n c 2 l ; 
(<%3)ist.ßD.c4, A e 21, so ist B* 2t; (<%4) sind Ai e 21 (i = 1. . . ., m), 

m  
so ist J~[.4 te2l; (<*5) IT-4 = 0- 21 heiße ein ß- System, wenn 

21 ein oc-System, aber keine echte Teilmenge eines oc-Systems ist. 
Da R kein //-abgeschlossener Raum ist, gibt es eine offene Über-

m 

deckung 93 von R, welche keine 2?$ mit ^B{ = R enthält. Mit 21 

bezeichnen wir das System aller A. zu denen es Bi e 93 niit 

R —2 ,B i C -4 gibt. 21 besitzt offenbar die Eigenschaften ocl — <%4; 
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wegen f j A C F I B — B C Ff (-8 — B) = 0 ist also 21 ein '*-

System. 
II. Es sei ein <x- System 21 gegeben. Wir wollen die Existenz 

eines 21 umfassenden ß- Systems beweisen. {23*}, £ < y, sei eine 
(transfinite) Folge aller «-Systeme. Man setze 2lo = 21 und für 
0 < £ < y 2t* = 23*, falls 23* D2%, sonst aber .21* = .£%; 

ii<e i<$ 
ferner setze man © = 2 21*. © genügt offenbar den Bedingun-

*<y . 
gen <xl und «5. Bleibt zu zeigen, daß #2, «3, «4 erfüllt sind. 

Ad <x2. Wäre 0 e ©, so gäbe es die kleinste f < y mit 0 € 21*; 
es wäre dann 2t* 4= 2 21-, a l s o % = 25*. 0* 23*; das ist aber 

*<* 
unmöglich, da 23* ein «-System ist. 

Ad <x3. Ist BZ)A, A e ©, so wähle man die kleinste | mit 
A € 21*. Ist £ = 0, so ist A c 2to = 2t, also B k 21 C ©. Ist £ > 0, 
so ist 2t* * 22 t , , also 21* = 23*, A e 23*, B e 23* = 2t* C ©. 

v<e 
Ad <x4. Sind .4< ^ © (i = 1, . . ., m), so wähle man die klein

ste £ mit Ai e 2t* (i = 1,'. . ., m). Ist £ = 0, so ist Ai e 2lo =* 21 

(i = 1, . . ., m), also TI-^< * 21 C @. Ist $> 0, so ist offenbar 

2t* * 2 ^ also 21*= 23*, ̂ e23* ,n^ i^^ = 9UC ©• 
*<* i - 1 

© ist also ein ^-System. Ist 23 ein «-System, 23 D &, so 
gilt für eine geeignete £. < y 23* = 23 D © D 2$l«f> n a c ^ der 

< n<* ' ' ' 
Definition von 21* ist also 2i* = 23*. Daher ist 23 = . © und 
somit © ein jS-System. 

III . Sind 2ti, 2t2 verschiedene /?-Systeme, so kann offenbar 
nicht 2liD2t2 sein. Es sei also #€212 — 9iv Mit 21' bezeichne 
man das System aller A, für die mit geeigneter -Be2li A 3B0 
gilt. Dann ist 2i 'D2li , 21' 4= 9kl 21' ist also kein *-System. 
21' besitzt aber offenbar die Eigenschaften <xl und <x3 — aöund 
kann daher die Eigenschaft <x2 nicht besitzen; also 0 c 2t', folglich 
gibt es A e 2li mit AO = 0 . " 

IV. Jedem /?- System 21 sei jetzt ein in R nicht liegender Ge
genstand r(2l) zugeordnet und zwar verschiedenen 21 verschieb 
dene r(2t). Mit T.bezeichnen wir die Menge aller T(21); nach I 
und I I ist T nichtleer. Wir setzen 8 = M + T und definieren eine 
Topologie u auf S wie folgt; für r(2l) = % € S sollen alle (x) + A 
init Ae2t, für xeB alle A mit x*A als Umgebungen von x 
gelten,. Man beweist leicht, daß (S9 u) ein fi-Raum ist (z.: B, das 
Trennungsaxiom folgt aus I I I und der Eigenschaft <x5 der 



ß-Systeme). Ferner ist klar, daß R in (S, u) eingebettet und 
uR = S ist. 

V. Man nehme an, S sei kein .^-abgeschlossener Raum. Dann 
gibt es einen S umfassenden ff-Raum V so, daß S in V nicht 
abgeschlossen ist. Man wähle x e S — S und bezeichne mit 21 
das System aller RU, wo U eine offene Umgebung von x in V ist. 
21 ist, wie man leicht zeigen kann, ein a-System; also gibt es 
nach II ein ß-System 93 mit 23 D 21. Da V ein ff-Raum ist, gibt 
es disjunkte offene Umgebungen U und U' von x bzw. y = T(23). 
Wegen UR e 21 C 93 ist nach der Definition von (S, u) UR + (y), 
also auch (UR + (y)). U'S = (y) eine Umgebung von y in S. 
Das ist aber ein Widerspruch, da ycR — R, also kein isolierter 
Punkt ist. Daher ist S üT-abgeschlossen. 

VI. / sei eine stetige Abbildung von R in einen .ff-Raum Q, 
f(R) = Q. Für y e Q bezeichnen wir mit 2l(y) das System aller A, 
welche das Urbild einer Umgebung von y (in Q) enthalten, und 
mit 4>(y) die Menge aller T(21), WO 21 alle 2l(y) umfassende 
/^-Systeme durchläuft. Sind yl9 y2 verschiedene Punkte aus Q, so 
seien Ux bzw. U2 disjunkte offene Umgebungen von yx bzw. y2. 
Darm gilt f^U^c^y^, f~x(U2) e2l(*/2). Gäbe es ein ß-System 
21 mit 2lD2l(yx), 2lD2l(y 2 ) , so wäre f-HUJeW, f-^UJeW, 
also-0 c 21; das ist aber nicht möglich. Daher sind 0(yx) und Q>(y2) 
disjunkt. Ist ferner y e Q — f(R), so kann man zu jedem xeR 
eine offene Umgebung, U von y so finden, daß f(x) nön e U, also 
snönc/— x (ü) C/~1(t^); daher ist dann, da 21 (y) offenbar auch 
die Eigenschaften ocl — «4 besitzt, 21(2/) ein a-System, also nach 
II 0(y) + 0. 

Demzufolge ist, wenn M = R + 2 *(2/)> l ü r xeR F(x) = 

s= f(x) und für a: € 0(y) .F(z) = y gesetzt wird, F eine Abbildung 
<von M auf # . Dabei ist R C --# C # und FR = f. 

Bleibt zu zeigen, daß F stetig ist. Ist xeR, U eine offene 
Umgebung von F(x) = f(x) in Q, so ist F-^U) D .F-^U). R = 
= f~l(U) eine offene (infolge der Stetigkeit von /) x enthaltende 
Teilmenge von R, also nach der Definition von S (siehe IV) eine 
Umgebung von x in S, also auch in M. 

Ist T(21) = xe M -r-R und U eine offene Umgebung von 
y = F(x), so ist .F-H^)3W + i?7--1(^).-B = ( a : ) + / 7 1 ( ^ ) ; 
(x) + /~1(Dr) ist aber eine Umgebung von x in S, da f—-(U) c 
« 2l(y) C 21 ist. Daraus folgt die Stetigkeit von F. 

VII. / sei jetzt eine stetige Abbildung von R in einen bikom
pakten .ff-Raum Q, fjR) ^ Q . Für jeden Punkt x = T(21) eS — R 
wähle man ein yc |~T f(A) (das geht, da dieser Durchschnitt 



nach 0.3 nichtleer ist). Ist U eine offene Umgebung von y, so 
ist für jede Menge A c2l f(A). U =(= 0, also A . f-x(U) =# 0. 
Das System 21' aller B, für die mit geeigneter A € 21B 3 Af—x(U) 
gilt, ist offenbar ein 21 umfassendes öc-System; also 21' = 21 und 
daher /—a(?7)e21. Also gilt (mit den Bezeichnungen von VI) 
21(2/) C 21, x = T(21) e &(y). Daraus folgt, daß die in VI defi
nierte Menge M gleich S ist, w. z. b. w. 

VIII. Nun gehen wir zum Beweis der letzten Behauptung 
des Satzes über. Zunächst beweisen wir einen Hil fssatz : 

Sind B, Q üf-Räume, M Q B, M = B, f und g stetige Ab
bildungen von B in Q, fM = gM, so ist / = g. 

Beweis des Hilfssatzes . Gäbe es xeB mit f(x) =f= g(ü), 
so wären für beliebige Umgebungen U von f(x) und V von g(x) 
f^"x(U) und g^x(V), also auch -f~~\U). cr~1(V) Umgebungen von x 
und daher f-\U). g-\V) M = tf(ü) ..g-\V) = tf(UV) * 0, 
also UV 4-0, was aber dem Hausdorffsehen Trennungsaxiom 
widerspricht. 

B, Bf, 8, S' seien jetzt Räume mit den in der letzten Be
hauptung des Satzes vorausgesetzten Eigenschaften. Es sei / eine 
topologische Abbildung von B auf B', tp die Umkehrung von /. 

Es sei B C M C 8, F eine stetige Abbildung von M auf 8', 
FR = /; ferner B' C M' C S', & eine stetige Abbildung von M' 
auf S, &R> '= (p. Setzt man fÜr x e Mx = _F-i(Jf') gr(tf) = #(l^(a;))?, 
so ist gr eine stetige Abbildung von M± auf $ und gR eine identi
sche Abbildung. Nun folgt aus dem Hilfssatz, daß g eine identische 
Abbildung und daher MX = S, M = S, F schlicht und 0 eine 
Umkehrung von F, also F eine Homöomorphie ist. Hiermit ist 
der Beweis des Satzes 2.1 vollendet. 

2.2. Ist S eine H-abgeschlossene HüUe eines H-Baumes B, so 
gilt: (1) B ist in S offen; (2) der Belativraum S — B ist isoliert; 
(3) ist G C B offen, acG — B* so ist (a) + G eine Umgebung vona; 
(4) ist AQB in B nirgendsdicht, so ist AQB. 

Beweis. Da (4) aus (3) und (1), (2) aus der Konstruktion des 
Raumes 8 in 2.1, IV unmittelbar folgen, brauchen wir nur (3y zu 
beweisen. Ist GQB offen, acG, anoneiZ, so ist für jede Um
gebung U von a UBG 4= 0. Daher ist. wenn man mit 521 das 
System aller ÜB, mit 2T das System aller B bezeichnet, wobei B 
alle UBG enthaltende offene Mengen, U alle offene Umgebungen 
von «durchläuft, 21 ein 0-System, 2T ein ^-System (siehe 2.1,1) 
und 2T D 21 Daraus folgt, daß 91' = 21, G e 21, also (a) + G 
eine, Umgebung von a ist (siehe 2.1, IV). 

2.3. (.ff, u) und (8, v) seien H-Bäume, B in S eingebettet, 
vB =-= S. Für die Existenz einer S umfassenden H-abgeschlossenen 
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Hülle von R ist jede der folgenden Bedingungen notwendig und hin
reichend: 

(1) R ist in S offen; ist G C R offen, x e G — R, so ist (x) + G 
eine Umgebung von x; 

(2) ist w eine H-Topologie auf S, die schwächer als v ist, und 
ist dabei wR = Sy WR = VR = u, so ist w = v. 

B e w e i s . I . Kann man S in eine JET-abgeschlossene Hülle 
von R einbetten, so folgt aus 2.2, Behauptung (3), daß die Be
dingung (1),erfüllt ist. 

I I . Is t diese Bedingung erfüllt, so sei w eine .ff-Topologie 
auf S, w schwächer als v, wR = S, WR = vR = u. Es sei ae S — R 
und U eine w-oifene Umgebung von a; dann ist offenbar a e w( UR) C 
C v(UR). Da UR in (R, WR), also in (R, VR) offen ist, folgt aus (1), 
daß (a) + UR, also auch U, eine v-Umgebung von a ist. Daher 
ist; w = v, also die Bedingung (2) erfüllt. 

III. Ist diese Bedingung erfüllt, so sei T eine üf-abgeschlos-
sene Hülle von R. Nach 2.1 gibt es eine Menge M QT und eine 
stetige Abbildung JP von M auf S, so daß RcM und für xeR 
F(x) = x ist. Für jedes y e S — R wähle man einen Punkt x = 
= q?(y) € M mit F(x) = y, bezeichne ferner mit P die Menge 
aller <p(y) und setze Q = R + -P. Dann ist g = FQ eine schlichte 
stetige Abbildung von Q auf S. Nun folgt aus (2), daß g eine topo-
logische Abbildung ist. Hiermit ist der ganze Satz bewiesen. 

2.4. Für i = 1,2 sei Ri ein H-Raum mit folgender Eigenschaft: 
ist ae Ri nicht isoliert, so gibt es eine offene Menge G C Ri, so daß 
a e G, aber (a) + G keine Umgebung von a ist. 

Unter diesen Voraussetzungen sind Rx und R2 dann und nur 
dann homöomorph, wenn ihre H-abgeschlossene Hüllen homöomorph 
sind. ' 

B e w e i s . Ist Rx mit R2 homöomorph, so wende man 2.1, 
letzte Behauptung, an. Sind ihre .ff-abgeschlossene Hüllen Sx 

bzw. #2 miteinander homöomorph, so sei / eine topologische 
Abbildung von Sx auf S2. Ist acRx isoliert, so ist a auch in Sx 

isoliert, also f(a) in S2 isoliert und daher, da S2 = R2, f(a) e .ß2. 
Ist a c Rx nicht isoliert, so sei G C RL offen, aeG, (a) + G keine 
Umgebung von1 a. Dann ist f(G) in S2 offen, b = f(a) e /(ff), also 
nach 0.1 b € RJ(G), aber (b) + RJ(G) keine Umgebung von b, 
also nach 2.3 b e R2. Daher ist f(Rt) C R2 und, da analog /~a(i?2) C R\ 
ist, f(Rx) = R2, also Rx mit R2 homöomorph. 

B e m e r k u n g e n zu d e m S a t z 2.4. 1. Nach 2.1 ist jedem 
Ä-Eaum bis auf Homöomorphie eindeutig seine .ff-abgeschlossene 
Hülle zugeordnet. Der Satz 2.4 zeigt, daß diese Zuordnung bei 
gewissen Voraussetzungen eineindeutig ist. Die Voraussetzungen 
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des Satzes sind dafür nicht nur hinreichend, sondern auch in 
einem gewissen Sinne notwendig: aus 2.3 folgt nämlich, daß, 
falls sie in einem -ff-Raum B nicht erfüllt sind, kann man seinen 
echten Teilraum finden, welcher mit B gemeinsame üf-abgeschlos-
sene Hülle besitzt. 

2. Die Voraussetzungen des Satzes 2.4 sind insbesondere in 
folgenden Fällen, wie man leicht zeigen kann, erfüllt: 

a) wenn B ein geordneter Raum ist; 
b) wenn man zu jedem nichtisolierten ae B eine unendliche 

abzählbare M C -R so finden kann, daß jede Umgebung von a 
höchstens endlich viele x e M nicht enthält. 

§3. 

3.1. Zu jedem vollständig regulären H-Baum B gibt es einen 
H-Baum S mit folgenden Eigenschaften: (1) B ist in 8 eingebettet, 
B = S; (2) S ist bikompakt; (3) ist f eine stetige Abbildung von B 
in einen bikompakten Baum Q, f(B) = Q, so gibt es eine stetige 
Abbildung von 8 auf Q, die auf B mit f zusammenfällt. 

Besitzt ein H-Baum S' die Eigenschaften (1)—(3) in bezug auf 
einen H-Baum B', so existiert zu jeder Homöomorphie f zwischen B 
und B' eine Homöomorphie zwischen S und 8', die auf B mit f zu
sammenfällt. 

Definit ion. Ein ff-ßaum S, welcher die erwähnten Eigen
schaften x(l)—(3) besitzt, heißt eine bikompakte Hülle von B. 

Beweis des Satzes. I; P sei eine -ff-abgeschlossene Hülle 
von B. Jedem x e P sei ein Gegenstand a(x) zugeordnet und zwar 
so, daß für x e B a(x) = x, für x e P — B a(x) non e B ist und 
für xcP — B, yeP — B o($) = a(y) dann und nur dann gilt, 
wenn für jede stetige Abbildung / von P in einen bikompakten 
.ff-Raum f(x) = f(y) ist. Mit S bezeichnen wir die Menge aller 
a(x); dann ist BQS und a eine Abbildung von P auf S. Wir 
definieren eine Topologie u auf 8 wie folgt: M C S soll dann und 
nur dann als ^-abgeschlossen gelten, wenn a"1(M) in P ab
geschlossen ist. Offenbar ist dann B in (S, u) eingebettet, uB = 8, 
a eine stetige Abbildung. 

II . Ist q> eine stetige Abbildung von P in einen bikompakten 
if-Raum Q, so setzen wir für xeP f(a(x)) = tp(x). Da aus a(x) = 
= a(y) stets q>(x) = (p(y) folgt, ist dadurch eine Abbildung / von 8 
in Q definiert. Ist A C Q abgeschlossen, so ist trml{^1(A)) = 
= yr^A) in P, also f~~x(A) in (S> u) abgeschlossen. Daher ist / 
stetig; offenbar f(S) = q>(P), fR = (pR. 

III . Zum Beweis, daß (8, u) ein .ff-Raum ist, genügt es zu 
zeigen, daß das Hausdorffsche Trennungsaxiom erfüllt ist, da 
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(S, u) offenbar den übrigen Axiomen genügt. Es sei also x c S, 
ycS, x #= y. Wir unterscheiden drei Fälle: 

a) Ist x c R, y e R, so folgt aus der vollständigen Regularität 
von R, indem man den Satz 2.1 anwendet, daß es eine stetige 
Abbildung <p von P in das Intervall [0, 1] gibt, für die <p(x) = 0, 
<p(y) = 1 gut-

b) Ist x e R, a(b) = y e S — P. so sei U eine Umgebung von b 
in P, xnoneU. Man kann, da R vollständig regulär ist, eine 
Abbildung \p von R in das Intervall [0, 1] so finden, daß \p(x) = 0, 
tp(UR) = (1) ist. Es gibt dann nach 2.1 eine stetige Abbildung <p 
von P in [0, 1] mit <pR = tp und daher <p(x) = 0, <p(b) = 1. 

c) Ist a(a) = x € S — R, a(b) = y e S — R, so gibt es nach 
der Definition von a eine stetige Abbildung <p von P in einen 
bikompakten Raum, für die <p(a) =f= <p(b) ist. 

In jedem der drei Fälle bestimme man / wie in II ; / ist dann 
eine stetige Abbildung von (S, u) in einen bikompakten üf-Raum, 
f(x) 4= f(y). Daraus folgt, daß in (S, u) je zwei verschiedene Punkte 
disjunkte abgeschlossene Umgebungen besitzen. 

IV. Nach I, I II und LI ist (S, u) ein ^-abgeschlossener 
Raum und R ist in (S, u) eingebettet. Konstruiert man die 
üf-Topologie v wie in 1.3, so ist (S, v) nach III und 1.3, Be
hauptung (2), regulär, also, da v stärker als u ist, nach LI und 
0.6 bikompakt. Aus der Behauptung (1) des erwähnten Satzes 
folgt ferner, daß R in (S, v) eingebettet ist; offenbar ist vR = S. 

V. Ist tp eine stetige Abbildung von R in einen bikompakten 
Raum Q, rp(R) = Q, so sei <p eine stetige Abbildung von P auf Q, 
<PR = y> (siehe 2.1). Konstruiert man / wie in II, so ist fR = tp 
und / nach 1.3, Behauptung (3), eine stetige Abbildung von 
(S, v) auf Q. 

VI. Bleibt noch die letzte Behauptung des Satzes zu be
weisen. Haben R', S' und / die in dieser Behauptung erwähnten 
Eigenschaften, und bezeichnet <p die Umkehrung von /, so gibt es 
stetige Abbildungen F von S auf S' und 0 von Sf auf S so, daß 
gilt: FR = f, &R> = <p. Setzt man für xcS g(x) = 0(F(x)), so 
ist g eine stetige Abbildung von S auf S und gR eine identische 
Abbildung. Daher ist nach dem Hilfssatz aus 2.1, VIII, auch g 
eine identische Abbildung, also F schlicht und daher eine Homöo-
morphie. 

3.2. (R, u) und (S,v) seien vollständig reguläre H-Räume, 
R in S eingebettet, vR = S. Dann ist jede der folgenden Bedingungen 
für die Existenz einer S umfassenden bikompakten Hülle von R not
wendig und hinreichend: 

(1) Ist f eine in R definierte stetige beschränkte Funktion, so 
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kann man eine in dem Raum S definierte stetige beschränkte Funk
tion F so finden, daß FR = f gilt. 

(2) Ist w eine HrTopologie auf S, (S, w) vollständig regulär, 
wR = S, w schwächer als v, wR = vR = u, so ist w = v. 

B e w e i s . I. Kann man S in eine bikompakte Hülle von R 
einbetten, so ist (1) offenbar erfüllt. 

II. Ist (1) erfüllt, so sei w eine /7-Topologie auf S mit den 
in (2) vorausgesetzten Eigenschaften. Ist M QS ^-abgeschlossen 
und nichtleer, xzS — M, so sei die Funktion f in S definiert, 
in bezug auf (S, w) stetig und beschränkt, f(x) = 0. f(M) = (I). 
Es gibt dann eine in S definierte beschränkte, in bezug auf (S, v) 
stetige Funktion g mit gR — fR. Nach dem Hilfssatz aus 2.1, 
VIII ist dann g = /, woraus x non € vM folgt. Also ist M auch 
v-abgeschlossen und daher w = v, also (2) erfüllt. 

III. Gilt (2), so sei S in einen bikompakten üf-Raum T ein
gebettet, S = T. ferner P eine bikompakte Hülle von R. Nach 
3.1 gibt es eine stetige Abbildung / von P auf T so, daß fR die 
identische Abbildung ist. Wählt man für jedes yeS — R einen 
Punkt x = (p(y) <r/—Y(y), bezeichnet mit M die Menge aller <p(y) 
und setzt Q = R + M, so ist /Q eine stetige schlichte Abbildung 
von Q auf S. Nun folgt aus (2), daß /Q eine Homöomorphie ist. 
Hiermit ist der Satz bewiesen. 

0 absolutně uzavřených a bikompaktních prostorech. 

(Obsah p ř e d e š l é h o č lánku.) 

V § 1 se dokazují m. j . tyto věty: 
K tomu, aby .4_ffř/-prostor, jehož každé dva různé body 

jsou Ó-oddělené, byl bikompaktní, je nutno a stačí, aby každé 
jeho prosté spojité zobrazení na -áíříJ-prostor bylo homeomorfní. 

-4i7ř7-prostor je bikompaktní, když a jen když každá jeho 
uzavřená část je absolutně uzavřená. 

Hlavním výsledkem § 2 je tato věta: ke každému AHU-
prostoru R existuje -4.ÉÍ {/-prostor S s těmito vlastnostmi: (1) R je 
vnořen do S, R = S; (2) S je absolutně uzavřený prostor; (3) je-li 
/ spojité zobrazení R do -4.£řř7-prostoru Q, f(R) = Q, pak existuje 
M C S a spojité zobrazení F M na Q tak, že R C M. FR =,/• 
Je-li Q bikompaktní, lze klást M = S. 

V § 3 se používá výsledků § 1 a § 2 k důkazu známé věty 
o bikompaktním obalu. 
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