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CASOPIS PRO PESTOVANT MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Poznamka k vytvoreni prostorové kiivky
4. ¥addu 2. druhu.

F. Vycichlo.
(Doslo 25. srpna 1933.)

I. Prométnost zdkladnich dtvara 2. fddu vede piimo k vy-
tvofeni') bikvadratické k¥ivky K*, kterd je druhého druhy, svazkem
rovin (s) 2. t¥idy a prométnou k nému fadou p¥imek (R) na plose
druhého stupné H. .

Budiz s vrchol kuZele S obaleného rovinami a P p¥imka vytéené
fady, ktera libovolné roviné = svazku prométné prisludi. Rovina =
proting (R) v bodové fadé na kuZeloseéce K a dany svazek rovin
ve svazku piimek o vrcholu s, ktery je k této fadé prométny;
prochdzeji tudiz tfi piimky tohoto svazku pr1slusnym1 ]1m body
uvedené rady, a to jsou body nasi prostorové kiivky, jejiz &tvrty
bod v roviné z je pruseéikem (z X P). Libovolna rovina g, ne-
obsahujici s, proting (s) ve svazku piimek 2. t¥idy a fadu (&) v fads
bodové 2. f'édu, jeZ je k tomuto prométna. Prochazeji tudiz 4 pfimky
svazku pifsludnymi body fady a tyto body nélezi kiivce K% Ale
i kdyZ prochézi rovina g bodem s, plyne z dané prométnosti, Ze
prochézejl' 4 roviny svazku (s) pifslusnymi body fady, v niz (&)
sebe tuto rovinu. KdyZz koneéné rovina g prochézi pf'imkol.l P
fady (&), pak protind H jesté v piimce fady druhé @, na niZ vzniké
bodova involuce prométna ke svazku piimek, v némz g sede sva-
- zek (s); lezi tudfZ t¥i body Fady bodové na @ na piislu§nych piim-
kich tohoto svazku, z &ehoZ usuzu]eme Ze na kazdé primce
fady (R) le#{ jeden bod a na ka?dé piimce fady druhé ndleZejici H
~lezf t¥i body ktivky K*. ’

Promitnéme uvazované atvary z bodu s do libovolné roviny u.
Piedeviim promitéd se fada (R) svazkem rovin 2. ti¥idy (¢), ktery
je prométny ke svazku (s), kdyz kazdé roving v (s) prifadime onu
rovinu tohoto svazku, ktera prochdzi piimkou prométné ji prislus-
nou v (B). Tyto svazky vytvoru]i kuzel 4. fidu K, jimZ se promitd
K* z bodu s.

1) Rizné vytvoreni uvaZované kvartiky uvddi: Gino Loria: Curve
sghembe speciali I, pg. 276 etc., L. Vletorls Eine besondere Erzeugungs-
weise der Raumkurve 4. Ordnung , Sitzb. Wiener Ak. 1916, pg. 259 etc
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Pramét kiivky K4 do u je tudiz kiivka 4. fadu K, 4

Uvedena prométnost nalezi kolineaci dvou trsi o spoleéném
vrcholu s. V této kolineaci piisluSeji piimkdam, v nichZ se roviny
svazku (s) dotykaji kuzele, piimky kuzele soustiedného L a teé-
ného k H, v nichz se ho dotykaji odpovidajici roviny ve svazku (7).
Budtez A,, A,, A; samodruzné piimky uvedené kolineace. (Pred-
pokldddme, Ze tato kolineace, stejné jako prométnost, je obecnd.)
Tednym piimkam k § vedenym piimkou 4, odpovidaji prométné
roviny v (), které prochazeji rovnéZz p¥mkou 4,; obdobné
pro 4, a A4,.

Z toho plyne, Ze piimky 4,, A,, 4, jsou dvojnymi pi{mkami
plochy K* a Ze tudiZ tato je raciondlni. Je tedy také primét K,*
kiivky K* kiivka racionalni, kterd md stopmky Oy, A, Oy pr1mek
A,, A,, Ay na p za body dvojné. Odpovidaji si tudiz vazky 2. tiidy
stopnich kfivek S,, L, ploch 8 a L v kolineaci, kterd ma a,, a,, a; za
body samodruzné a Vytvoru]1 svymi prusemky kiivku K,

Z prométnosti svazkitl teen na L, a S, plyne, Ze 4 tedny
kiivky S, prochazeji body dotyku prométné piislusnych jim teéen
kiivky L, a naopak, jezto svazek tecen na S, je zdroveil prométny
s fadou bodu dotyku piislu$nych teden kiivky L, a naopak. Z toho
plyne, Ze kiivky S, a L, jsou vepsany kiivce K,* dotykajice se ji
ve &tyfech bodech.

Zvolme nyni trojahelnik a,, a,, a; za zaklad prométné soutadné
soustavy. Pak rovnice kiivky K,* ma tvar:

AT %"+ Age%3271% + Ay 2% + 20057, 25757 + 200,237,702 +
+ 205232, %,% = 0.

Transformu]eme li k¥ivku tak, aby kazdému bodu ptislusela jeho
harmonikala vzhledem k trOJuhelmku @, Os, 43, pak se transformuje
v kuZeloseku V, jejiZ rovnice v piimkovych. soufadnicich je:
Oty ? + dgpUs® + agus® + 205U, + 2015U U + 2a5uu; = 0. (2)

Libovolné tednd (u,, u,, u;) k¥ivky V piisludi urdity bod (z,, 2,, s)
kiivky K,* a naopak jeho% soufadnice plynou ze soutadnic teény
rovnicemi:

x——l x——l x—‘l
91,—,“1’- Qz-—u27 Qa——us

Tim bodem je stanoven svazek pifmek:
w4 (% — 1) g2, — xusx; = 0, (3)

Kdy? (x;) probihs kfivku (1), tu’ primka u; obaluje .kuZelose¢ku (2)
a pro kaZdé x» obalu]e piimka (3) jejiz soutadnice U; jsou dany
rovnicemi: .

oU, = “y oU, = ("—' 1) u,, QU.@ = —= AUg,

el
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kuzelosecku:

(x—1)? ."2“11€]2 + w2 Us* + (1 —1)2 agU,® + 2% (x—1) a, U, U, —
— 2% (% — 1) @y Uy U3 — 2% (x — 1)2 a5, U, U, = 0.

Bodova rovnice této kuzelosetky je:

!
1 2 3 u(le)
Lo
Qy2 Q2o Qo3 o .
Z4 o
31 Qo3 A3z — w1
momm
#(x—1) x x—1

aneb, znaéime-li 4; minory determinantu kiivky (2):
.A11x12 + (2 — 1) Appy? + #2Agxs? + 2 (¢ — 1) Ay —
— 23 (6 — 1) Apgoxy — 2% A4 x5, = 0. - (4)
Miuazeme ji psati téz ve tvaru:
#2 (Agay® 4 Aga®y® — 24550 %5) — 20¢ (Agaty® — Ao, %y — Agg®y%5 +
+ Ay 237,) + Apxy® - A, — 24,51, %, = 0.

Méni-li se », obdriime soustavu kuZelosedek, jeZz obaluji kiivku
0 rovnici:

(Apx? + Apx® — 245%,23) (Apx,® + Agpx? — 24207) —

- — (Ape®y® — Ay, 2y — Aps2p25 + Agy237,)2 = 0

Gili :

AT s? + Ap®3®20 % A A%y 2%5% A 20452, X5 %5% + 2055%,25374% +
+ 2ag 257,752 = 0.

Obaluje tudiZ soustava téchto kuZelosedek kiivku K,%. Libovolné
dvé z téch kuZelosetek jsou prométné a piisludeji sobé v kolineaci
v roviné u, ktera ma a,, a,, a; za body samodruzné. Nebot piislusi-li
jedna z nich K, parametru x, druhd K, parametru »’, plyne pro
soutadnice U,, U,, U, teden prvé z nich:

‘ eUr=u, oUp='(x—1uy gUs=—2u
a pro soufadnice druhé U',,U’,, U’; pak:
Q’U’l = ul, Q,U’z == (x’ _— 1) ug, Q'U’3 - - %,u3,
takze "'Uy=U'y, o"Uy,= x'—: U, g"Ug = -’% U’y

’ . 6*
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a kiivka K,* je vytvofena prométnymi svazky teden na téchto
kuZelosedkach. “ '

KaZd4 z téchto dvou kuZelosedek se dotyka kiivky K. ve
4 bodech, ponévadz z nasi prométnosti plyne, Ze 4 teény kuZelo-
setky K, prochézejf body dotyku piislusnych teéen kuZelosetky K,..

. Jedna z kuZelosetek uvazované soustavy splyvé s L,, prométné
" piislusnou S, muZeme tudiZ nahraditi libovolnou jinou kuZelo-
seGkou na$i soustavy.

Z toho plyne, Ze lze K* vytvoriti nekoneéné mnoha zpusoby
fadou pfimek na H a svazkem rovin 2. t¥idy k ni prométnym, jehoz
vrchol je bod s. Je tedy moZno bodem s vésti nekoneéné mnoho
kuzelt 2. stupné, z nichz kaZdy, jakoZto svazek rovin 2. tiidy
prométnych k ¥adé (R), vytvofuje s ni kiivku K*. Libovolné dva
z téchto kuZeli jsou prométné a v kolineaci, jiz tato prométnost
urduje, jsou samodruzné piimky bisekanty kiivky K* bodem s
vedené. Vsechny tyto kuZele obaluji raciondlni kuzel 4. Fadu.

JelikoZz je primét kiivky K* z libovolného bodu v prostoru s,
do roviny u racionalni k¥ivka 4. ¥adu, soudime z toho, Ze pro kazdy
bod s,, jenz nelezi na K* (pro ktery je tedy primét K* nerozpadla
kiivka 4. fadu) lze sestrojiti nekoneéné mnoho svazki rovin 2. tiidy
prométnych k uvazované fadé piimek na H, jeZ s touto vytvoiuji
kiivku K*, jejiz pramét z s, do u je kiivka K,

Kiivka K,* mizZe miti ve zvlastnim piipadé v jednom z bodu
a,, a,, a5 inflexnf uzel. Piedpoklidejme, Ze tomu tak je pro bod a,.
V tomto pifpadé prochizeji piimkou s,a; dvé oskulaéni roviny
ktivky K4, z nichZ jedna oskuluje v jednom, druhé v druhém bodé
kiivku K*, v némz ji sede bisekanta s,as, v tomto pifpadé zvani
bisekantou hlavni. -

Rovnice teden kiivky (1) v bodé a; je

A1 Ze® + Upe%y® + 2057, 2, = O
ony protinaji kiivku jesté v bodech, jez lezi na kuZeloseéce:
| @3y Xy + 20957175 + 205, 7,75 = 0,

ktera v pfipadé, kdy te¢ny ty jsou inflexnimi, musi degenerovati
v pimky

takze Aoy = Ay = 0.
Rovnice (1) potom piechazi v rovnici:
U Zo*T3% + Apa®s®y? + Ay, 22,% + 20157, 2,%5" = O,
nebo, zménime-li oznadeni soudiniteld:
a2 %2 05? + @ %y?2)* — 572,22, + 25,7, 2,%5% = 0.
Potom jsou te¥ny této kiivky v bodé a, ddny rovnicemi:
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a3 — azz; = 0, a3 + asx, = 0.
Prvé z nich protind kiivku K,* mimo bod a, jesté v jednom bods
lezicim na piimce
Age%y + 2035%5 = 0.

M4-li tato tena byti inflexni, musi tento bod splynouti s a, a tedy
piimka privé uvedend musi splynouti s z, = 0, takie a;,, =0
a rovnice kiivky jest v tomto pripadé, klademe-li a,, = a,2,

A, 22,2%,2 + @,22,20,2 — a522,22,2 = 0. 5
1 2 43 2 43 V1 3 41 42

Z této rovnice jest také patrno, Ze také teéna a,x; + a;x; = 0 jest
teénou inflexni, a proto je téZ a, inflexnim uzlem. Pak je téz a,
inflexnim uzlem. Z toho plyne, kdy% bod s, ndlezi jedné hlavni
bisekanté a kdyZz jim prochézi dalsi bisekanta té vlastnosti, Ze
oskulaéni rovina kiivky K%, v jednom jejim bodé na ni leZicim,
obsahuje tuto bisekantu, pak ji obsahuje téz oskulaéni rovina kiiv-,
ky K* v drubhém jejim bodé na této bisekanté lezicim. Je tedy téz
tato druha bisekanta hlavni a bodem s, prochédzi pak jesté tieti
hlavni bisekanta. Z nich mohou nejvyse dvé protinati K* v redlnych
bodech.

Vyjadiime si jesté parametrické rovnice kiivky K* v piipadé,
Ze pramét K¢ je dén rovnici (5). Pfi tom pro jednoduchost budeme
piedpoklddati, Ze rovina u je poldrni rovinou bodu s, a Ze soustava
soufadnd je vytknuta souradnym Styfsténem a,, a,, ag, @y = Sy
Potom stopa plochy H na roviné u, jako kuZelosetka L, je

a2a52x.2 + (x — 1)% ay%a,2x,2 — x%a,%a,%x,2 = 0,
. nebot L, patii do soustavy (4).
Rovnice plochy H je tudiz ,
a,2a52,% + (% — 1) 520,272 — 20,0202 — 22,2 = 0,
kde a, je uréitd hodnota.

Vyjadiime nejprve parametrlcke rovnice kfivky K,*a pak pro
kiivku K* uZijeme rovnice plochy H.

Za tim Gdéelem vytkneme si, jak zndmo, svazek kuZelosecek
¢
Ty (@g%5 — A3%,) + Awyx5 = 0;

ponévadz kazdd kuZelosedka tohoto svazku prochazi dvojnymi body
kiivky K,* a dotyka se ji v bodé a;, protne ji je$té¢ v jednom bodé¢,
pro ktery
4
T3 T

Z
a,— -+ A
2x2+
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Z rovnice (5) kfivky K,* plyne potom
z
a2 — 2a,A ;1 —12=0,

2
- takze
: -"'71_‘112—}~2 T3 a (a2 — A?)
X, 2a,h T my  ay(a,®— A%) + 22%,
Jsou tedy parametrické rovnice kiivky K,*:

0z = a* — A%, oy = 2a,1 (0,2 + 22), ox5 = 2a34 (a,* — 2%). (6)
Z rovnice plochy H plyne dosa,zemm pravé uréenych hodnot
za I, %y, X3

Q_ 272 2 2)272

azzas = [4xa,?2? — (a,® + 2%)°)%.
Rovnice je kvadratickd — dostaviame dvé kfivky K4, K,%, v nichz
kuzZel o vrcholu a, = s, a ktery- promita K,%, protina plochu H.
Uvazujme tu, pro kterou jest

a ‘
%2';—3‘ = 40,222 — (a,® + 2. |
Pro parametrické vyjadfeni této kfivky pfistupuje tedy k rovni-
cim (6) jesté rovnice

oty = “2—“3 [d5a,222 — (a,® 4 22)2].

Zvolme jesté misto parametru A parametr p tak, aby 4 = au;
potom

0z = ay (1 — p?), 0%y = 2apu (1 + p?), o5 = 2azu (1 — u?),
0, = a#j 2 [4oeu® — (1 + )7

Tyto rovnice pi'evédime mnohdy transformaci

i1 BTy Ly L3 Ly 3
O = 5~ "o, Yo = —— T 7. OYs = T — 7~
2a, 2a1a2a 4a, = 4a, 4, 4a;
| %
6y4=—2—+2 ,aez=2x—l
a, Aoy S -

na tvar

oyy = 1 — &%, oyy = p, oYy = p?, oy, = p* (2 — p?).?)

II. Prostorovs k¥ivka 4. f4du 2. druhu K* vznikne té% promét-
nost{ mezi kublckou involuci J, piimek fady jedné a fadou J p¥imek

’) Laguerre: Oeuvres II, pg. 281.

.
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fady druhé na obecné pfimkové plose 2. stupné H. Kazdd piimka

fady J je protata pfimkami z Fady, jez tvoii pfislu$nou skupinu v J3

ve tfech bodech a kazda pfimka néleZejici nékteré skupiné v Jg
jest protata piislusnou pfimkou v J v jednom bod§ kiivky K4

Bud s libovolny bod prostoru, z néhoz promitame do polarni
roviny o bodu s vzhledem k H. Priuméty piimek na H obaluji
kuzelosedku K, jez je stopou kuZele o vrcholu s opsaného plose H
a zdaroveni jeho kfivkou dotyku s H. Stopniky pfimek v J; na kuZelo-
sebce K tvori kubickou involuci prométnou s radou stopnikd
piimek v J a tedy, vzhledem k prométnosti bodové fady na kuzelo-
sefce a kfivého svazku teden v téchto bodech sestrojenych, mame
na kuzeloseéce K involuci 3. stupné teéen a prométny k ni svazek
tecen 2. stupné.

Priseéiky takto sobé prifadénych teten kuzelosetky vytvori
ktivku 4. Fadu raciondlni K,%, ktera je primétem kiivky K* do
roviny o.

Pro kiivku K* je moZno snadno urditi parametrické rovnice,

uzijeme-li kiivky K4,.

"~ Libovolna te¢na A; kuZelose¢ky K protne uvedenou involuci
v involuci bodové 3. stupné J'; k J; prométné a uvedeny svazek
teen v bodové radé J' k J rovnéz prométné. Jsou tedy J'; a J’
mezi sebou taktéz prométné. Na A4, zvolme dva body a,, a, a vedme
jimi teény 4,, 4, ke kuZeloseéce K ruzne od A,, které necht se
protnou v bodé a,.

Zvolime-li trojthelnik a,a,a; za trojahelnik soufadny pro
projektivni soufadnice, bude miti rovnice kiivky K v soufadnicich
teénovych tvar:
: A UsUs + AUsUy + AUy = 0

a tudiz bude v soufadnicich bodovych
0,22,2 + o207 + 32052 — 20,052, Xy — 20,0305y — 2030, 237, = 0. (K)
Libovolna teéna kuZelosetky protne pfimku 4; v bodé ¢, pro néjz
x; = 0 a pro néjz pomsér z,/x, kladme roven 1. Te¢ny z toho bodu
ke kuZeloseéce budou tudiz ‘
23 =0, (@, — a;4) 2, + (@4 — a,) 2, + azdz; = 0.

Posledni rovnice je rovnici teény bodem ¢ prochazejici a rizné od A4,.
Prométnost mezi J'; a J' je vyjadiena obecné rovnicf

(@ + B2+ yA + 0) b + & + B + 1A + 6, =0, (D)
v ni% uréuje 4 libovolny bod v J’; a 4, prom&tné pislusny bod v J'.

’

M4 tudiZ pifslusna teéna v involuci na K rovnici:
(@y — a,2) &) + (@4 — ap) A2y + a3dx = 0
a teéna k ni prométna ve svazku teden na K rovnici
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(@ — ayhy) @y + (@ hy — @) 1%z + Bdyzy = 0.
Z téchto rovnic plynou soufadnice z,, 3, %3 j€jich pruseéiku
0%, = ayazdhy, 0%, = Ayl;, Q%3 = (@ h — ) (a2, — a).
PiSeme-li levou stranu rovnice (I) kratce
A}‘I '+' Al = 0’
bude ’
ox, =a,a; 4,2, oxy=—aya;A, oxz=(a,4;+ a,4) (a,A—a,). (I1)
Tim jsme dospéli k parametrickému vyjadieni k¥ivky K,* pomoci
parametru A. Abychom vyjadiili nyni parametricky kfivku K4,
zvolme jesté a, v bodé s jako étvrty vrchol soufadného &étyfsténu
a,a,0,a,. Potom lze rovnici plochy H psati
K —afz* =0,

kde K je leva strana rovnice (K) a @, ma uréitou hodnotu. Soufad-
nice X,, X,, X;, X, libovolného bodu p na K* jsou dény jednak
soufadnicemi z;, %, z; jeho primétu p’ z a, do o, pfi demz z, : x, :
cxy = X, : X, : X, kdezto za X, mizZeme kldsti hodnotu plynouci
z rovnice plochy H. Je tudiz

T, 2 — K .

4 a2’

klademe-li do této rovnice za x,, ,, ;3 hodnoty z (1I), obdrZime po
jednoduchém vypodtu

oaz? = a%ay’as? (A4 + 4,)%

Piistupuje tudiZ k rovnicim (II) je$té rovnice
0%y = - ——

Rovnice (II) a (III) jsou parametrlckym vy]adrenlm dvou raciondl-
nich ki¥ivek K4, v nichZ kuzel promitajici kiivku K* z bodu s protina
plochu H. Ki“ivky ty si prislugeji vinvoluci, ktera ma sza stted a oza
rovinu involuce; pro jednu kfivku jsou pfimky jedné fady na H
trisekantami a piimky fady druhé unisekantami, pro druhou
kiivku jest tomu naopak.

alazaa

(A4 + 4y). (III)

*

Note rélative  ’engendrement de la courbe du 4*" degré et de
la 2¢ espéce.

(L'extrait de l'article précédent.)

L’auteur construit la eourbe du 4e degré et de la 2e espéee
' comme lieu des points de l'intersection des plans d'un faisceau



81

de la 2e classe et des droites projectives d’une demi-quadrique
générale; cette construction est possible d’une infinité de maniéres.
A T'aide de la projection de cette courbe dans un plan arbitraire
(on projette du sommet du faisceau pris en considération) il déduit
quelques théorémes fondamentaux sur cette quartique. On peut
engendrer la courbe encore de la maniére suivante, a savoir & I’aide
des points de lintersection des droites d’une demi-quadrique
générale qui se trouvent en involution du 3e ordre et des droites
projectives de la demi-quadrique complémentaire. L’auteur en
déduit les équations paramétriques de la courbe.
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