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Poznémky k Schrbdingerové vlnové mechamce.
' V Trkal

".1. Kvantovd a vinova mechanika. — ZkuSenost udi,
Ze pfi fysikdlnich pochodech, odehravajicich se ve velmi malych
prostorech, hraje rozhoduiict tilohu  typickd diskontinuita, element
obyd&ejné fysice velmi cizi. A tak naproti obvyklé pfedstave, kterour
si v prostorové Casovém nazirdni Cinime, Ze totiZ prostor a hmota
jsou spojité a Ze se daji libovoln& d&liti, vznikla pfedstava o slo-
-Zeni hmoty z.nepatrnych Castic,- korpuskuli. Snaha popsati jejich
mechanism pomoci obycejné, t. zv. klasické mechaniky, nevedla
k cili — byle :nutno zavésti dodatecné podminky, t. zv. podminky
kvantové, aby se dqgililo souhlasu teorie se zkuSenosti. Zna¢né vady,
ba nep¥ipustnost tohoto postupu, pocitovaly se od samého zadatku
teorie; tyto potiZe daly vznik t. zv. kvantové mechanice, kterd tvofi
- fisté analogon klasické mechaniky ~(jeZ plati pro pochody makro-
skopické), a netrpi vadami této mechaniky, kdyZ ji ma byti pouZito
pro pochody mikroskopické: :AvSak zato ukdzalo se. nemoZnosti
oném korpuskulith pfisouditi v prostoru n&jakou’ polohu ‘viibec, ja-
koZto funkci:Casu;.na misto. takového. popisu prostorové -Casovéha
nastupuji matematické vztahy: mezi skuteén& pozorovatelnymi-velis
- Cinami. Tato kvantovid mechanika,!) jejimZ-tviircem jest-H eisens
berg, jest po formdlni strance identickd s t. zv. vInovon necha-
nikou Schrodingerovou 2) jejiz fysikalni zédklady spoéivajf na
»vinové teoriic de Broglieov& VIinovd mechanika Schr6-
dingerova dovoluje v8ak uliniti si pfec jen trochu nazorné&jsi
pfedstavy fysikdlniho d&ni ve velmi malych prostorech neZ teorie
Heisenbergowva, tfebaZe dosud fysice chybi pro ndzornow
interpretaci onoho diskontinuitniho elementu je$t¢ néjaky, dosud ne-
_ znimy, avSak podstatny tah v obrazu, ktery si o struktufe hmoty
- vykreslila.

. 2. Vinova rovnice Schrodingeroval) — Ponevadi
v. ceské literatufe dosud nebylooSchrodi n gerov & teorii psano

— e e

1) W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 33 879, 1925; viz pi‘ehledy litera-
'tury pod nizvem »Novd epocha v teorii kvante v »Casopise pro pést. mat.

. a fys.« 55, 207, 423—424, 1926; 56, 53—56, 1927, a pfehled pod tyml hazvem

v prvém &sle tohoto :oén{ku "Casopisu. -

: 8)BE. Schrodinger, Ann. d. Phys. 79, 361—376, 1926. :
. ) B/Schrddinge r, Ahhandlungen zur Wellenmechamk Leipzig
o 19?7 (J A Barth). l‘m 1, 2, . .
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viibec, vyloZim nejdfive struCné prvé jeif zacatky, ovSem jen po
formélni jeii strdnce. _ .

Problémy starSi atomové. dynamlky fedi se tak 7e za vycho-
disko slouZi Hamiltonov a funkce :

H(q,p) =

kde ¢ znadi zobecnene ‘soufadnice a p prlslusne jim impulsy, kdeZto
E znamen4 - konstantu thrnné energie.” Po zavedeni ftcinnostni
funkce S preide H amiltonova funkce v parcialni rovnici dife~
rencialni S .

- O R

" Obvykly- postup byl ten, Ze se hledalo ¥eSeni této rovnice ve:
tvaru souctu funkci, z nichz kazda zivisi na jedné, jediné pro-
ménné q. AvSak Schrodinger zavidi misto ti&innostnf funkce S *

novou neznamou. v, kterdA ma byti soudinem funkm, Z. mchi
kaZda 7av1si jen na Jedne promenue, t. i .

S= Klogtp, _

kde konstanta K musi by’n zavedena z duvodu dlmensmnalmch a
ma rozmer ucmnost1 Z duvodu numerického. souhlasu se zku§enosti

voli se h o . :

, K“f?z" '
kde h Jest Planckova konstanta Tak obdrzi Schrodlnger
rovnici . 1 St b3

. bzp)
H(q 27"y aq E

Nyni v8ak nehled4 feSeni této.-rovnice, nybrz tomuto problému pfi-
fadi tilohu jinou, ktera v prxpade problému Jednoho e]ektronu spo-,
¢ivd v tomto: .- : Lo

De;me tomu, Ze uzivame pravouhlych soufadmc Descarteso-«
vfrch, pak : . ;

e B llazp hi' dY dY Y '
Aoy 39) =g (53) * (55) (Y }'+.;;,;
' -+ V(x.y,2)=E, : e g

kde .m' jest hmota elektronu a Vi(x, y, 2) jeho potencxalni energw.
Problém, ktery’ phfadime teto rovmcx, zni pak ve tvaru vana&‘niﬁ
prmcmu “takto: - ‘

f[H—E]gp'dz— fffdxdydz[ 2y +(a$)+( "’)+

+(V~—E) 8mn? :p*] [

GE



- Provedeme-li naznaenou variaci, ‘obdrzime vinovou r oV~
nici Schrédingerovu . -

ay 4307 E=Vy=0,

%

. Xde 4 znadi Laplaceiiv symbol. To jest diferencidlni parcidlnf

-govnice pro $ifeni vin, kterou jest Fesiti za danych krajovych pod-
minek, které zpravidla jsou vyjadfeny poZadavkem spojitosti a
jednoznafnosti nalezeného feSeni v celém oboru proménnosti sou-
fadnic. Takové FeSenf neni vSak mozno palézti pro jakoukoli hod-
‘notu konstanty energie E, nybrZ jen pro gcela urtité, vyznatné hod-
noty jeji, t. zv. charakteristick¢ hodnoty (Eigenwerte);
- FeSeni rovnice t&mto charakteristickym hodnotam p¥isluSni sluji

‘" charakteristické funkce (Eigenfunktionen). A tim sim

sebou vystoupi tolik %4adany diskontinuitn{ element!

Misto toho, abychom vychazeli vyslovend z H amlltonovy
funkce, lze varia&ni problém svrchu uvedeny formulovati elegant-
néji takto: .

BudiZ T (g, 'p) kinetickd energie jakoZto funkce soufadnic a im-
pulsti, V potencidlni energie, dr objemovy element konfigura&niho
prostoru »mé&feny racionilnd«, t. j. ne jen jednoduSe soufinem
dgidq:...dq , nybrz déleny je$t€ odmocninou z diskriminantu

.kvadratickg formy T (g, p). Pak w ma &initi »H amlltonuv in-

tegra]« .

el

- stacnonamim za normujici vedlejsi podmmky
- T f:p’dx-—l.

- - Charakteristické hodnoty tohoto variatniho problému jsou  stacio-
niraf hodnoty Hamiltonova integrilu pravé uvedeného; jsou
to ziroveit téZ kvantovda niveaux energie, "

L “Tolik po formilni strance; vEcné strinky teorie, totiZ té okol-
" nosti, Ze klasickd mechanika (ve tvaru Hamilton-Jacobtho)
.+ odpovidd geometrické optice, kde#to Schrodingerova vinova
) mechamka vinové optice, neminim se zde dotykati.’ .
.- 3 Rotdtors'osou v prostoru pevnou') Je to nej- o
> jednodus¥{ pHklad k ‘Schrodingetov& teorii. Potencialnf

-7 energlé jest v: tomto -pfipad® rovna nule a kineticka energie jest

E ’c on ova funkce zni

A9, kde A jest momen‘t setrvaénosti a ¢ tihel otoéeni Hamil—

: ___Pw
TR R H ZA—E

: ‘) B Sehxﬁainger. Ann d. Phys., 79, 519 1926 anebo »Abhand-w '
: ‘-v-lunten zur Wellenmechanﬂ(« p. 47 <
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Variaéni problém bug‘e v naSem piipadé miti tvar
1 h? ¢} 2 —_
0o .

a vinova rovnice

” E
w +8"h,, P=0;

_sin []/87EA

Y= Cos H/ R 7

V pivodnim problému ¢ -+ 2n znamena totéZ jako ¢; aby FeSeni
prave uvedene bylo jednoznacné a spoiité AL oboru proménné ¢,

E;?'l IEA 8”’ EA - -

81*EA '
o
kde n jest celé &islo. Odtud plynou charakteristické hodnoty, jeZ
jsou kvantovymi niveaux energie tohoto rotitoru, ve tvaru
E n®h?

" 82 A" :

4. Rotdator svolnou osoub) V polarnich soufadnicich ma
kineticka energie jako funkce impulsii tvar

1
T_ 2A (p" + sln’&)
a vlnova rovmce Schrédingerova v tomto pflpadé zni

1 9 29\, 1 oy  8mAE
sin939 (smn‘} 61,})+ Y] 69” + = v=0.

jeif feSeni jest

- Pozadavek, aby ¢ bylo na kulove ploe jednoznalné a sponte, vede
-k podmince

8’”‘5 n(n+l) n=0,1,23,...

N Nxveaux energle jsou tedy
n n+1)h
%) E, Schrodinger, Ann d. Phys, 79, 520,-1926 anebo ,Abhand-'
.lungen .« D 48 - _ ‘ o .

SF
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- Kvantovy vysledek, ktery dava rotitor s volnou osou, jest
tedy odlisny od pfipadu, Ze se jedna o rotator s osou pevnou; tiebaZe
. rotitor s osou pevnou jest zvla§tnim. pfipadem rotdtoru s osou
volnou, nelze nijakou specialisaci piejiti od kvantovych hodnot
energie rotatoru druheho ke kvantovym hodnotam energie rotatoru

prveho
: "PHi této .pfi ]eutostl Schrodlnger pravi: »Neni dovoleno
 pfi uZivani undulaéni mechaniky sniZiti si pro zjednoduSeni poétu
stupeit volnosti pohybu systemu proti skute¢nému stupni- volnosti
a to i v tom pfipadé, kdyZ na zdklads integralii mechanickych rov-
nic ‘vime, Ze systém pfi Jednothvych pohybech nepouZiva urditych
volnosti. Pro mikromechaniku jest prdvé systém mechanickych za-
kladnich rovnic ‘zcela nekompetentni; jednotlivé drihy systému,
o nichZ jest fe€¢ v. klasické mechanice, nemaji'v mikromechanice
pravo na existenci.«

5. Atom vodiku. Variaéni problém v, tomrto phpade zni:

fffdxdydz{aw)'*‘(aw)+».(%—;‘b)"‘8”2m(5+ ) ]=0,

a vlnova rovnice jest

A¢+8n m(

E+)

ReSent jeif da se provésti na nf. v prostorovych polarxlléh sou-
fadnicich a- vede,") jak nebudu ob8irné odvozovati, ke znimému
vysledku pro kvantova niveaux energie

2ntmet
En::—W, Il\=l 23’.-.

Ve starsi teoru kvantove vysledek prostorového problému jed-
- noho elektronu se kryje iiplné .s vysledkem v prlpadé kruhovych
““drah elekfronu. B

Jak tomu bude. ve vlnové mechanice?

Kineticka energle “elektronu -obihajiciho v kruhové draze kolem -

: 2

. Jadra jest gmr’tp. a .potenmalnlr‘—e?, kde r jest konstantni (polo-
‘mér kruhu). Tedy '

. ’ ) S 2 — — —

| ) tmrig 7 E

é_ Hamiltonova ‘funkce ,bﬁde znfti:

RTINS ‘:
H 2mre r"’E'

-

- ey Viz na pk. poiednémi citované v pozn. ’) (na str. 371) anebo »Ab-
“handlungen...«, pp 2-11. . ce

~



47

Pohybové rovnice Jsou

“2p. mr? Pr=—35=0
_3H_, b 2 _p’ e
_apcp_o’ == =m0

Z posledni rovnice plyne znama vlastnost, Ze kinetickd energie jest

a7 na znameni rovna poloving potencidlni energie. Polomér r jest

tudiz i
Py’

r=%41%_

me¥

Dosazenim do Hamiltonovy funkce, coZ jest v tomto p¥ipadé
dovoleno, ziskime novou funkci Hamiltonovu

me*
H* = — -W = E,
z niZ plynou tyto pohybové- rovnice:
- dH* dH*
q):‘apw’ . p‘}’:.—aq)

Abychom prevedli tento piipad na pfipad rotitoru s osou v pro-
storu pevnou,?) poloZme
: : 1

LR = .
H %
pak pohybové rovnice zn&ji
K VK
= — F2 : Ez =0,
9= 30y 2
Zvolme nyni H** = —E’K za novou Hamiltonovw u funkci; ob-
drZime pohybové rovnice v
D H** o d H**
= = — =0
+ apg . plP d P 1
pfi CemZ

H* =B, 2,:1’; =—E

To jest v8ak problém tipln& steiny jako u rotitoru s pevnou
osou,‘) jenom jest nutno nahradm moment setrvacnosti A- virazem
‘ ; me*
: , {2F7 .
a konstantu en_efgie_’ E vyrazem — E. Podminky pro charakteristi~ -
cké hodnoty isou, jak patrno, tytéz, a tak nachizime vztah
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met

7B gg=n
¢ili 2 :
n’me‘

En=="pm

jako v pfipad& obecném.

- TéhoZ postupu lze v8ak uZiti i v obecném phpade, jak vidno
z této okolnosti. V pravoiihlych soufadnicich zni Hamiltonova
.~ funkce uvaZovaného problému taktO'

H,= (px' +ot+pA)—e (X +y ) i=E
Pomoci 'kanomcke transformace") ,
% _L ' _ol
x_apx’ y= LY z_ap,,’~
oV, .
pi= -a—q— (i= l 2, 3),

" Vi=(pysing, + pxcos qs) 9, €08 g +
+ Vp2*+ (pycos g, — pxsingy)* . g sin g,
piejde Hamiltonova funkce v novou

| 2 g2
H, =’2"‘n‘ (px"+z—:§) "“e_ =E.

Pomoci dal§i kanonické transformace?)

. oy L/
‘ Ql a})i ' Pi1= aq (1—1,2,3), ) |
) VI qulv—mae‘ —:i:'+qug;l;P3qs
. q, 1 .

(& Jest minimalni hmota soufadnice ¢, jest ‘to -vzdalenost perihelia
elektronu od jddra) pfejde posledni Hamilton ov a funkce vnovou

me#
2P~

Jesii tvar, Jest v§ak (ai na oznatenf) fiplné tyZ jako v pFipadd de-
' generovaném- (kruhové drahy elektronu); dal¥i postup jest tipln&
- stemv, nebot Qx (kanonicky sdruzene k Pi) jest stfedni anomalie

Hy=— 53 =E,

R A M‘ Burgers, Het atoommodel van Rutherford—Bohr. Haarlem
) 1918 pp. 80-81. — Viz'té%: B, T. Whittaker: Analytische Dynamxk der.
: ;_Pun te und starrer’ Kﬁrper Berlin 1924, p. 371. (. Springer) ‘ -

i, <
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- elektronu v jeho driaze a méni se od 0 do 2n pravé jako tihel oto-
Cenf @ u rotitoru s pevnou osou.

6. Résumé. — Z pfedeslého jest patrno, Ze obecné sice nelze
ve vingvé mechanice Schrédingerowveé pro ziednoduseni poctu
(jak ukazuje pf¥iklad rotatoril) pracovati se systémem degenerova-
nym a miti zato, Ze obdrZime v neinepfiznivéj$§im pfipadé vysledek,
jenZ bude specidlnim pfipadem vysledku pfisluSejiciho systému ne-
degenerovanému, avsak Ze existuji vyjimky. Jedna takova vyznamna
vyijimka jest u atomu vodiku (problém jednoho elektronu). Mimo to
v hofejSich fadcich jest poddn novy postup slouZici k nalezeni kvan-
tovych niveaux energie podle zdsad Schrdédingerovych pro
atom -vodiku (i v obecném, nedegenerovaném p¥ipadé), jehoZ vy-
hoda zileZi v tom, Ze se vyhneme dosti sloZitému FeSeni vinové rov-
nice Schrdédingerovy, pivodnimu problému pfisluSejici, pie-
vedenim matematické formulace celého problému na feSeni zcela
jednoduchého piikladu, t. zv. rotitoru s pevnou osou v prostoru.

Ustav pro teoretickou fysiku Katlovy university
v Praze 29. z4¥i 1927.

Note sur la mécanique ondulatoire de Schrodinger.
(Extrait de article précédent.)

E. Schrédinger a fait voir, par 'exemple du rotateur autour
d’'un axe fixe et du rotateur autour d’'un axe libre, qu’'on ne peut
pas considérer — pour simplifier le calcul — un systéme mécanique
dégénéré et s’attendre & ce qu’on obtienne, dans le cas le moins
favorable, un résultat qui soit un cas particulier du résultat, valable
pour le systéme dégénéré. Dans le présent travail, 'auteur fait voir
que pour l'atome d’hydrogéne il v a une exception, & savoir que le
probléme d'un seul électron, parcourant un orbite circulaire autour
“du noyau, donne le méme résultat que le cas général oi I'électron

parcourt une ellipse de Képler. On peut, en effet, prendre pour.

point de départ la fonction de Hamilton

H** — E2 2p% _ —E
mes

ot E désigne I'énergie totale de I'é lectron, m sa masse, ¢ sa charge
et pp le moment de quantité de mouvement, correspondant a I'angle
de rotation; par-la, ce probléme est réduit & celui, d’'un rotateur
autour d’un axe fixe, dont le moment d’inertie ‘est égal & me'/4E? et
'énergie totale 3, —E. >

De plus, Pauteur fait voir qu’on peut réduire le probleme de.

latome d’hydrogéne, méme dans le cas général, au probléme du
rotateur.autour d’un axe fixe, car on peut, par deux transformations

- Casopls pro plstovint matematky a fysiky. Rotulk LVIL . 4
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canoniques successives, donner a la fonction de Hamilton du cas -
général la forme
. _me*

olt P1 est le moment de quantité de mouvement correspondant
i langle Q1 qui désigne »I'anomalie moyenne« et varie de 0 4 2x.
On peut introduire, au lieu de cette fonction Hs, une autre fonction
de Hamilton

2P,

H=E* —2 _ —=_—_F

me*
et le reste du calcul se fait de la méme maniére que dans le cas
spécial des orbites circulaires. Cette maniére a Pavantage d’éviter
la résolution, assez compliquée, de ’équation ondulatoire de Schré-
dmger, appartenant au probléme primitif.
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