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0 aequivalenci Sroubovych pohybiv a .Srou-
bovyeh sil.
Dle Ballovy ,Theory of screws* napsal A. Libicky, proféssor v Roudnici.

V XVIIL roéntku tohoto éasopisu uvefejnén jest éEldnek:
,Dynamické pohddka“ (pag. 149—169), obsahujict preklad oslo-
veni, kterym Feditel dublinské hvézddrny, prof. R. St. Ball za-
h4jil schiize mathematicko-fysikalni sekce na sjezdu British Asso-
ciation v Manchestru r. 1887 ; v feéi té vyloZena jest zajimavym
zplisobem v hlavnich rysech novd theorie v mechanice, zvand
theorit Sroubdv, jeZ ¢fm déle, tim vice obraci k sobé zfeni v8ech,
ktei{ se obfraji theoretickou mechanikou. Prekladatel této feli
Ballovy, prof. dr. A. Seydler, v pfipojeném pfipomenutf{ podo-
tykd, Ze hodlad pozdéji jakoZto doplnék k této ivaze podati trest
Ballova spisu: ,Theory of screws“, ¢imZ by obt{Zné&j8{ mfsta jejf
doznala nédlezitého vysvétlent.

BohuZel nebylo mu dopiéno, provésti sviij tmysl; pied-
Casnd smrt tomu zabrénila. Pokusil jsem se o to, zpracovati ve
¢lénku tomto pocdtednf kapitoly zminéného dila Ballova (se zte-
telem ku pozdéj¥fmu pojedndnf téhoZ autora: Dynamics and
Modern Geometry), jednak aby slib, dany ¢tendfim tohoto ¢aso-
pisu, neziistal nesplnén, jednak abych piispél k rozSffeni zn4-
mosti theorie Ballovy v kruzfch, které se zajimaji o kazdy po-
krok véd mechanickych.*)

1. Kinematika nds ucif, Ze nejjednodussf pohyb, kterym lze
neproménnou prostorovou soustavu z jedné polohy prevésti do
druhé, jest obecné pohyb Sroubovy kolem uréité osy v prostoru.**)

*) Nenf asi vétstho dfla o theoretické mechanice, vydaného v novéjst
dob&, v némz by theorie sroubfi nedochszela néleZitého povsimnuti;
tak v IL vyddni Schellovy: ,Theorie der Bewegung und der Krifte“
jest ji vénovdna 10. kapitola tietiho dflu (pag. 211—236) a 8. kapitola
dilu é&tvrtého (pag. 571—581); téZz K. Budde ve své ,Allgemeine Me-
chanik der Punkte und starren Systeme“ (1891) na mnohych mistech
k nf pribliz.- Nejtplngjsf vylicenf pracf a method Ballovych éte
se ve spise: ,Theoretische Mechanik starrer Systeme, herausgegeben
von Harry Gravelius, Berlin, 1889%, ktery obsahuJe téméf viechna
do té doby vydans pojedndnf Ballova.

*¥) Dr, A, Seydlera: ,Theoretickd mechanika“, pag. 140.
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O pohybu tom zndmo jest, Ze vznikd sloZenfm dvou heterogen-
nich pohybii: translace ve sméru osy pohybu a rotace kolem
této osy. Jest tedy pohyb Sroubovy pohybem sloZenym, pii kterém
body soustavy opisujf oblouky riiznych Sroubovic; vSechny tyto
§roubevice majf vSak spolecnou osu a stejnou vySku zdvitu. Ku
zndzornén{ tohoto pohybu mdZeme pouZiti Sroubu (v obycejném
slova smyslu) 8 piiméfenym stoupdnim; myslime-li si neproménny
utvar k matici jeho ptripevnény a Sroub v prostoru tak umistény,
aby osa jeho s osou pohybu se stotoZiiovala, 1ze otoCenim matice
kolem vietena, jehoZ poloha v prostoru se neménf, prevésti
utvar z polohy piévodnf do polohy nové. Jest ziejmo, Ze pii
pohybu takovém pomér elementdrnf translace k elementédrnf
rotaci pro kaZdy prvek casovy v dobé, pokud pohyb trvd, jest
stdlym a roven poméru thrnné translace k dhrnné rotaci.

Bylo difve obvyklo pfi vySetfovdn{ rozliénych problémi
mechanickych rozklddati vSeobecny pohyb neproménné soustavy
v translaci a v'rotaci; Ball slou¢enim obou téchto jednoduchych
pohybiv utvofil novy prvek kinematicky: pohyb Sroubovy a stal
se tak zakladatelem theorie, kterd k dal3fmu rozvoji mechaniky
nemdlo prispéla. .

Dospéjeme pak k takovému pojimani pohybu Sroubového
touto tvahou: Pii pohybu oticecim probihd kaZdy bod soustavy
oblouk kruinice, kterd osou rotace a bodem tim tplné jest usta-
novena; urenf trajektorie daného bodu soustavy pfi pohybu
Sroubovém nenf tak jednoduché. Tu jest tieba znéti kromé osy
pohybu jesté vySku zdvitu Sroubovice, ddle musime védéti, je-li
kiivka ta v pravo tolivou (vystupuje-li totiZ pro pozorovatele,
ktery se divd z vnéj8f strany na valec, na némZ si myslime
Sroubovici navinutou, od levé ruky ku pravé) anebo v levo to-
¢ivou. Osa pohybu i vy8ka zdvitu jsou vSak spoleény viem bo-
dim neproménné soustavy, téZ jsou vSechny Sroubovice jen
v jednom sméru tocivé; je-li tedy ddna osa v prostoru a délka
stanovic{ stejnou vySku zdvitu viech Sroubovic, v udaném sméru
todivych, lze sestrojiti Sroubovici, na nfZ se pohybuje kterjkoli
dany bod ttvaru. Z podstatnych diivod&i neuZijeme pffmo zmfnéné
vy8ky zdvitu A, nybrZ zavedeme tak zvanou redukovanou vySku
Sroubovice, t. j. polomér kruzZnice, jejiZ obvod se rovmnd vySce
zavitu. M4 tudf% piimka v prostoru, dand co do polohy i sméru,
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na nfZ kdekoli jest vnesena délka 2in, pro pohyb Sroubovy zvls§tnf

dilezitost; spojenim tim uréeny jsou totiz kfivky, jichZ oblouky
pohybem svym opisuji jednotlivé body neproménného dtvaru.

Primku meomezenou, k nif piidrufena jest uréitd délka,
nazyva Ball sroubem (screw); pifmka jest osow Sroubu a délka
vyskou neb vystupem (pitch) jeho.

V nésledujicim budeme oznalovati §rouby malymi pismeny
feckymi: e, B, 9, ..., jejich osy velkymi pismeny latinskymi:
A, B, C,... a vysky pismenem p, k némuz ptipojime co uka-
zovatele pismeno, znaéici prisluSny Sroub, tedy pu, pg, Pys - - -

Aby Sroub tplné byl urcen, jest tfeba zniti pét velifin;
Ctyfi z nich stanovi osu, pitd vysku jeho.

Zbyva jesté priméfenym zplisobem vyznafiti, jsou-li Srou-
bovice, na nichZ se pohybujf{ body soustavy, v pravo nebo v levo
to¢ivé. Za tim ucelem prisuzujme vySce Sroubu znaménko ja-
kostné, a to v prvém pifpadé -}, ve druhém —; dle znaménka
toho vneseme pak vyS8ku od libovolného bodu osy ve sméru bud
kladném aneb zdporném.

Pomocf Sroubu lze pak vyhodné stanoviti kaZdy pohyb
Sroubovy (twist); jest ndm jen jeSté udati veliinu, jiZ by
se snadno uréiti mohla velikost drdhy, opsané kterymkoli
bodem ttvaru na p¥fsluiné Sroubovici. K tomu zvolil Ball ampli-
tudu rotace ¥, jejiZ spojeni s uritou translacf = jest pohybu
Sroubovému aequivalentnf, a nazval tuto metrickou veli¢inu
amplitudou, Sroubového pohybu. Amplituda ta jest kladnd neb
zépornd dle toho, d&je-li se rotace & ve sméru kladném (pro
pozorovatele, zpffma do sméru osy postaveného, od pravé ruky
k levé) neb ve sméru zdporném.

Z toho, co o pohybu Sroubovém z poCdtku bylo povédéno,
plyne bezprostfednd, Ze platf

T h

—

‘5 - %‘ = Pas
tudf? miZeme o sloZkich toho pohybu vysloviti:

translace = vyice Sroubu )< amplitudou rotace.
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Tedy znaéf vylka Sroubu téZ velikost translacni sloXky
Sroubového pohybu, mi-li jeho rotaénf slozka amplitudu rovnou
jednotce. Pohyb Sroubovy redukuje se na pouhou rotaci, jestli
vy&ka Sroubu se rovnd nulle, a na pouhou translaci, je-li vyska
ta nekonecné velkd a zdroveh amplituda rovna nulle.

Ve shodé se zavedenym jiZz poznalenfm chceme amplitudy
Sroubovych pohybl znamenati malymi pfsmeny latinskymi:
a, b, c,... a pohyby Sroubové symboly (a, @), (b, 8), (¢,?)...
Aby pohyb Sroubovy tiplné byl uréen, jest k péti veli¢indm, kte-
rymi stanoven jest Sroub, jeSté pFipojiti Sestom: amplitudu
pohybu.

Zvléstnf dilezZitost p¥i vySetrovdn{ vSeobecného pohybu ne-
proménné soustavy majf nekonecné malé pohyby Sroubové; jde-li
totiZ o pohyb aequivalentni v uz§fm smyslu s libovolnym pohybem
takové soustavy, lze v kaZdém okamZiku nalézti pohyb dle né-
jakého Sroubu, ktery se v ni¢em neliSf od skutecéného pohybu
soustavy pfi pfechodu z jedné polohy jeji do polohy neko-
necné blizké.

Sroub takovy nazfvime okam#itym ; viska jeho udava téz po-
mér mezi rychlostf slozky translaénf » a tdhlovou rychlosti sloZky
rotaénf{ @. Pfi pohybu kolem okamzitého Sroubu opisuje bod
soustavy, jehoZ vzddlenost od osy jest », prvek Sroubovice, od-
chyleny od osy o thel ¢, dany vzorcem:

Py

-cotg o = -
Sroubovd rychlost toho bodu pak jest:
vi = u? 4 r’o? = ? (p% + 7).
Kdykoli budeme pifSté mluviti o Sroubech, budeme jimi vidy

vyrozumfvati §rouby okamzité.*)
2. Zném4 analogie mezi geometrif pohybu a geometrif sil,

*) Jest zndmo, Ze s kaidym nekoneind malym pohybem Sroubovym
souvisf linedrnf komplex, utvofeny viemi pifmkami, které na trajekto-
rifch svych bodit kolmo stoji. Osou toho komplexu jest okamZitd osa

" . pohybu a parametrem jeho podil «: m; pFedstavuje tedy Sroub téz
vytdeny komplex piimek. V theorii Ballové jest komplex ten prvkem
prostorovym, jako jest jim v geometrii Pliickerové pifm4 &dra.
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dle niZ nekoneéné malé rotaci odpovid4 sfla (postupnd) a neko-
neéné malé translaci dvojice sil, poukazuje k tomu, Ze dospé-
jeme k podobnym vysledkiim, zavedeme-li do geometrie sil sflu
Sroubovou co pfitinu pohybu Sroubového. Dle prvnf zdkladnf
véty o aequivalenci sil v prostoru*) jest soustava sil rovno-
mocn4 vyslednici R a vysledné dvojici M a to nekoneéné mno-
hym zplisobem. Obecné jest smér vyslednice I v jistém dhlu ¢
ku sméru vysledného osového momentu naklenén; vyraz MR cosgp
jest pak-pro vSeehny redukce stilym, jest to dle Somova invaridnt
dané soustavy sil. Jest vSak jedna pifmka v prostoru, zvand
centralnf osou soustavy sil, pro kterou md piisluSny moment
M, tyi smér jako vyslednice R.

Soubor sily a dvojice tak poloZené, Ze rovina jejf jest
kolmd ku sméru sily, pokldddme za novy tdtvar dynamieky,
ktery nazveme silow S§roubovou (wrench)**) neb dle Pliickera
dynamou. Dvejici M, tvotici soucdst sily Sroubové, lze vyjadriti
soutinem z vyslednice K a néjakého ramene p; i mé linedrnf

velidina p = % vzhledem k sile Sroubové tyz vyznam, jaky mé

délka pa-:_% vzhledem k nekonecné malému pohybu Sroubo-

vému. Sflu Sroubovou miZeme tedy podobné stanoviti Sroubem
t. j. ptimkou, k nfZ pfidruZena jest jakdsi délka, a urcitou veli-
¢inou metrickou. Osou Sroubu jest centrdlnf osa soustavy sil,
jiZ jest sfla Sroubovd aequivalentnf; vySkou jeho jest délka sta-

novicf podil %: veliCinou metrickou pak jest velikost sfly R,

kterou budeme zviti sntensitou sily Sroubové. O obou soucdst-
kéch sfly Sroubové platf tedy:

dvojice = vySce Sroubu X intensitou.

Zavedeme-li invariant J — RM, rovnomocné soustavy sil,
miZeme t6Z psati:

*) Dr. A. Seydlera: Theoretickd mechanika, pag. 276.

. **) Dovoluji 8i zde poukdzati k nemaljym obtf%im, které zpisobuje pfe-
kldddn{ terminologie Ballovy; pro slova: twist, wrench a j. asi sotva
se najdou v nadf materStiné terminy tak kritké a piipadné.
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J
pa:fé'

Zvlastnf piipady sily Sroubové jsou: sfla postupnd, rovnd-li
se vy§ka ptislusného Sroubu nulle a dvojice sil, je-li tato vySka ne-
koneéné velkd a zdroven intensita rovna nulle.

3. NeZ pfrikroéim k vlastnimu ptedmétu této wvahy, jest
mi je3té vysvétliti, co zoveme momentem Sroubového pohybu neb
droubové sily. Dle Mobiusa*) jest moment nekoneéné malé rotace
a vzhledem ku {pffmce P vyjddten délkou, kterou obdrZime,
promftneme-li na P drdhu, opsanou pti pohybu kterymkoli, pi-
vodné v pfimce P letfcfm bodem neproménné soustavy. K urcenf
tohoto momentu zvolme na pffmce P bod M, jenZ nejbliZe se
nalézd k ose A dané rotace; nazveme-li d nejkralsf vzdalenost
pifmek A a P a ¢ wihel jejich positivnich smérd (4P), jest ad dréha,
kterou rotacf @ vykond bod M a — ad sin& primét této drdhy
na pifmku P. Znaménko — toho vyrazu znalf, Ze primét drdhy
bodu M pfi kladné rotaci (od pravé ruky k levé) padne do
negativného sméru pifmky P.

Podobnym zpisobem ustanovime moment nekoneéné malého
pohybu Sroubového (@, «) vzhledem ku piimce P; ponévadZ
totiZ drdhy, které opisuji pfi tomto pohybu jednotlivé body
ptimky P, k soustavé ndleZejicf, maji na tuto piimku stejné pri-
méty, jest timto stdlym primétem zminény moment din. Pohyb
bodu M, na pi¥imce P nejbliZe k ose 4 poloZeného, rozloZfme
za tfm dcelem v translaci ap, ve sméru osy A a v rotaci ad
v roviné kolmé k A. Primét translacénf slozky na piimku P
jest patrné ap, cos & a primét rotacni sloZky na touZe p¥fmku
jako vySe — ad sin ¢; ponévadZ primét vysledného pohybu rovnd
se algebraickému soudtu primétdv obou sloZek, obdriime proi
vyraz

a (p,, cos € — d sin &),
Moment Sroubového pohybu (Sroubové sily) (@, @) vzhle-

dem ku pfimce P rovnd se tedy soucinu z amplitudy (intensity)
a dvojélenu p, cos e — dsin &, zdvislého pouze na vysce Sroubu

*) Uber die Zusammensetzung unendlich kleiner Drehungen, v Crelle-ovd
. Journalu, XVIIIL svaz., § 12.
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« a na vzdjemné poloze piimek A4 a P; za dvojélen ten zave-
deme si kratSf poznaleni: [e, P].

Je-li pffmka P osou néjaké rotace, jejiz amplituda déna
jest délkou p, mizZeme podobné souéin

pa (p, cos & — d sin &) o (1)

zvéti momentem Sroubového pohybu (e, «) vzhledem k rotaci p.
Znalf-li viak délka p silu, majici smér ptimky P, jest, jak ne-
tteba §ffe vyklddati, vjrazem tim stanovena velikost elementdrnf
price té sily, piisobi-li na néjaky bod neproménné soustavy, jez
mé pohyb Sroubovy (a, «).

Pfikro¢fme nynf k vySetfenf nejvSeobecnéjstho momentu,
totiz vzdjemného momentu dvow Sroubovych pohybd (Sroubovych
&l) (a, @) a (b, B). K tomu cili nahradme Sroubovy pohyb (5, 8)
aequivalentnimi tfemi rotacemi a utvofme soufet momentd po-
hybu (a, «) vzhledem k témto rotacim. Jest tu pfedevSim ro-
tadnf slozka pohybu (b, @), jejiZ amplituda jest b a osa B; na-
zveme-li ted ¢ thel os 4 a B a d nejkratdf jich vzdalenost,
obdrfme dle (1) pro moment pohybu (@, &) vzhledem k této
rotaci vyraz

ab(p, cos p — dsin ).

Za slozku translaénf bpg pohybu (b, ), majici smér osy
B, poloZme pak dvojici rotacni, jez leZ{ v roviné kolmé ku B.
Osu jedné z nekoneéné malych rotacf, tvoffcich tuto dvojici,
volme v ose obou mimobéZek A4 a B; osa druhé rotace bud
v uvedené roviné vzdélena od osy prvé o vysku pg. Upotiebime-li
znémé véty, Ze velikost translace, rovnomocné urcité dvojici,
rovnd se soucinu ze vzddlenosti os obou rotacf a spolecné jejich
amplitudy,*) nalezneme v naSem piipadé pro tuto amplitudu

b
hodnotu e =b.
p

8 A
_ Moment Sroubového pohybu (e, «) vzhledem ku prvni ro-
taci zavedené dvojice jest patrné roven nulle, nebof ve vzorci (1) -

X a:—g— a d =0; moment téhoZ pohybu ke druhé rotaci, jejiz

*) Dr. A, Seydlera: Theoretick4d mechanika, pag., 66. (upraveno pro po-
hyby nekonené malé). .
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smér se smérem translace souhlasf, md hodnotu abpﬂ CoS @,
ponévadZ tu sice opét I e = %, nejkrats{ vzddlenost os viak jest

Ppg COS P. Soudet tif momentiiv, takto stanovenych, totiZ vyraz

ab [ (P, + pg) cos ¢ — d sin ] @

vyjadfuje hledany vzdjemny moment obou Sroubovych pohybiv
(Sroubovych sil) (a, &) a (b, B). Znali-li viak (a, @) pohyb Srou-
bovy, (b, ) pak silu Sroubovou, jest vyrazem tim déna velikost
price, kterou vykons sfla, pisobfcf dle Sroubu g na téleso, jeZ
se pohybuje kolem Sroubu e.

Moment dvou §roubovych pohybi (§roubovych sil) rovnd se
tedy souinu z obou amplitud (intensit) a ¢initele (p, + pg) cos ¢
— d sin @, ktery zavis{ pouze na vySkdch Sroubd « a § a na
vzajemné poloze jejich os. Nazyvejme dileZity tento vyraz vzd-
jemnym momentem $roubd « a B a poznacme ho [a, B].%) Slusf
zvladt vytknouti, %e uvedeny Cinitel jest soumérny vzhledem
k « a f8; vzijemny moment dvou Sroubli se tedy neménf, vy-
ménfme-li spolu oba Srouby.

Jsou-li oba Srouby o spoletné ose (Srouby koaxialnf), md
vzgjemny jich moment hodnotu p, + pg; jest-li tu jesté p, = pg,
obdrZime 2p, co hodnotu momentu Sroubu vzhledem k sobé
samému.

Dva Srouby, které piisluSeji Sroubovym pohybim, jichZ
vzéjemny moment roven jest nulle, zovou se dle Balla piidru-
Zenyms (reciprocal screws).**) TudiZ nekonecéné malé poSinuti dle
jednoho ze dvou pridruZenych Sroubd nemiZe vykonati Zidnou
praci proti Sroubové sile, dle druhého pisobici.

Podmfnecnd rovnice, aby Srouby « a # byly ptidruZenymi,
zni pak: :

ab[(py -+ pp) cos 9 — d sin @] = 0.

Neni-li @ nebo b rovno nulle, miiZeme ¥ici:

Dva Srouby, jichZ osy se protinajf, jsou ptidruZenymi,
*) Ball jmenuje ho virtualném koefficientem dvou froubd; viz: Theory of
Screws, pag. 13. :
*) Ibid. pag. 21.
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jestli bud osy ty na sob& kolmo stoji neb jestli soucet jejich
vySek se rovnd nulle.

Dva Srouby, jichZ osy jsou rovnobézny neb v jednu sply-
vaji, jsou pridruZenymi, jestli soucet jejich vySek roven jest nulle.

Dva §rouby, jichZ vy$ky se rovnajf nulle, jsou pfidruZenymi,
jestli se osy jejich protinaji neb jsou-li osy ty rovmobéZny.

Rovné-li se @ neb b nulle, coZ se miiZe jen stdti, je-li z4-
rovei pneb pg nekoneéné velké, bude vyraz (2) hodnoty ne-
wréité; uvazfce vSak, Ze maji ap, nebo bpg uritou hodnotu
konecnou (velikost translace, ve kterou v tom pifpadé pohyb
Sroubovy ptechdzf), pfesvédéime se o sprévnosti vét:

Dva Srouby, jichZ vy8ky jsou nekonedné velké, jsou vidy
pridruZenymi.

Dva Srouby, jichZ osy na sobé kelmo stoji, jsou p¥idru-
zenymi, je-li vySka jednoho z nich nekonecné velkd.

4. Z theorie momentd zndma jest véta: Méame-li nékolik
rotacf, které se vzdjemné rusi, jest soucet momentt téchto rotact
vzhledem k libovolné ose rovei nulle; obdobnou vétu miZeme
vysloviti téZ o pohybech Sroubovych. Méjme Sroubové pohyby:
(ay, @), (ag, @)« .. (2, @), které pfevdadéjl neproménny ttvar
z uréité polohy do téZe polohy zpét a mimo né libovolnou pifmku
R. Kaidy z téchto pohybl Sroubovych rozloZime ve tfi rotace
tymz zpisobem, jak jsme ucinili vySe, ustanovujice vzdjemuy
moment dvou pohybtiv; i obdrifme soustavu rotacf, kterd jest
aequivalentni nulle. Nazveme-li d,, nejkratsi vzdalenost osy 4,
pohybu (@m, @) a pHmky R, ¢, thel jejich, bude soucet mo-
menti tif rotact, rovnomocnych pohybu (am, @) vzhledem ku p¥fmce
R dén vyrazem

+ G (Do COS P — iy 810 Qi) = U [, R];

pouZijice véty, na pocédtku tohoto oddilu pronefené, mfi¥eme
pséti:

a, (pg, Co08 @, — d, Sin_r) + a, %’a, €08 @, — d, sin @,)
R ' (a)

neb kratceji

n A
2 an[om Bl =0. :
1 .
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Ponévadz jest polygon vSech rotacf, ve které jsme dané
pohyby Sroubové rozvedli, uzavieny, obdrizime promitnutim jeho
na pifmku R rovnici

a, cos @, + a, cos @, ... =0,

uvdZime-li jeSté, Ze obé rotace dvojice, kterd jest aequivalentni
translacnf sloZce kazdého Sroubového pohybu, stoji na R kolmo.

Dejme nynf tomu, Ze p¥imka R jest osou Sroubového po-
hybu (r, ¢); ndsobime-li posledni rovnici vy§kou P, & piitteme-li
pak k (a), vyjde ndm:

& [(Pal +Pq) cos @, — d, sin @, ]+ a, [ (pg, +Pg) COS @,
—d,sing,] +...=0,

coZz lze také psdti, pFipojime-li jeSté Cinitele »:
2 [em, 0] = 0. 3)
1

MiZeme tudfZ vysloviti vétu:

Méme-li soustavu Sroubovych pohybiiv, které se vzdjemné
ru§i, rovnd se soufet vSech momentd téchto pohybit vzhledem
k jinému libovolnému pohybu Sroubovému nulle.

Vétu tu lze jeSté timto zplsobem roz§fiiti. Budte dény
dvé rovnomocné soustavy Sroubovych pohybiiv:

(@, ) G=1,23,...m), (e, Bs) k=1, 2 3,...0)

obé ptevadéjl neproménny Utvar z téZe polohy zacitecni v tuté
polohu koneénou. PouZijme nyni véty, jejiz spravnost bezpro-
stredné jest zfejmad: Dva pohyby Sroiibové o stejnych osdch
a vyskdch, jichZ amplitudy jsou co do absolutni hodnoty stejny,
ale protivnymi znaménky oznaeny, jsou aequivalentni nulle:
zmén{me-li tedy u vSech pohyb& druhé soustavy znaménka am-
plitud, ptevede soustava, sklddajici se z pohybii (a;, @i), (—bs, Bz)
ltvar z polohy zaldteini do téZe polohy zpét, i obdriime dle
véty predeSlé rovnici

2 arr [p0r 61+ 2 (— b r [Br, 0] = 0

aneb 4.
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Sarfe, o)=br[buel; @

t. j. mdme-li dvé rovnomocné soustavy Sroubovych pohybid a
utvoffme-li souéty momentd kaZdé soustavy vzhledem k libovol-
nému Sroubu jinému, jsou soucty ty sobé rovny.

Znacf-li (a;, «;), (by, Br) soustavy sil Sroubovych, (», @)
pak pohyb Sroubovy, pravi ndm rovmice (4), Ze elementdrni
price dvou rovnomocnych soustav sil Sroubovych jest p¥i stejném
Sroubovém pohybu neproménného dtvaru, na ktery soustavy ty
pisobi, stejnd.*)

5. Predeslav vyklad hlavnich pojmiv a zdkladnfch vét the-
orie Sroubillv, piikroéim ku vyhleddni nejjednodusstho pohybu,
aequivalentnfho dvéma neb nékolika danym pohybiim Sroubovym.
Poénu s ptipadem nejjednodussfm: dané pohyby Sroubové (ay, «,),
(ag, @), ... (an, @,) maji spolecnou osu. Snadno poznime, Ze
vysledny pohyb jest opét Sroubovy o téZe ose; jeho translacni
slozka rovng se souctu translaci jednotlivych sloZek a amplituda
rotaéni slozky souctu vSech amplitud. Jest tedy vySka vysled-
ného Sroubu ddna vyrazem

? am pﬂm
P B)
2 an

1

Z toho plyne jednoduché sestrojeni této vysky. Od libo-
volného bodu O spoleéné osy vnesme vSechny vysky danych
Sroubl: py, P, ... kaZdému koncovému bodu piisudme
koefficient, dmérny pifsluSné amplitudé a sestrojme soucet této
soustavy bodd tymZ zplsobem, kterym se stanovi stfed hmotny

" soustavy hmotnych bodév. ObdrZfme takto bod, jehoZ vzd4lenost
od bodu O jest hledanou vySkou. Pomfjim zde pifpady zvlastni,
ve kterych pohybem vyslednym jest pouhd translace neb rotace;
podminky, za kterymi nastdvd jedno neb druhé, lze poznati bez-
prostfedné ze vzorce (5).

Podobné uréfme pohyb rovnomocny nékolika pohyb@m Srou-
bovym: (a,, @,), (@, @,) . . . . (@a, @), jichZ osy jsou rovnobézné;

*) Srovnej Dr. A. Seydlera: Theoretickd mechanika, § 83.
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vysledny pohyb bude i tu obecné Sroubovy a ustanovi se takto:
Rotacni slozky téchto pohybi sloZime v jedinou rotaci, jejiZ
amplituda rovnd se soutu amplitud vSech sloZzek a jejiZz osa
jest s danymi osami rovnobéZnd; polohu osy ustanovime po-
dobné jako vyhleddvdme vyslednici rovnobéZnych sil. Pro-
tneme tedy vSechny osy libovolnou rovinou, kazdy bod priseény
opatffme koefficientem, imérnym ptislusné amplitudé rotace, a
seCteme tyto body. RovnobéZka k osdm vedend bodem, stanovi-
cfm soucet pomocné soustavy bodd, jest osou vysledného pohybu.
Do té pfeloZime jesté slozky translaénf danych pohybd Sroubo-
vyeh, jejich arithmeticky soucet jest translacni slozkou vysled-
ného pohybu. Vyska jeho Sroubu jest opét urcema vzorcem (5).
Sestrojeni to platl jen pro ptfipad, Ze X a., se nerovnd nulle;
je-li X an, =0, vychszi jako soucet uvedené soustavy bodd bod
ibéZny. TudfZ jest osa vysledného pohybu pifmka tibéZnd a vyska
jeho §roubu nekonecné velkd ; vysledny pohyb jest translacf.

6. Slozitéjsf ptipad nastdvd, jsou-li osy danych Sroubovych
pohybti mimobéZny ; obmezfme se nejprve na dva pohyby: (a, @)
a (b, B). Nejkratdf vzddlenost jejich os A a B bud d a thel
(AB) =¢.

Osa vysledného pohybu jest patrné okamZitou osou cen-
tralnf soustavy nekonecné malych pohybiv, ve které lze Srou-
bové pohyby (a, @), (b, B) rozloziti, totiz dvou rotaci a, b a dvou
translaci ap,, bpﬂ. Pouzijeme-li tvahy, obsaZené ve Seydlerové:
,Theoretické mechanice* (pag. 144), kterd o tom jedns, jak se
vyhledd vyslednd rychlost dané soustavy rychlost{ postupnych
a ot4lecich, stanovime v tomto piripadé pohyb vysledny takto:

Sestrojme nejprve rovnobéZnik MJKL (viz obr. 1.) nekonecné
malych rotaci ¢ a b;*) tdhlopiicnou jeho MK uréena jest ampli-
tuda ¢, jiZ m4& rotaéni slozka pohybu vysledného. Osa C toho
pohybu jest s thlopifénou MK rovnobéznd, tudiZ kolma na ose
Z obou mimobéZek A a B. Vedme nynf rovinu I", prochézejfcf
pffmkou Z kolmo ke sméru osy C; rovinu tu protinajf osy
4, B, C v bodech M, N, O, i jest MN=d.

KaZdou z obou rotacf @ a b, které jsou zndzornény dél-

*) RovnobéZnfk ten lze sestrojiti kdekoliv, ponévadZ jde jen o velikost
amplitudy ¢ a smér osy C.
7*
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kami MJ a NJ’, vnesenymi na p¥fslusnych osdch od bodd M
a N, rozlozme ve dvé slozky k sobé kolmé; osy jednéch sloZzek
jsou rovnobéZny s C, osy druhych leif v roviné I’ kolmo ku
C.  Majice nileZity zietel ke sméru téchto sloZek, obdriime
pro né vyrazy:

MQ—acos, © MP= —asiny;
NQ = bcosy, NP = bsiny,

jsou-li ¥ a yx uhly, které tvoff osa C s osami A a B. Podobné
kaZdou z translaci ap, a bpg rozlozime ve dvé slozky, majfef

Obr. 1.

sméry os uvedenych sloZek rotacf a a b; slozky prvni translace

jsou ap, cos ¥ a —ap, sin ¢, druhé: bpgcosy a bpg sin y.
Polohu bodu O, kterym prochézi vyslednd osa C rovno-

béZné k dhlopiiéné MK uréfme z podminky, Ze bod ten nemifiZe
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miti Zddného pohybu v roviné I'; musf se tedy vzdjemné rusiti
pohyby bodu (0), které by zptisobily translacni slozky — ap,, sin ¢
a bpﬂ siny a rotacnf acos® a bcosy.

V roviné I" zavedme nyn{ soustavu soufadnic pravothlych,
jejimZ pocdtkem jest bod M, jednou osou p¥imka Z, jejiZ posi-
tivnf smér jde od M ku N; positivnf smér druhé osy X volme
tak, abychom jej positivnf rotaci ptrevedli v positivnf smér osy
Z, Bod (0), jehoZ soufadnice v této soustavé budteZ x az, mi
nésledkem rotace a cos¥ ve smérech X a Z poSinuti:

(O)H=—acos¥.z a (0O)G=acosp.x
a nisledkem rotace b cosy v tychZ smérech poSinutf:
—bcosy(z—d) a beosy. .

PonévadZ obé translace —ap, sin¢ a bpgsiny jsou rovno-
béZné s osou X, mdme k urceni polohy bodu (O) tyto dvé rov-
nice:

—az €08 % — b(z—d) c08 y — ap,, siny |- bpgsiny = 0,
ax ¢os P -+ ba cos y = 0.

Vzhledem k relacim :
a 8in ¢ = bsin g,

c=uacos ¥ -} b cos g, ©)

které plynou z trojihelnika MJK, miZeme d4ti rovnicim tém
tvar:

cz="bd cos g + (pg— p,) bsiny,
ce=0.

Z druhé rovnice jde, Ze @ =0, t. j. bod O nalézi se na
ose Z, cof jiz predem bylo lze ocekdvati. V rovnici prvé zave-
deme pomocny thel @, pro ktery plati:

tgo= 7
g Pp— P ) O

i obdrZzfme z nf po nékolika snadnjch pfeméndch :
_glbsin(@ty ®)

c8in
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Nahradfme-li na pravé strané tdhel y rozdilem ¢ — ¢ a ci

Si"‘ Y bude

omeérem
p sy’

ymg SYsin @+ 9—9)

I’

sin @ sin @
aneb, poloZfme-li jeSté
' d
singpsine ~ 2m, ©) ,
konecné
2= 2m sin ¢ sin (w + ¢ — ). (8a)

Délku 2m lze na zékladé rovnice (7) téZ vyjadriti vyrazy:

Pp—Pe __ Va4 (pp—po)’
T singcose sin @

(%)

dle toho, vylouéime-li z (9) pomocf té rovnice bud d aneb thel w.

Translaén slozku vysledného pohybu cp, stanovi podminka,
Ze bod O miiZe miti jen postupny pohyb ve sméru osy C'; pohyb
ten vznikd translacemi ap, cos ¥ a bpg cos g a rotacemi —a sin ¢
a bsin g. Ponévad? soufadnicf z bodu O déna jest vzdélenost
jeho od osy rotace MP a rozdilem z—d vzdédlenost téhoZ bodu
od osy rotace NP, zjednidme si rovnici:

Py = ap,, €08 ¥ —+ bpg cos y — azsin ¢ - (z—d) bsin g,
aneb, uZijeme-li prvé z rovnic (6):
cpy = ap, €08 ¥ -+ bpg cos y — bd sin y. 10)

I do této rovnice zavedeme tihel w; priéteme-li a odecte-
me-li na pravé strané bp, cos g, obdrifme:

py = po (acosy +beosy) +b[(pg—p,) cos g —dsiny],
aneb se zietelem ke druhé z rovnic (6) a k rovnici (7):

_gbcos(@+7)
Py—Pa——d‘-—c‘gi‘;m——‘a (11)

&li dle (9):
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Py — Po = 2msin ¥ cos (o + ¢ —1). (11a)

Uhel ¥, ve vzorcich (8a) a (11a) se vyskytujict, vyhleddme
z Uméry:
a:b=-sin (p — ) :sin .

Vysledek dosavadnfho vySetfovdni miZeme zahrnouti ve
vétu:

Dva pohyby sroubové (a, «), (b, ) dle mimobéinych os A
a B, jeZ spolu uzaviraji vhel @ a jichZ nejkratsi vzddlenost jest
d, jsou aequivalentni pohybu Sroubovému (c, ¥), jehoZ amplituda
¢ rovnd se geometrickému souctu danych amplitud a a b: pohybu
tomu pFislusng sroub md vysku, danou vzorcem (11) a osa jeho
C protind osu mimobések A a B kolmo v bodé, jeho# vzddlenost
od osy A stanovi vzorec (8); mimo to jest osa ta odchylena od
0s A a B o dhly, jicht sinusy jsou dmérny amplituddm b a a.

Podobné véta platf téZ o skladdnf sil Sroubovych; tieba
jen slova: pohyb Sroubovy, amphtuda zaméniti za: sfla Sroubovi,
intensita.¥)

7. Polohu bodu O, ve kterém vyslednd osa C protind osu
mimobézek 4 a B, miZeme téZ urCiti pomérem ¢ toho bodu
vzhledem k bodiim M a N jako bodim zékladnim. Vzdalenost z,
bodu O od osy B jest totii:

sunpsm(co—}-(p w)—smcpsmm

2, =z—d=
sin @ sin @

pouZijeme-li zndmého vzorce goniometrického :
2 sin & sin f = cos (¢ — ) — cos (-} B),
obdrzime pro tuto vzdilenosf nejprve:
z, =m[cos(® + @ —29)—cos(p —w)]
a koneéné
= 2m sin (p — ¥) sin (Y — o).
Tudfz hledany pomér vyjddien jest vyrazem:

*) T4Z pozndmka vztahuje se i ku viem ndsledujicim oddilim tohoto
pojedndni.
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_ 2z __ sinysin(o-4@—1)
=™ Snp—v)sm(v—w)

Ze vzorce toho vychazi, Ze poloha osy C zévis{ na tihlu
¥ a tfm i na hodnoté poméru amplitud &:a. KaZdému tdhlu ¢
odpovidé jedind osa C; ménfme-li tento tdhel, ponechdvajice oba
dané Srouby v téZe poloze, ménf se také poloha osy C. I na-
skytd se tu otdzka: jaké jest geometrické misto os C, piislusf-
cich vSem hodnotdm thlu ¢ od O do =. Mistem tim bude pa-
trné plocha pifmkovd; bude nyni na8f tlohou, vySetfiti tuto
plochu, kterd mé v theorii Sroubd nemalou ddleZitost.

(12)

Nékteré vlastnosti hledané plochy plynou bezprostfedné
z rovnice (12). PoloZime-li na pravé strané této rovnice thel
o -4 @ — 1 za ¥, obdrzime pro pomér ¢ tutéZ hodnotu; tudfZ
bodem O osy Z prochdzeji dvé osy C, z nich% jedna piislusf
Ghlu ¥, drubhd dhlu o 4 ¢ — 9.

Ve dvou pifpadech obé ty osy splyvaji v jednu, poprvé,
jestli
.¢,r —® + ¢ — ,.V
¢ili
. 0+to
1’) — 2 .

VloZime-li tuto hodnotu do vzorce (12), obdrifme pro
pomér §. bodu D, ve kterém takovd osa U protfnd osu Z,
vyraz:

sinz 219
b= ———

., P— O

sin* ——7—

délku MD stanovime pak z rovnice (8a) vzorcem:

MD = 2msin® ""2{‘“’ )

Po druhé splyvajf obé osy C v jedinou, jestli
v=at@te—v),

¢ili
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%, O+
V= 2+ 2 !
bod E, ve kterém tato osa V protind osu Z, din jest po-
mérem :
cos? 2+ @
b= —

2 P—@®
Ccos 9

pro délku ME pak vychdzi:
ME = —2m cos‘—‘p—;'_—w— .

Promftneme-li vSechny osy C na rovinu kolmou ku Z,
obdrzfme svazek paprskovy; pficteme-li k thlu ¢, ktery spolu
uzaviraji priméty 4, a B, obou os 4 a B, thel m, sestrojeny
na zdkladé rovnice (7) z danych velitin d, p, a pp, budou pa-
trné priméty U, a V; os U a V piliti thel ¢ 4@ a jeho
thel vedlejsf. Obé osy C, tymZ bodem O osy Z prochézejicf,
maji pak priméty soumérné poloZené vzhledem k U, a V.
Mezi témi riznymi pary os C nalezneme také jeden, jehoZ osy na
940, =

7 ~1°
Tyto osy R a S prochédzeji bodem O osy Z, ktery jest urcen
pomérem :

sobé kolmo stojf; pfisluSné thly ¢ maji tu hodnotu

_cos(p+ ) .
b= cos (9p — @) (13)
délku MO’ vyhleddme pak opét ze vzorce (8a), i obdrifme:
MO = — mcos (p + ). (13a)
Z uvedenych hodnot pro MD, ME a MO’ plyne relace:
Mo = 1.‘22"2'_@ ,

t. j. bod O rozpoluje délku ED.

Dile#itd pro hledanou plochu délka EQ’ = O’D vypoite
8¢ pomocf rovnice:
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OD=0M-+} MD;
vloZime-li tu p¥fslusné hodnoty, vychdzf:

0’D:mcos(qa+w)+2msin"pTH=m.

BudiZ zde jesté podotknuto, Ze osy C, které se protinajf
v bodech osy Z, lezfcich uvniti délky ED jsou redlnymi; ostat-
nim bodim osy Z odpovidajf osy C pomyslné. TéZ tibéinym
bodem osy Z prochazeji dvé pomyslné osy C; vySky jejich
jsou nekoneéné velké.

8. Abychom uréili rovnici plochy obsahujicf osy C Srou-
bovych pohybdiv, rovmnomocnych dvéma pohybim pfi promén-
livém thlu 9, ve tvaru co moZnd jednoduchém, volme novou
soustavu soufadnic; pocdtkem jejim bud bod O, rozpolujicf délku
ED, osami X’ a Y budte zminéné osy R a S na sobé kolmo
stojicf, osou Z pak ponechme pifmku Z, vSechny povrchové
ptimky plochy v pravém tihlu protinajici. PonévadZz osa X’ uza-

vird s osou A thel l}i—%*), libovolnd osa C s touZ

osou thel ¥, jest
(3

ey | P TO  m
KXC=a=y ( . ).

Zavedeme-li thel « do vzorce (8a), obdriime:

z=2msin ( q’;—m +a——:{—)sin( q’_;w —-a-}——:—;—) :

ptihliZejice ke zndmému vzorci goniometrickému:

sin (¢ 4 ) sin (¢ — B) = —;- (cos 28 — cos 2a),
miZeme téZ psdti:

z=m [cos (20:———3—)——005 (q>+m)] .

*) V obrazci jest 3 4,X' zépornf, co# bude vidy, je-li ¥ @ 4 o << 32
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Pricteme-li ku z = MO délku

O’'M = m cos (p + o)
ustanovime

0’0 =2 —m cos (2u—~%):msin 20 (14)

Jsou-li @', ¥/, 2 soufadnice libovolného bodu osy C, jest
patrné
-9 .
tga= gl
vylouc¢enfm thlu « z poslednich dvou rovnic nalezneme rovnici
hledané plochy ve tvaru:

2 @*+y?)—2ma'y =0. (15)
Zavedeme-li ve vzorci (9a) pro 2m vy&ky p, a p, Sroubi
@ a &, jichZ osy R a S se sonfadnicovfmi osami X’ a ¥ sply-

vajf, obdrifme, ponévadZ pak d =0, ¥ o= —’—;—:

2m = ps — Pe (16)
tudf% jest rovnice plochy téz:
7 (@ +y?) — (Ps—Pg) @ ¥’ =0.

Plocha, jejiz rovnici jsme takto ustanovili, jest pf{my
konoid stupné tietfho, jehoZ pffmkou Ffdfcf jest osa Z’, rovinou
fdfef rovina X’ Y7 a stfedem bod O’. Ball nazval tuto plochu
po ndvrhu Cayleyové cylindroidem. *)

Mél bych nyni uvésti nékteré dilezitéjsf vlastnosti cylin-
droidu, pokud o nich nebyla jiZ vySe uéinéna zminka; avSak

v té pi{Ciné odkazuji ku ¢lanku V. Jarolimka: ,O nékterych
geometrickych mistech pf{fmkovych, zejména o zvldStnim konoidu

%) Burmester uZfvd pro tuto plochu ndzvu: ,Pliickeriv konoid“ (viz
jeho ¢ldnek: Kinematische Flachenerzeugung vermittelst cylindrischer
Rollung. Zeitschrift fir Math. und Physik, XXXIII, pag. 340), po-
névadz se ji poprve Pliicker ve své: ,Neue Geometrie des Raumes®
zabjval, ustanoviv ji jako mfsto o8 complexd linegrnich dvojélenné
‘skupiny.
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kubickém“ v XX. roénfku tohoto Casopisu, kde najde laskavy
étendf téZ obSfrnéj§f popis i vyobrazenf této plochy.

9. Vratme se nynf ku vzorci (10), kterym se stanov{ vyska
Py Sroubu, pifslusictho pohybu (c, ¥), jeZ jest rovnomocny dvéma
pohybiim 3roubovym (a, «) a (b, B); vzorci tomu lze dati jesté
jiny tvar, zavedeme-li v ném za thly ¢ a 5 Ghel ¢ obou os
A a B, Z rovnobéinika MJKL nekonecné maljch rotacf a a b
odvodime totiz:

c.cos P = a -} b cos g, ccosy = b} acos g,
¢sin y = a sin @;

dosadime-li do rovnice (10) za cos¥, cosy, siny hodnoty, z téchto
vzorcl plynouci, obdrZfme snadno:

¢*p, = a’p, + b*pp+ ab [(py + pp) cOsSp — dsing]. (17)

Souéiny a’p,, bpg a ¢’p, jsou invarianty soustav pohybiyv,
rovnomocnych Sroubovym pohybim (a, &), (b, B) a (¢, ); po-
znatme je J%, J% a J%. Vyraz v zdvorce jest vzdjemny moment
o 8]
2VPa pﬂ
téchto dvou Sroubliv*), miZeme posledni rovnici téZ pséti:

[e, 8] Sroublt « a f; nazveme-li podil costnem 1hlu

VN
Jt = J2 -+ J% -+ 2, J, cos af. (17a)

Podobnost tohoto vzorce se vzorcem, jimZ se stanovi am-
plituda vysledného pohybu dvou nekone¢né malych rotaci o osdch
rliznobéZnych, jest ziejm4.

Je-li coseff =0, jsou Srouby « a B piidruZeny; v tom
pripadé plati . '
. J2c____J2a+J2b;
mizeme tudf? Srouby pridruzené poklddati za Srouby na sobé
kolmo stojfei.

Rovnice (17a) zmén{ se ve:

*) Dle analogie s cosinem thlu dvou linedrnich complexéi pifmkovych;
viz na pf. E. Miiller: Die Liniengeometrie nach den Principien der
Grassmannschen Ausdehnungslehre. Monatshefte fiir Math. und Physik.
IL. Jabr., pag. 283.
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Ja = Ja i Jb,

jestli cos gz?i = =+ 1; podmince té vyhovuji dva Srouby o stejnych
vy8kach, jichz osy jsou rovnob&iné mebo v jedno splyvaji, ma-
jice smér bud stejny nebo protivny.

10. Z rovnice (11a) jde, Ze téZ vydka §roubu p, vysled-
ného pohybu (¢, y) zévisi pouze na dhlu ¢ nebo na poméru
a:b obou proménlivich amplitud sloZek (a, «), a (b, B), jichZ
Srouby « a B jsou stélymi, jako na tomto thlu zdvisela za téZe
podminky poloha osy C. Vneseme-li tuto vy$ku py (s néleZitym
zfetelem ku znaménku jejimu) na piislu$nou osu C, stane se
z nf Sroub; ulinfme-li tak na viech osdch C, riznymi hodno-
tami dhlu ¥ ‘mezi 0 a 2= danych, obdriime plochu, kterd se od
pojmu geometrické plochy tim li8f, Ze kazd4 povrchovd pifmka
jeji opatfena jest jakousi délkou, ¢ili Ze jest Sroubem. Takovou
plochu nazyvejme dle Budde-ho *) metrickym cylindroidem na
rozdfl od plochy ametrické, pti nfZ pouze k poloze a sméru
piimek povrchovych ptihliZzfme. A ponévadZz v geometrii Srou-
bovych pohybii hlavné metrické plochy dochdzeji uZivdni, chceme
piiité slovem cylindroid rozuméti vidy metricky cylindroid, a¢
nenf-li jinak vyslovné udéno.

Vneseme-li vy§ku p, na pifslusnou osu C od bodu, ve kterém
tato piimku ¥ffdfcf cylindroidu protind, budou koncové body
téchto délek tvofiti kiivku prostorovou na ploSe, kterou Plicker
téZ poprvé vySetfoval. **) AvSak k naSim déelim se nehodf ani
tato kiivka ani primét jejt na rovinu Fidfci konoidu; musfme
ji nahraditi ¢arou jednodus$f, kterou by rozvrZzenf vySek vSech
Sroublt cylindroidu snadnéji pfehlédnouti se mohlo. Ball uZfvd
k tomu cfli kuZelosecky, k nfZ dospivd tfmto zplisobem:

Promitneme-li vSechny povrchové piimky ametrického cy-
lindroidu na jeho rovinu ffdfci, obdrZfme svazek paprskovy; na
primét kaZdé pi{fmky povrchové vnesme od pocédtku O’ délkn

o= ——V—IL—, kde znacf % libovolnou konstantu a p, vySku Sroubu,
Dy

' *) Budde: ,Allgemeine Mechanik der Punkte und starren Systeme“.
Zweiter Band, pag. 570.

*¥) ,Neue Geometrie des Raumes“, pag. 98. Pliicker nazval tuto kfivku
charakteristickou kfivkou kongruence.
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jehoZ osou jest promftnutd p¥fmka. VySetime nyni kfivku,
kterou tvof{ koncové body téchto délek.
PiSeme-li:
k? = szy
a vloZfme-li tu za p, hodnotu, vychazejic{ z rovnice (11a), do-
staneme
k? = ¢?[pa + 2m sin ¢ cos (0 + ¢ — ¢)],
aneb, rozvedeme-li cos (@ |+ ¢ —¢):
k? = o[ pe -+ 2m cos (@ -+ @) sin ¢ cos ¢+ 2m sin (o + @) sin?p).
Zavedme v roviné ¥idici X’Y” soustavu soufadnic pravo-
thlych, jejiz osou 5 jest primét 4, osy 4 na tuto rovinu;
i jest
92 —_ g? + ,'12’
siny = -’7—, cosu::i:
(Y (Y

tudfz rovnice hledané kfivky:
[pa 4 2m sin (o - ¢)] 9* + 2m cos (o + @) n - pak® —k* = 0.

Jest to rovnice kuZelosetky, majic stfed sviij v pocdtku
O'. Pretvotme nynf rovnici tuto, aby odpadl élen, obsahujfci
sou¢in obou soufadnic &y. Za tim tiéelem musime soustavu sou-
fadnic otociti o jakysi thel &, pro ktery plati v tomto pripadé
vzorec: *)

tg2a‘)=—cotg(w—|—cp)=tg(co+(p——%) ,

z CehoZ blyne:
p—0t® _®
Xo= 2 4 )
Ponévad? 33X A4, X’ — & shleddvéme, Ze osy soufadnicové
v otoené poloze splyvaji s osami X’ a Y’ obou Sroubd ¢ a o,

*) Viz na pf. Jandetky: Analytickou geometrii v rovin§, III vyd,
pag. 105.
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leZfcfch na cylindroidu v jeho roviné fidicf. V této soustavé
nalezneme pak zndmym zplsobem rovnici hledané kuZelosecky
v jednodusSim tvaru; ta znf:

(py + 2m cos*®) n'* - (p, — 2m sm‘«‘}) g2 —k?*=0.

Ze vzorce (1la), dosadime-li v ném jednou

g Ot =
Xy=¢=—p——7

a po druhé
— z_9te
Xy=9o+ 9 = ] -+ 1’

vychézejf pro vysky Sroubli @ a ¢ hodnoty:
Po = Py — 2m sin’,

Ps = Po -+ 2m cos?9; . (18)
tudiZ jest rovnice hledané kfivky té%:
P+ poé* —k* = 0. (19)

Kuzelosecku tuto, jejiz poloméry jsou imérny ke zvratnym
hodnotdm druhych odmocnin z vySek Sroubdt na cylindroidu,
nazyvejme dle Balla kuZelosekou vyjsek (pitch conic). Jest ellipsou,
jsou-li obé hlavni vySky p, a p, positivnf, a jest hyperbolou,
maji-li tyto vySky protivnd znaménka. V tom piipadé vyskytujf
se na cylindroidu dva reélné Srouby, jichZ vy§ky rovnajf se nulle;
osy jejich jsou rovnobéZné k asymptotdm kuZeloselky vySek.
Rovnd-li se jedna z hlavnich vySek, na pf. pe nulle, redukuje

V—

KuZeloseckou (19) urcuji se tedy jednoduchym zplsobem
vysky vSech Sroubd cylindroidu, vyjimaje vySky negativni, po-
névadz pro ty jest ¢ imagindrnf; méZeme pak kfivku tu po-
kladati za soucdst metrického cylindroidu, kterou se tento lif od
cylindroidu ametrického, pouhé to plochy geometrické.

Z predchézejictho jde, Ze dvéma Srouby « a g ddn jest
vidy uréity cylindroid ; zndme-li totiz d, 3T @, pg, Pp, ustanovime

se kiivka na dvé pffmek rovnobéZnych: »’ =
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pomoci rovnice (13) polohu jeho stfedu O’; thly ‘P+m 17{
ureny jsou dédle osy X’ a Y7, rovnicf (9a) velikost Jeho para-

metru a kone¢né rovnicemi (18) numerickd excentricita kuZelo-

secky vySek \/po Ps | Zavedeme si poznadeni (e, B) pro cy-
Po

lindroid stanoveny S$rouby @ a f. Budeme téZ pouZivati rcenf:

dvéma Srouby poloZiti cylindroid, jako ffkdme: dvéma pifmkami

poloZiti rovinu; aneb: Sroub leZi na cylindroidu, cylindroid pro-

chézf Sroubem a pod.

Jest zdsluhou Ballovou, Ze poznal mechanicky vyznam cy-
lindroidu; on byl prvni, ktery vyslovil pro sklddanf Sroubovych
pohybd toto pravidlo:*)

Abychom slozli dva nekoneiné malé sroubové pohyby (srou-
bové sily) (a, @), (b, B), poloZme srouby a a B cylindroid; sroub
této plochy, ktery md osu rovnobénou s thlopFi¢nou rovnobéz-
ntka, jeho¥ strany co do sméru i velikost: ddny jsou amplitu-
dami (intensitami) a a b, piislust pohybu vyslednému.

Jestlize ve zvldStnfm ptfpadé p, = p,, cylindroid pYechdzf
v rovinu; pak se téZ vysky vSech Sroubdl jeho sobé rovmajf, jak
v nésledujicim oddfle ukdZeme. Je-li tato stdld hodnota vySek
nullou neb nekoneéné velkou, obdrZfme zndmi pravidla o skld-
dénf nekoneéné malych rotacf (sil) nebo translaci (dvojic sil).

11. Pomocf kuZelosecky vySek milZeme z mnohych vét geo-
metrickych odvoditi véty tykajici se Sroubl na cylindroidu. Né-
které z nich budte tu uvedeny.

Z analytické geometrie kuZeloseCek zndm jest vzorec:
l a??
a?® sin’e 4- % cos’a

2

0=

b

kterym se stanovi délka poloviéného priméru e, ddna-li jest
odchylka jeho « od hlavnI osy kuZeloseCky a délka obou poloos
aab.

PiSeme-li tento vzorec ve tvaru:

*) Theory of Screws, pag. 18.
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1 sinZe cos8%y
F = b2 + a2
a polozime-li:
1 Po 1 Ps 1 _ Py,
@ TR ke T k?
dostaneme:
Py =P, cos’x + p4 sin’e, (20)

jak jsme také z rovnic (18) mohli odvoditi.

Rovnicf tou uréuje se vyska libovolného Sroubu  na cy-
lindroidu, jsou-li dény hlavni vysky p, a p, a thel ktery
tvoti osa jeho C' s osou Sroubu o.

Je-li p, =p,, jest patrné kaZdé p, = py, vSechny vysky
jsou stejné velké, jak jiz bylo vySe poznamendno.

SdruZené priméry kuzelosecky vySek maji i v nasi theorii
zvléstnf daleZitost: lze totiz ukazati, Ze dva srouby cylindroidu,
JichZ osy jsou rovnobéiné ku dvéma sdrufemym primérim kuZelo-
secky vysek, jsou pridrufenymi. Za tim tcelem dejme podmi-
necné rovnici

P+ Pp) cosp — dsinnp =0

jiny tvar, zavedouce v ni oba thly g a v, které tvorf osy 4
a B pridruZenych Sroubd « a 8 s osou R jednoho hlavniho
* §roubu cylindroidu. PonévadZ jest dle vzorce (14) vzdélenost
osy A od roviny ¥idicf plochy

z = msin 2g,
a podobné vzdilenost osy B od téZe roviny

2’ —= msin 2v,

bude
d =2 — z = m(sin 2v — sin 2u) = 2m sin (v — p) cos (u + v).
Dle rovnic (18) jest

Pu =P, -+ 2m sin” u
Pp=1Ps— 2m cos’v"
tudiz:
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Po+Pp=po+ ps— 2m (cos’ — sin’) =p, + p,
— 2m cos (u -+ v) cos (v — w).
Vlozfme-li tyto hodnoty pro d a p,—+pg do rovnice pod-
mineéné a uviifme-li, ze ¢ = v -—u, dostaneme:

(e +p5) cO8 (v — ) — 2m cos (u +v) cos? (v — p) —
2m cos (u - v)sin? (v — p) =0,
aneb
(Pg+ Po) cO8 (v — ) — 2m cos (u +9) = 0;  (21)
dosadice tu
2m =ps — Pg»
nabudeme

Po [cos (v — p) -} cos (u~)] = p, [cos (v—p) — cos (u-+)] = 0,
¢ili:
D COS 4 COS v - pgsinusinv =0,

a konecné ,
Pt Pstgutgy =0. (22)

Z tohoto tvaru podminecné rovnice pro pfidruZenost dvou
Sroubd plyne:
Po
t, vV ——
gutg P
aneb, ponévad? jsou délky poloos kuzelosecky vySek déany
podily :
a?® = —"i , b= —’fi ,
Pe Do

té%:

2

b
tgutgy=——r,

coZ jest zndmd podminka, Ze priméry kuZelosecky, tvoiict s osou
Xovou uhly g a », jsou sdruZenymi.

Ke kaZdému Sroubu cylindroidu ptindleZf tedy na téZe
ploSe jeden pfidruZen¥; jen v tom pifpadé, Ze kuZelosecka vySek
redukuje se na dvé ptimek rovnobéZnych, jest Sroub, jehoZ osa
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jest s témito prfmkami rovnobéZnd, pridruzeny ku vSem Sroubim
pifsluSného cylindroidu. Ponévadz totiZ vyska toho Sroubu.rovna
jest nulle, jest sém sobé ptidruzenym ; ku vSem ostatnim Sroubliim
cylindroidu jest pak pfidruZenym, protoZe osu jeho a kazdy
z primétd pifmek povrchovych konoidu na rovinu fidici lze po-
kladati za sméry priméri sdruZenych.

Z vét geometrickych, jednajicich o sdruZenych prémérech
kuZelosecek, plynou mnohé vlastnosti piidruZenych Sroubd na
cylindroidu, tak na pf.:

Soucet zvratnych hodnot vySek dvou pFidruZenych Sroubfiv
na cylindroidu jest stdlou velicinou.

Na cylindroidu vyskytuje se jedno dvé ptidruZenych Sroubiv,
jichZ vySky jsou stejné velké.

Veskeré pary piimek, jeZ obdrzime, promitneme-li osy pti-
druZenych Sroubl cylindroidu na jeho rovinu ¥idfef, tvo¥f in-
voluci paprskovou, pro kterou jsou dvojnymi paprsky priméty
os obou Sroubdiv, majicich vySky rovny nulle.

12. Jest jednou z pfednost! praci Ballovych, Ze uZiv4
k feSenf mechanickych problémd method geometrickych ve vSech
piipadech, kde lze jimi docfliti zvlaStni ndzornosti a ptehled-
nosti. Tak ku stanoven{ pohybu vysledného dvou danych pohybi
Sroubovych uddvd Ball *) konstrukci, kterd vynikd svou jedno-
duchosti a zasluhuje tudfZ zde byti uvedena. Ke konstrukci té
dospéjeme pomoci rovnic (8a) a (1la), jeZz zni:

z = 2m sin ¢ sin (@ +.¢p_._¢)
Py — Po = 2msingcos (@ + ¢ —):

z rovnic téch odvodime snadno dvé jiné, totiz

4

tg(ﬁ’+¢—¢):'p—y:ﬁ, 23)
(Py — Po)* 2" = 4m®sin®¢. - (29)

Vylouéenfm twhlu ¢ z tdchto rovmic vyhleddme rovnici
kfivky, jez stanovi, jak souvisf délky p, —p, a z; za tfm tce-

lem, pouZijeme-li stejniny:

*) V pojedndni: ,Dynamics and Modern Geometry“, pag. 7
) 8*
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sin ¢ =sin[o + ¢ — (0 -} @ — )] = sin (0-}-¢) cos (o | q;——}p) —
: o8 (@ @) sin (@ @ — ¢),
kters se dle rovnic (8a) a (11a) zméni ve:
2m sin®¢ = (p, — p,)sin (@ @) — zcos (0 + ).

Nasobfme-li jtuto rovnice 2m, obdrZime, hledice zdrovei
ku (24) hledanou rovnici ve tvaru:

(Py — Pa)* + 2" —2msin (o + ) (p, — o)+ Zm cos (@ +-¢) 2 =0.

Jest to rovnice kruZnice, prochédzejici pocatkem soufadnic ;
stied jeji dén jest soufadnicemi — mcos (o -+ @) a msin (0 -} @),
polomér jeji jest m. Sestrojeni jejf nepodlehd Zaddnym obtfZim;

Obr. 2.

uciime nejprv AN =d, NB=pg— p, (Viz obr. 2.) a sestrojme
trojibelnik pravotihly ANB. V ném jest 3L ABN — o, ponévadz
dle (7)

d

g = ———
& pﬁ"'pa’

jeho pfepdna pak
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AB =2+ (pp—po)" -
Vneseme-li od pifmky 4B u bodu 4 ve sméru positivnim
¥ BAD = —g- — @ *), protne druhé jeho rameno kolmici v bodé
B na AB vztyCenou v bodé D ;i jest AD = 2m, nebot:

_ 4B _Vd'+(pg—pa)®
~ sing sin g

k]

coZ se smvnava s rovnicf (9a).

Rozpilime-li AD v bodé M a spusttme -li s bodu toho
kolmici na AN, obdrifme trojihelntk AMQ, v némZ thel
QAM = o + @; tedy jsou

AQ=—mcos(o + @), QM= msin(@- @)

soufadnice stiedu M hledané kruznice K v soustavé soufadnic
pravouhlych, jejiZz osou Z jest piimka AN.

Pomoci kruznice K nynf velmi jednoduSe vyhleddme vie,
¢eho jest tfeba k urCenf vysledného pohybu (¢, ) dvou danych
Sroubovych pohybiv (a, &) a (b, B). Sestrojime totiz u bodu D
rovnobéintk DEFG, majici strany DE a DG Gmérné ampli-
tuddm a a b; dhlopiiéna jeho DF ud4avd amplitudu ¢. Mimo to
protind tato prfmka kruZnici K v bodé C, jehoZ souradnicemi
40 a OC v uvedené soustavé dany jsou délky z a p,— py-
Nebot:

AC = 2m sin¢,

9:0A0:0AD_CAD=—’2”——(w+¢—-¢);

tudfz:

- XACO0 =0+ ¢ — 1,
procez:

A0 = ACsin (0 + ¢ — ) = 2m sin ¢ sin (0@ + ¢ — ¥),
0C = AC cos (o + ¢ — ¥) = 2msin ¢ cos (0 4 ¢ — V),

¢ili dle rovnic (8a) a (11a):

*) Je-li ¥ @ tupym, vneseme qa—-g— ve sméru negativnim.
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A0 =2, 0C=p, — po

- PoSineme-li osu Z rovnobéZné o délku 44’ =p, do po-
lohy X, bude CO’ =p, a 4’0’ =2z Bodem C kruZnice K usta-
noven jest tuplné Sroub y vysledného pohybu; polohu jeho osy
urCuje pramét tétivy AC na osu Xovou a tihel obvodovy v nad
obloukem AC, vySku jeho p, vzddlenost bodu C' od osy Xové.

Z piféin pochopitelnych bude vyhodno, kruZnici K vzta-
hovati k soustavé soufadnic, jejiz jednou osou jest p¥fmka X
a druhou pifmka Y, stiedem kruznice M ku X kolmo vedeni;
v této. soustavé jest rovnice jejf:

2+ [y — (P - m8in (@ = )] = m?,
kterouz lze po nékolika snadnych preméndch téZ psati takto:

» d cot, 2
2 p (y_ P +pp—2i~ cotg g ) - @5)

Zavedeme-li hlavni vysky Po & P, nabude rovnice ta

« tvaru

2
ﬂ+@—“jﬂ=w- (268)

Z obrazce jest patrno, Ze ménfme-li dhel ¥ od O do =,
nechévajice body 4 a B beze zmény, probfhd bod C obvod
kruZnice X; kaXdé poloze toho bodu odpovid4 jeden Sroub cy-
lindroidu, ktery vytvoif Sroub p vysledného pohybu, jestlize
v tychZ mezich ménfme thel ¢ pFi stdlé poloze Sroubl « a 8.
Naopak téZ kaZdému Sroubu p plochy (e, B) piisluSf jen jediny
bod kruznice K. Kiivka ta jest obrazem -cylindroidu a Ball
uzivéd ji mérou nejrozsshlejsi v kinematice, statice i kinetice
neproménnych soustav, majfcich volnost stupné druhého. Zde
budtez vytknuty jen tyto zékladni vlastnosti jeji: :

1. Vy8ka libovolného Sroubu e cylindroidu rovnd se délce
kolmice, spuiténé s piisluSného bodu A4 kruZnice K na osu
Xovou. Ball nazyvéd tuto pffmku osou vijsek (axis of. pitch).

Tudfz hlavnf vy8ky p, a p, dény jsou délkami Q'R a Q'S;
obéma &roublm, jichZz vysky se rovnaji nulle, pFisluSeji pak
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body (redln{ neb imagindrnf), ve kterych osa vyfSek kruZnici K
protin. '

2. Nejkratsf vzdalenost os dvou S§roubdt « a § rovna jest
primétu tétivy, spojujfci- pfislusné body 4 a B na osu vySek.

Z toho jde, Ze osy dvou Sroubd cylindroidu, jichZ p¥fsluSné
body se nalezaji na tétivé, kolmo na ose vy3ek stojici, se prot{najf
(na pifmee Fdfci plochy). Sroubéim, které maji za osy torsdlnf
ptimky plochy, odpovidaji body U, V, leifcf na priméru kruz-
nice K rovnobéZném s osou vySek.

3. Uhel os dvou froubii @ a B roveir jest thlu obvodo-
vému nad obloukem A4B.

Koncové body libovolného priméru kruznice K zobrazuji
tedy dva Srouby, jichz osy na sobé kolmo stoj.

4. Tétiva, spojujfcf body pifsluSné dvéma pridruZenym
Sroubfim cylindroidu, prochdz{ polem osy vySek vzhledem ke
kruZnici K.

Budtez A a B’ obrazy dvou pridruZenych Sroubd cylin-
droidu, P prisecnfkem tétivy AB’ s osou Yovou; Ze jest bod
ten polem osy Xové, dokdZeme pomocf rovnice (21). Polo-
Zime-li v nf ‘

P +Ps = QR+ QS =2QM,
prejde ve
Q Mcos (v — p) = mcos (u +v);

ndsobfme-li obé strany délkou PM, obdrZime :

PMcos(u—+v)
cos(v—u)

V trojuhelniku PMA jest viak:
PM: MA — sin PAM : sin MPA ;

QM.PM=m

ponévadz
X RMA = 2u, §:ARM:RAM:~’2'——,;, X RAB =m —,
bude

X PAM=v— (12‘- + y), ¥ RPA=1v— (_"2— — )
tudiz
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PM :m = cos (v — p) : cos (v 4 p),

z &ehoi
_ PMeos(v4u)
m= .
cos(v — )
PtihlfZejice k této hodnoté, dostaneme z hotej$tho vzorce

QM. PM=m?
co dikaz, e bod P jest polem osy vySek.

5. Zaménime-li znaménko amplitudy ¢ vysledného pohybu
(¢y ) dvou danych pohybd (a, ), (b, B) v protivné, obdrzime
tti pohyby: (e, ), (b, B), (—e¢, 7), které jsou aequivalentnf
nulle. Z obrazce jest patrno, ze A\ DGF o ABC; tudiZ mi-
Zeme vysloviti vétu:

Tii pohyby kolem Sroubd e, 8,y se vzdjemné rusf, jsou-li
amplitudy jejich Gmérny protéjSim strandm p¥isluSného trojihel-
nika ABC.

13. Pomoci. kruznice K, kterou se zobrazuje metricky cy-
lindroid, 1ze FeSiti téz Glohy, jednajicf o rozkldddni pohybu &rou-
bového ve dva jiné, jichZz Srouby se Sroubem daného pohybu
- na témZ cylindroidu lezi.

Jednoduch4 tloha toho druhu jest: Pohyb Sroubovy (c, »)
jest rozloZiti ve dvé sloZky, jsou-li dany jejich Srouby « a j.
Tu jest tfeba, stanoviti jen amplitudy sloZek; ponévadZ jsou
tyto imérny strandm BC a CA trojihelnika ABC, jehoZ vrcholy
odpovidaji zndmym zphisobem S3roubim «, # a p, rovnaji se
hledané amplitudy :

c c
—AT'BC a —p .CA

Uloha tato jest v theorii Sroub dileZitou; poloZfme-li
totiz amplitudu ¢ daného pohybu rovneu jednotce, jsou ampli-
tudy sloZek a a b dle Balla sourfadnicem? Sroubu y v soustavé
ef. Srouby « a f jsou srouby souFadnicové; pro soufadnice ax,
a z, Sroubu y pak mime:

BC . _ CA
AB ' "*™ AB -

Sestrojime-li cely vykres v takovém méFitku, aby AB=1,

bude:

x, =

® = BC, =, = CA.
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Soutadnice §roubové @, a x, musf patrné vyhovovati pod-

mine¢né rovnici:
x} -} 2w, @, cosp - x =1,
ve které ¢ znaéf thel obou os Sroubll soufadnicovych.

Z mnohych jinych tloh, které se vyskytnouti mohou pii
rozkldddnf pohybu Sroubového ve dvé slozky, jsou-li o nich
riizné podminky dény, zasluhuje naSf pozornosti tato:

Pohyb Sroubovy (c, ) jest rozloZiti ve dvé rotace kolem
os mimobéZnych, z nichZz jedna A4 jest ddna. Rotaci piisludf
Sroub, jehoZ vy$ka se rovnd nulle; zndme tudiZ dva Srouby,
kterymi lze poloziti cylindroid. Sestrojime-li tedy kruznici K
z dané tétivy a prfsluSného thlu obvodového, stanovi druhy pri-
sefnfk této kruZnice s osou vySek hledanou rotaci.

Osy téchto rotac jsou Chasles-ovy piimky sdruZené; z gra-
fického zndzornéni cylindroidu pomoci kruZnice K sezndvéme
ihned mnohé véty o téchto pfimkach, jako jsou:

Osa obou mimobéZnych p¥imek sdruZenych protind kolmo
osu pohybu Sroubového.

Tvoti-li jedna ze dvou sdruZenych piimek s osou Sroubo-
vého pohybu thel pravy, protind ji druhd a naopak.

Nejmen$f vzdalenosti osy C Sroubového pohybu od obou
pifmek sdruZenych 4 a B jsou v pfimém poméru s tangentami
thld (4C) a (BC); atd. atd. (Dokongent.)

Drobné zpravy.

Napsal
dr. Gustav Gruss.

Pohyb hvézd ve sméru zornice. Prvn{ pokusy k urcenf
pohyblt hvézd ve sméru zornice (smérnice) z poSinutf car spekter
hvézd podnikl r. 1867 Huggins, pak H, C. Vogel, v rozsihlé
mife hvézddrna Greenwichskd a Seabroke. VeSkers tato pozoro-
vén{ ustoupila, co se pfesnosti vysledki tfce, novéj§fm pracim
H. C. Vogla v Postupimi, jenZ r. 1888 podnikl pokus poSinuti
Car ve spektrech hvézd stanoviti cestou fofografickow a uréiti
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