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P (3, — 12, 0), v, = 4; stfed promitini O (0, 10, 5); U, (10,
0, 0)]. Praha-1.
13. Stanoviti graficky délku vrzeného stinu svislé tyte
6 m dlouhé na rovinu horizontélni, jakoZ i azimut stinu v Mladé
Boleslavi dne 1. kvétna v 9 hodin dopoledne. [0 = 15",
¢ = H0°30’; charakteristicky trojahelnik sféricky zobrazte na
kouli o poloméru » == & em]. Mladd Boleslav,

Ulohy.
Reseni uloh.

«) Z mathematiky.
1.

Regiti jest soustavy rovnic :

Q) rt+y4-ry=ua
2?24y 2yt =

B) z+y+ Voy=u
'+ y t+ay=1
: Prof. Rudolf Hrusa.
Reseni. Zaslal p. Jaroslav Mrlos, studujici VL) tr. gymn,
v Praze 1II.
. d)
Polozme
e+ y=u xy=ov,
takze
2?4 y2 = u?— 2.
Tim prejde dand soustava rovnic v soustavu
u+v=a
ud — 20 4+ vi=1.
Vypoctéme 7 z prvé z téchto rovnic, ¥ = a -~ v, a dosadme
do druhé. I dostaneme k urcenf v kvadratickou rovnici
20%—2(a + )v 4+ a?— 0 =0.
Odtud vypocteme

Ty g

_a+1+Vi+20@a+b)—a®
- 2

28*
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Prislugné hodnoty # pak budou )
a—1F VI4+ 2+ b)—a®
3 .

Uy Ug =

Z % a v urtime x a y, uviiime-li, Ze jsou to koreny kvadra-

tické rovnice
t2—ut 4+ v=20.
B)

Polozme jako drive
e+ y=u zy=—o
Tim dostaneme soustavu
ut+v=—a
u?— v?P= 0.
Uvdzime-li, ze
u?— = (u + v) (4 — v),
plyne z druhé rovnice na zdkladé prvni (pro a == 0)

U —v=——.
a

Ze soudtu a rozdilu neznémych %, v snadno je vypocteme:

_ a4 b _a*—b.
=T, 0 YT a0
x a y jsou pak kofreny rovmice kvadratické
at4-b a—b
t— =0.
¢ 2a t+ 2a

Odtud najdeme
a® 4+ 02+ \V(Bb — a?)(3a?— b)
r = )
de
_a®+ b —VBb — a?) (3a® —ﬂ
—_— ] 4a y
a druhé feseni obdrifme, zaménime-li spolu x a y.

Y

Jelli a =0, pak, aby existovalo kone¢né redeni, musf také
b=0. Dani soustava md pak nekonedné mnoho regeni: Kazdd
dvojice (x, y) vyhovujici rovnici @ + y + @y = 0 ji_spliuje.

Posndmka.

Abychom mohli prehlédnouti pripady, kdy kofeny dané soustavy
jsou redlné neb komplexni, sobé& rovné (xz == y) neb od sebe rdzné
(® = y), uzijme, jsouli a, b ¢isla redlnd, grafického zndzornéni:
(a, b) povaiujme za pravouhlé souradnice bodu v roviné.
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Pak snadno najdeme:

Pro ‘body (a, b) hovici nerovnostem ia? < b < 3a% t.j. lezfct
uvnitf prouzku mezi parabolami b = }a? a b = 3a?, jest x =y,
jsou pak dvé soustavy regeni realnych.

Na parabolich b == 1a? a b =—=23a? (vyjma pocitku a = b
= 0) jest £ = y; jest jedind soustava regeni redlnych.

V ostatnich bodech roviny, lezicich nad to mimo osu a = 0,
jest zase @ == y, jsou pak dvé soustavy resen{ komplexnich.

Blizi-li se bod (@, ) bodu na ose @ = 0, rGznému od po-
¢itku @ = b = 0, rostou reseni do nekonec¢na. Pro pocitek a — b
— 0 je nekonecéné mnoho soustav fesenf, mezi nimi také nekonecné
mnoho redlnych.

- 2.

Dokazte bez pouziti analytické geometrie vétu: Protind-li
hlavni osa kuZelosetky v bodé N normdlu vztytenou v bodé M
ke kuZelosece, jest primét usetky MN na privodi¢ roven pa-

rametru kuZelosecky.
Dr. V. Hru$ka.

Regeni. Zaslal p. Old¥ich Taufer, stud. VI, tr. r. v Lipniku,

Vypoctsme si v trojihelnfku 4 BC' délky os soumérnosti uhlu
7, voittni CD — m a vngjst CE = n a jich pramety m', »' na
strany a, b.

Uvazime-li, Ze

A ABC = A ADC + A DBC,

je
labsiny = fbmsinjy + } amsinly
a odtud
mzﬂabcos%'y
a-+b
2ab cos? 1
"= 1, =200 57
m' = m cos 3y = P
Ponévadz vsak
. — s(s—e¢)
cos%y_\/_(ab )’
bude
z,__Qs(s—a)
a+b

Podobné je
/\ ABC = \ AEC — A\ BEC



430

a tedy
. ) .o —
1 absin y =3 bn sin —Q*_/—%ausm o)/
a odtud pak
2ab sin 1y
n————=
b—a
, os 7 sin 1 2ab sin? 1y
= n cos - C—nsinly =m—— 21
n n 9 ! 37 p—
Ponévadi
sin 1y = \/(9 - a)(s b_)
bude

o — 2(s — a)(s — 1‘).
b—u
Pro pripad ellipsy ozna¢me ohniska |, /7,. Normila je osou sou-

mernosti vnitini dhlu F, MF,. Utzijeme vzorce pro wi', pii cemi
prijde misto a, b, ¢, 5, s — ¢

resp.
T, Fyil, Fily=%¢, }\Fll+ Fdl+F, ) =a-te, a—e,
°’(a—l—e)(a~e) alte b

2a « —a U

takze m =

Pro pripad hyperboly budtez ohniska zase I, sz. Normaila je
osou soumérnosti vné&jsi thlu F, M}, Uiijme vzorce pro #'. Nyni
ptijde
misto a, b, ¢, s—a=3(—a+b4¢)s—b=%(@a@a—b+4c)
resp. F\M, F,M, F.ty=2, (- M-+ F,M+ F,F,)

=e¢e+a, (KM M—TF, 4 F,)=¢— a

takze
n,__:?(e + a)(e — a):f:—- a® =_b:’~_

2 a a

Pro parabolu je véta evidentni: JelikoZ norméla paraboly svird
s osou a s pravodicem stejné Ghly, jsou pramsty usecky MN na osu
a pravodice stejné. Jest vsak zndmo, Ze pramét usecky MN na osu,
coZ jest subnorméla, se rovni parametru p.



3.

Na strand BC daného trojuhelniku ABC jest dédn bod D;
timto bodem maji se vésti dvé pitimky DE, DF v thlu ¢ tak,
aby trojéhelnik DEI’, ktery md vrcholy £, I' na strandch AB,
BC, mél plochu co nejmensi.

Sk. rada Vdclav Hiibner.

Reseni. Zaslal p. FrantiSek Kotdn, stud. II. r. pedagogia
v Pribrami. )

Oznacme BD = m, CD=n, <t BDE=ua, << FDC=1y.
Pak je

DE .DF

A\ DEF = ———-sinq.
Z )\ BDE plyne DE : m = sin B :sin (B 4+ x) a tedy
- m sin .
PE=sme+a
podobné z A DCF: DF:n=siny:sin(y + y) a tedy

— __ msiny

Tsin(y +y)’
A DEF= mn sin B sin y sin ¢

= &m@ oSG+

Ve vyraze pro plochu A DLF méni se pouze jmenovatel.
Bude tedy v nejmensi, bude-li jmenovatel co nejvétsf. Toto mizeme
psdli ve tvaru

costa—y—y)—cs@+a+7y+y)
=cos(B+x—y—y) +cos@+7v— 9)
uvazime-li, ze z + y =7 - . _

Ve vyraze tomto je pouze prvy sc¢itanec proménny a mfZe na-
byti nejvétsi hodnoty 1 pro g 4+ x ==y 4- y. To nastane, bude-li
<X BED = < DFC.

Z toho plyne konstrukee:

Sestrojme DG | AB, DH | AC, pak sestrojme osu sou-
mérnosti dbhlu GDH a na kaidou stranu této osy nanesme 3¢,
takze je primka ta spolecnou osou soumeérnosti thlu GDH a g¢.

Ramena hlu ¢ necht protnou strany AB, AC resp. v bodech E.
V. 7Z konstrukce plyne, Ze je

< EDG =< FDII
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t. j.

e—Gr—Bf=y—Gz—1)
¢ili

e+pB=y+y j. b, d.

4.

KruZnice postupné se dotykajici maji spole¢né vnéjsf tecny.
Stanovte jich poloméry a soudet jich ploch.

L. Kolenaty.

Reseni. Zaslal p. Theodor Smid, stud. VII. it r. ve Velkém
Mezirci.

M4-li byti soucet ploch koneény, musime uvaZovati kruznice
od jisté pocinajic k prtseéiku spole¢nych tecen.

Oznadme polomér /-té kruznice ry{r, == r), thel spolecnych
tecen 2¢. Pak plyne z trojihelniku pravouhlého, tvoreného useckou
spole¢né tecny vnéjsi sousednich kruznic » — 1-nf a 7-t6, rovnobé&i-
kou se stfednou a usekem na poloméru r,_;, Ze je

Tk—e1 — Tk :("k—l + "k) sin [+ 8

Z toho
o 1l —sine
Tk = Ve 14 sne’
I bude postupné
T_Ti——sina _l—sine _ (1 —sina)?
2 1+sino:’r3_'_r2 1—|—sina—r(1+sina>
— 1 — sin @ \F—1
k= 1 4 sin a )

Soudet ploch vsech kruh@ je din konvergentni geometrickou
radou

1 — sin « \2 1 — sin o \*
] 2 2
ar® 4+ oy (———1+Sina)+ur (—t————~1+sina)+...,

jejiz soucet je

ar? ar?(l 4 sin 0)? r? sin® (17 + La)

1 1 —sine 3= 4sin o sin &
—( 14 sine :
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5.

a) Dvéma body vésti hlavni kruZznici na hmotné kouli.
b) Uréiti primér hmotné koule.
(Uzitim pravitka, kruzitka a pomocné ndkresné noviny.)

Zisob. officidl J. Kroupa.

a) Regeni dle p. autora.

Jsou-li dané body 4, B, pak kruZnice K, K, opsané z A, B co
sttedd libovolnymi poloméry protinaji se v bodech §,, S,, jez jsou
vzhledem k hlavni hledané kruznici na kouli symmetrické. Kruznice m,,
m, opsané z S, S, tymi, jinak libovolnym polomérem sekou se
v C, D, jez patti hledané nejvétsi kruznici, Zname-li body 4, B, C,
mizeme hledanou kruznici vyrjsovati na papire co kruZnici opsanou
trojihelniku AB(, jehoz strany lze pfimo na kouli odméfiti., Tim
jest téZ urcen primér hmotné koule. Odméfime-li do kruzftka stranu
¢tverce vepsaného do vyrysované na papife nejvétsi kruznice a opi-
Seme-li timto rozevienim kruzitka na kouli kruZnice na pr. z bodd
A, B, pak jejich praseciky jsou body, z nichZi mozno kruzitkem
(v kolenech ohnutym) vésti nejvétsi ¢ hlavni kruZnici.

b) Regeni, Zaslal p. Jaroslav Mrkos, stud. VL) tr. gymn,
v Praze III.

Kruzitkem lze vyrysovati na kouli kruZnici K, p#i Gemiz roze-
vieni kruzitka budiz 0. Polomér ¢ kruznice K mozno stanoviti ndsle-
dovné: TF body na K budtez A4, B, C'; tyto stanovi trojuhelnik,
ktery lze vyrysovati na papire, jelikoz kruzftkem mtzeme usecky 4B,

BC, CA odmefiti na kouli a na papir prenésti, Kruznice opsans
trojuhelntku ABC m4 za polomér ¢. Sestrojime-li pravoudhly troj-
thelnik z ¢ co prepony a ze ¢ co odvésny, lze doplnénfm tohoto
pravouhlého trojuhelnika na vé&tsi pravouhly trojihelnik s vrcholem
pravého uhlu, kde se stykd o se ¢, uréiti primeér koule co preponu
tohoto veétstho pravouhlého trojihelniku.

6.

Dvé paraboly maji ohniska F,, I, a spoleénou ¥dici
piimku d; jsou-li ohniska na téZze strané pfimky d a nelezi-li
na kolmici k d, protinaji se ob& paraboly ve dvou bodech v ko-
neénu, jichZz spojnice je osou soumérnosti F,, F,. T

V2.

Resend. Zaslal p. Karel Lerl, stud. VI tf, r. v Lounech

Parabolu mazZeme uvaZovati jako geometrické misto stredd
kruznic, které prochézejf ohniskem a dotjkaji se ptimky ridicf, I vi-
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dime, ze prisediky obou parabol miZeme obdrZeti jako stredy krui-
nic, které prochdzeji ob&ma ohnisky F,, F, a dotykaji se primky
#idici d, coz je jedna z jednoduchych iloh Apolloniovych.

Uloze té vyhovujf dvé kruznice o stredech S, S,, jestlize
pfimka F,, I, nenf ani kolmi ani rovnobéina s piimkou d. Pri
.tom pak je centrila S, S, kolmi na spolecnou secnou (chordilu)
F F,. Tim tvrzeni dokdzano.

1. .
Najdéte trojihelnik nejvétsiho resp. nejmensfho obvodu,
jsou-li dény poloméry kruZnice vepsané a opsané.
Prof. Ant. Lochmann.

Reseni, casteene dle p. Vdclava Sifaldy, stud. c. k. r. g.
v Praze v Kremencové ul. a p. V. Kuldy, stud. r. na Krdl, Vino-
hradech.
V trojihelniku plati vztahy
0

tgra=——, a=2rsina.
s—a

Odtud dostaneme
§ = ¢ cotg oo + 2r sin a.
Podobny vztah v§ak musi byti mezi s a £, s a y.
Vidime tedy, ze funkce
Yy = p cotg o -+ 2rsin
predstavuje vztah, ktery musi byti splnén, klademe-li za y — s a za
z videchny tri dhly v trojuhelniku, @ =— «, g, 7.
Zabyvejme se funkci tou. Stadi se omeziti na interval od O do
a pro x. Jeji derivace je

2r costx — 2rcosx 0
‘ y’::——_—gTT—+9rcos:c::-— et te
2sin® L 2sin?
Vymizi pro hodnoty
‘ r =+ Vr(r — 24)
cos © = = Vr( (')-
2r

1. Pro » > 2¢ dostivime pro cos z dvé hodnoty reilné rtzné
kladné a < 1, takie doslaneme téz dvé hodnoty pro z v intervalu
’ 4

od 0 do -5 Polozme
cos z; = Tt VTQ(: — 20 , C0S x, = i V"Q(:' — 20) .

1 bude patrné
< <ir<ao<

o

T.
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Sestavme si tabulku

= 0 |0<<ae<u|e o<ee, x 37 |Y
y= oo Y Y |2r + 0|0
y=—o0 y<<O0 0 >0 0| —o |—2r—1p

Z ni vidime, Ze krivka uvaZovanou funkeci zndzornénd klesd v inter-
valu 0 =< & = 4, stoupd v intervalu x, = o = x, a zase klesd
v intervalu ¢, = ¢ = 7. Pro ==, md tedy minimum, pro x =z,
maximum, Je-li 0 <y <<y, neb y > 7,, prislusi takovym hodno-
tdém y jedind hodnota x (v intervallu od 0 do 7). Pro y, =<y = y,
odpovidaji kazdé hodnoté y tfi hodnoty a, z mnichi pro y — y, a
Yy = Y, jsou si dv& rovny,.

Z toho vidime, Ze minimum obvodu nastivd pro trojihelnik
rovnoramenny s uhly pri zdkladn& @z, a maximum pro trojuhelnik
rovnoramenny s uhly pri zdkladné z,.

2. Pro r = 2¢ jest pro cos x jedind hodnota redlnd
cose =g, ® =37 (60%.

Snadnou uvahou shledime, Ze krivka v tomto pifpadé pro x jdouci
od 0 do 7 stdlé klesd, od hodnoty oo do 0. Iro  — x, bude ne-
jen ' =0, ale i y'" =0, tedy nastane v bodé¢ tom bod obratu
s te¢nou rovnobeznou s osou z. Pro y f=y, bude ku kazdé hodnot&
y patfiti jediné «, pro y = y, budou k y, patiiti tri splyvajict
hodnoty
X =xy, =37,

(tecna v bods obratu md s kiivkou tri soumezné body spolecné).

Pro r = 2¢ prislugi tedy danym hodnotim ., ¢ vibec jen
jediny trojdihelnfk, a sice trojihelnik rovnostranny.

3. Pro » — 29 jsou hodnoty pro cos a komplexni, y'< 0o
v intervalu od O do =, krivka stale klesd, kazdé hodnoté y prislust
jediné- x, V tomto ptfpadé neni mozno sestrojiti redlné trojihelniky.

Poznamlha.

Aby bylo mozno sestrojiti trojuhelnik soucasné vepsany kruz-
nici . o poloméru » a opsany kruznici % o poloméru g, musi byti
r = 29, kruZnice % musi leZeti uvnitt kruznice £ a pro vzdalenost
jich stredd d musi platiti d* = r (r — 29). Pak je takovjch trojihel-
nikéi nekone¢né mnoho. Pro » — 2¢ musi tedy stredy obou kruz-
nic splyvati, vsechny trojihelniky jsou rovnostranné, spolu shodné.
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Pro r = 20 trojihelniky rovnoramenné, jeden o nejyétsim a
druhy o nejmens3fm obvodu jsou soumérné vzhledem ke spolecné
centrgle kruznic £ a K. Prisecéfk této spolecné centrily s kruznici k
bliz&f (vzddlengjsi) stfedu kruzZnice g je vrcholem trojuhelniku o nej-
mensim (nejvétsim) obvodu Bylo by zajimavé, dokdzati to elemen-
tarné geometricky.

8.

Najdéte na ellipse bod, jehoz normédla md od stfedu vzda-
lenost co nejvétsi, Tz

Reseni. Zaslal p. Vdclav Sifalda, stud. reil. g. v Praze,
v Krfemencové ul.

Bud ddna ellipsa 5% + a?y? = a%?*. Souradnice bod& na ni
lze vyjadriti ve tvaru @ — a cos ¢, ¥ = b sin ¢. Rovnice normdly
bude pak zniti

ax sin ¢ — by cos @ = (a® — b?%) sin @ cos @.
Vzddlenost této normdly od stredu dané ellipsy jest
__ (a®—=10? sin g cos ¢
" Va®sin? @ + b%cos?q
Upravme tento vjraz nasledovneé:

2__ p2\2 2 2
(“ ”)-—- C B it atted breonty

n cos?qp © sin? ¢

Minimum funkce a®tg?q -+ b%cotg? @ divd maximum pro vzddle-
nost n. Funkce a®tg?@ 4 h?cotg? ¢ skladd se viak ze dvou vyrazg,
jichZ souéin jest konstanini, totiz @252 Je tedy soudcet vyrazi a®ig?q,
b? cotg® v minimdlni, je-li
attg? @ = b2 cotg? p = \a2%*=ab
a odtud vypocteme:
b
| W¢=7
¢ 1
tg‘p,) , cos?gp=— = “a_.
1+tg(p a+b 14+t a-+b

Jsou tedy hledané body étyr, soumérné vzhledem k osim ellipsy,

: /_a V2)
M(:ta a-tb’ n a-t+b
jich vzdalenost od stredu ellipsy je pak @ — b.
Pozndmka. Pro tecnu ellipsy
b cos 9 + ay sin g — ab =0

sin? ¢ =




437
je dan ctverec useku mezi osami vjrazem

2 2 2__ pe\e
o — a + b _(a b)’

cos®q ' sin%g n

coZ je pravé vyraz dffve uvazovany. Z toho vidfme, Ze pro body M
m4 tsek mezi osami nejvétsi délku, Ta jest pak @ - 0. Tento usek
je bodem M tak délen, Ze ¢ast jeho leZicf blize ose hlavni je b,
cast lezici blize ose vedlejsi je a. (Viz: F. Dingeldey, Sammlung
v. Aufgaben I. str. 124, 157.)

Pan Vidclav St#éla, stud. V. té. r. v Rakovnice, podiva tuto
konstrukei bodu M. Staci patrné sestrojiti bod M v prvnim kva-
drantu. Prodluzme hlavni poloosu OA=—a o délku AK=—1"~. Nad
primérem OK=—a -+ b sestrojme ptilkruznici. Kolmice v bods A
vztydend necht ji protne v bodé L, tak ze E:VE Oznac¢ime-li

<<LOA=¢, bude tg tp:\/_!)_ . Abychom dostali bod M staci
a

pak sestrojiti priisek M, pfimky OL s kruznici nad hlavni osou jako
primérem a prisek M, ptfmky OL s kruznici nad vedlejsi osou
jako primérem: kolmice vedend bodem M, na hlavni osu protne se
s kolmici spudténou s bodu M, na osu vedlejsi v bodé M.

Pata ) kolmice spuéténé ze stredu ellipsy O na normdlu v bodé
M je zaroveii sttedem kfivosti v bod& M. Polomér krivosti je pak

PQ=\ub=AL. Také bychom dostali dle toho co svrchu bylo ie-
¢eno stfed krivosti jako prisecik normdly s pélkruznici sestrojenou.
nad usekem tecny v bodé& M lezicim mezi osami.

9.
Sedfsti jest fadu

(P 2\ s (?\ ST
)1 1)+
F. Mddle.

Regeni. Zaslal p. Vdclav Sifaldu, stud. r. g. v Praze, v Kre-
mencové ul. '

Jeito

a tedy
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rozpadd se dand rada v rozdil dvou rad
) n' n o
(i)=(3)+(5) =)
1 n—+41 n--1 aoafn+1
L Ta (ke |

Ponévadz jest vsak

o=(l - 1n:1——("1’)+(’2‘)—-(’3‘>+...+(‘1)n(ij)
0:_—(1_1)n+1—_—1ﬁ('l‘rl)+("';'1")—("fi"1)+...

(1
+ = (2 ),

bude miti prvni rada soucet 1|, druhd rada, v hranaté zdvorce,
1
(" + ) — 1=
1 E
Dani rada pak md soucet
1 n 1
n+1"n1°
Pan Vdclav Strela podotykd, ze vysledek tento obdrzime také,
vyécislime-1i integral ./ :) (1 —a)"dx dvojim zpisobem, jednak primo,

Jjednak rozvedeme-li (1 —x)* dle binomické poucky a integrujeme ¢len
po ¢lenu.

10.

Pohybuje-li se tsetka stdlé délky a tak, Ze jeji koncové
body zistivaji stile na pravoahlych osﬂach sgufadr;;’rch, obaluje
kiivku zvanou asteroidou o rovmici 2* + y® = a®. Kter4 tetna
asteroidy je zaroveil jeji normélou?

Tyz.

Resent.

Asteroidu mo#no téZ zndzorniti parametricky

x=acos®q, y=asindq.
1 bude

dxr = — 3a cos® @ sin ¢ dp, dy — 3a sin?p cos g dop
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a smérnice tecny

dy
— = = — 1
dx g(p}

smérnice normily cotg @. Z toho je patrno, Ze ¢ znaci uhel, ktery
svird tecna se zdpornym smérem osy z.

Aby tecna v bodé piislu$ném parametru ¢
Yy —asin®g= — tgp(x— acos?q)
byla zaroven normilou v bodé prislusném parametru
y — a sin® yp = cotg y(x — a cos® v),
musi se tyto dvé rovnice stotoziovati, coZ vyzaduje, aby
1. — tg @ = cotg ¥
cost y

- o i s
2. sin3 @ + cos® g sin @ =sin® y sy

Z rovnice 1. piyne
gg=1tg(y —37)

g=v — iz -+ ka.
Z rovnice 2. pak

sin* y — cos* ¢ __ (cos? y 4 sin? y) (cos? v — sin? y)

sin ¢ =

sin ¢ sin y
__cos 29
T siny
a tedy
2
+ cos p == v
- sin
tg 2 = + 2,
a ledy téz
tg qu —_— i Q

Oznacime-li ¢, ostry uhel urdeny z rovnice tg 2¢, = 2, jsou
vSechna regeni télo rovnice
+ @ + Sk,
Rtzné body (x, y) pak obdriime pro hodnoty pripadajici do

intervalu od O do 27. Ty jsou
ot kzm r—@+ ki,
pro k=0, 1, 2, 3.
Snadno bychom vypodetli, ze
10

cos ¢ =

Y=,
y SN G, = 10——
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Oznac¢ime i
_ (5 Ve L p=\5d
h = a(—l—d«‘—) , k= a( 10—) ,
budou vSechna re$eni, na pocet 8, ddna body
(£ h k),
(k& Eh).

Body ty tvori dva dtverce soumérné vzhledem k osdm sourad-
nym M, M,, M,, M, a M'. M',, M',, M’,.

V kazdém vrcholu je jedna strana jim jdouci teénou a druhd
normilou, kazd4 strana ¢tverce je pak v jednom vrcholu na ni leif-
cim tednou, v druhém normilou.

Prehledné je vse zahrnuto v tabulce:

Bod | souradnice @ te¢na normila,

M hy k& Po MM, MM,
M, | — k& % +o, | MM, MM
M, | hy—k | 24+¢, | MM, | MM,
My | I —h | 5+ | MM MM,

M kb | 5 — MM, MM,
M. | —hk T— 9 | M'M M. M,
M, | —k —h %i — 0, | MM, M, M,

M| b —k | 2n—q, | MM, | MM

Pan Vdclav Strela, stud. V. té. r. v Rakovnice podotjkd, Ze
pfimku, kterd je soucasné tecnou a normilou asteroidy, obdriime
patrné’ jako spolecnou tecnu asteroidy a jeji evoluty. Primkové sou-
fadnice Pliickerovy této primky musf tedy hovéii souc¢asné rovnici
asteroidy

1 1
w =
a jeji evoluty _
w402
(ua —_ ,va)'z —a.
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Resenim t&chto rovnic dostaneme soufadnice hledanych primek
1\/5 +\5& 1v%:%‘
=+ — = , = 4+ — —.
== a \/ 2 == 2
Jich rovnice budou pak

Ve T\62 4+ V5 +\5y+\V2=0.

11.

Na obvod kruZnice o stfedu S opsané pravidelnému sedmi-
thelniku ABCDEFG budiz od vrcholu A smérem ABC...
nanesen tfikrdt jeji polomér, tak Ze AM — MK:== KL; pri-
setiky dsetek BG, CF, DE, s primérem ASL oznatme M, N. O
a prisetik piimek HL, KS oznalme P. Dokaite, %e body
M, N, O se z bodu P promitaji tfemi paprsky svirajicimi na-
vzdjem Ghly 60°.

Supl. prof. Jaromir Pilndéek.

Reseni dle p. autora,

S bodu P spustme na AL kolmici do bodu R. Polomér kruz-
nice volme r — 1. Pak jest zfejmeé

B R -
S=7 H:—z_f’ SM=cos &, SN = cos 2,
kdez
__360°
&= —.

Ozna¢me jeste <¢ PML = q, <t PNL = .
Vyjddffme nyni

PR PR RV
1, } - e ——— — e 1
BV TR RS+ SM L+ 4cosZa )
_PR__ PR _ V3
tgw_ﬁ_ RS +SN 14 4cos2e """ )
Z toho
gyt
MPN =t — _— 2
dosadime-li sem za tg @, tg ¥ jejich hodnoty dle (1) (2), mime
tg <t MPN = V3 (cos 2a — cos «) L®)

1+cosa+cos?a+4cosacos2¢c.
Mdme dokdzati, ze <t M PN — 60° t. j. jeho tangenta md se rov-
29
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nati Vg. Mame tedy dokdzati platnost rovnice
V§ (cos 2a — cos «) _ Vg
1 4 cos @ + cos 200 + 4 cosa cos e~ '’
¢ili po odstranéni zlomkd, zkricent \/3 a slouceni
14 2 cos 2¢ 4 4cos a cos 2¢ = O,
nebo pouzitim vztahu 2cos & cos 2e¢ = cos « -+ cos 3a . .
1 + 2cos & + 2cos 2e + 2cos 3a = 0.

Abychom dokdzali spravnost této relace, zndsobime ji sin 3a a uii-
jeme pak vzorce

2sin B cos y = sin(B + 4) + sin(f — 7).
Vyjde
sin 3¢ - (sin 4o + sin 3«) + (sin B - sin @) -+ sin 60 = 0
¢ili
sin & -4~ sin 2¢ 4 sin 3e 4 sin 4o 4 sin ba -+ sin 6 = O,

coZ je zfejmé spravnd rovnice, nebof

sin 6 — — sinw, (60 =4R — @)
sin 5 — — sin 2¢, (5 = 4R — 2¢)
sin 4 = — sin 3e, (4o = 4R — 3a).

Tim dokazéno, ze <¢ MPN == 60° Docela podobné se dokdze jests :
< NPO = 60°.

12.

Jaké jest geometrické misto stfedd rovnostrannych troj-
72 2
ahelnikd vepsanych do ellipsy 2_2'1'2_2: 1.
. Tya.
Regeni dle p. autora:
Vepsanj rovnostranny trojihelnik méjz vrcholy 4 (z;, u),

B(xz,,y,), C(x;,y;) a stted O(x,y). Stredem O polozme soufadné
osy £|lz, n]ly; v této nové soustavé oznadfme souradnice bodi

ABC: (&,m,), (§;:1,), (&,7;)- Bude tedy
.’B,‘Z‘-f,'—{—w, yj'::.’l?i+y,"i= 1,2,3.
Pongvadz bod O je tézistém v JABC, jest & + £, + & =0,
7y + 1+ 1, =0, cili § =—(¢ i&)i g =— (1 + 1)
Vyjadfeme podminku OA4=—0RB:
2 tn =82+t 1
a dile vztah OC.\/3 = AB; ponévadz OC L AB, t. j. OC svird
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s osou £ (resp, n) tyz thel jako AB s osou 5 (vesp. §), tedy také
| 0G| N3=14,B,1, |0G,|.V3=]| 4B, ],

kde A,B,C resp. A,B,C, jsou praméty bodd ABC na osu § resp.

7. Ty rovnice umocnény dvéma ddvaji

3(& + ‘52)?:("71 "_ ’72)22» (2)

3y +m)* =& — &) 3)

Misto velicin §&,,§,,,,n, zavedeme nové veliciny m, n, p, ¢
takto:

m:§1_§25 n:§1+§2, P=n —Nyy g =1, + 1y (4‘)
Pak rovnice (1), (2), (3) budou zniti

mn+pq=0 ¢li m:p—=q:—n 19
p2=—3n? (29
m?=23q? (39

Nyni zbjva jeété vyjadriti podminky, ze body 4, B, C lezi na
ellipse b%z® - a%y® — a?b2=0, t. j. ze soutadnice (2 +- £,, Y+m),
@+ &y g1, [0—&— & Y — 1, —11,] splavjt tu rovnici,

Tedy : b%(x +£,)"+a*(y + n,)* — a®h? =0, (5)
b2 (2 + &)+ a® (y +ny)* —a’* =0, (6)
b2 (x—§)% +a®(y —m, —ny)* —a®?=0, (7)

Utvorme rozdil a soucet prvmich dvou rovnic a ptripojme pak
tretf rovnici nezménénou; zavedeme-li tam pak veliciny m, n, p, g,
mdme tyto tfi rovnice:

b*m (2 + n) + a’p (2y + 9) =0, ®
(Qac’ 4 %en 4 ’ﬁ—j‘L) 4+

-La(%y“-}—Q‘/q-&—i +q) 20?6 =0, (9)

b2 (w* — 2an +n?) +a? (y* — 2yg 4 ¢%) —a%%?*=0. (10)
Do téchto rovnic dosadime za m, p jich hodnoty dle rovnic
(1, (29, (3%). Pro (8) uzijeme relace (1‘); po upravé bude :
2n.q.(a?—b?)=4(b%q—a%y.n). 89
Pro (9) uzijeme (2), (3‘); po upravé:
(0 8¢ o daon)of- a* B+ g7+ dyo) + :
+ 4 (0% + a?y?—a*h?) =0, 9"
b2 (n?—2xn 4+ 2?) + a®(?—2yq + y%—a??=0. (10)
Utvorme tu nové rovnice -
99 +2.(10)=11), (9)—4.(10)=(12).
29*
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Délfme-li obé tyto rovnice tremi, vyjde po udpravé:
(n*+q%. (a2 4 b0)=2(a®*— b’ — a%y"*) 1
(—n+4g%. (a2 — %) =4 (b%en + a%yq). (12)
Z rovnic (8), (11), (12) Ize nynf snadno vylou¢it veli¢iny n, q.
Rovnice (8) a (12) umocnéme dvéma a seétéme; vyjde
(1% gY7. (@ — PP =16 0% + a%y?). (n+ )
¢ili po zkraceni vyrazem n2--g¢2:
"*+4q") .(a®—0%)r=16(b*x®+ a'y?).
Porovname-li tuto posledni rovnici s rovmict (11), vidime, Ze lze

z nich vyraz (n%- g*) vyloucit.
Vych4zi pak rovnice

16 (b2 -+ a%y?) . (a®+ b%) == 2 (a*0? — b%2® — a’y?) (a®— b?)"
To je ale rovnice ellipsy; upravena na normdln{ tvar, zni:

‘l/a‘2+3b2)2 112(3(1'2 + b2)‘2

‘A(a b‘l) bﬂ(a'l bﬂ)‘l - 1'
Tato ellipsa ma poloosy:

,_a.(@2—=0b)? ,__b(a*—0b)*

— @ F3° ' 7T BatH 0y

Jeji osy co do polohy jsou totoiny s osami dané ellipsy.

13.

Dokazte, Ze hbovolné ptimka prochézejici bodem (— p, 0)
protind parabolu y*=—2px ve dvou bodech, jichz normély se
protinaji v bodé na této parabole leZicim.

Tyz.

Resent. Zaslal p. Eduard Buridnek, jedn. dobrov. v Brucku
n. L.

Bodem M (— p, 0) prolozme libovolnou ptimku:
\ s=y=ax -+ p)
kde a je smérnice. Priseciky této pf{mky s parabolou budte

A(x,y,), B(xyy,)-

Plati tedy
v =ax + p) (L)
¥, = a(a; + p) @)
Norméla n4 v bodé 4 m4 rovnici
xy, + py =y, (& + p) (3)

a dosadfme-li tam za y, pr{slusnou hodnotu u(x, 4 p) dle rovnice
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(1), jest

na= ax (@, + p) + py = a (=, + )% @)
podobné pak jest

np = ax (%, + p) + vy = a(x; + p)* €

Regenim rovnic (3') (4) dle 2, y dostaneme souradnice prise-
¢tku M’ normél na, np. Reéemm vychdizi :

x, = x; + x, + 2p. yoz_p"‘(wl + p) (x4 p) )

Nyni ustanovme soufadnice x,x, bodtt 4, IB; musime rovnici pfimky
s fesiti s rovnici paraboly. Eliminujeme-li z obou rovmnic y, pak pro
z vyjde kvadratickd rovnice

1
22 — pr(ﬁ— 1) + p? =0,
z ¢ehoZ plyne
: 1
atn=t(hot) an=r  ©

Nynf kone¢n& do rovnic (5) dosadime za z, + x,, o,x, jich
hodnoty dané rovnicemi (6). Vychdzf

2p —2p
LTy = ——a—2 y ?/o = a .
1 je zfejmo, Ze bod
2 — 2
(i =2
a a

musf lezeti na parabole, nebot jeho souradnice hovi rovnici para-
boly, jakoz bylo dokdzati,

14.
n n
Vyraz 2 ((g)) —3 ((3)) upravte na tvar

off)ea Tl T )
Prof. Jan Schuster.

Reseni. Zaslal p. Vaclav Strela, stud. V. tf, r. v Rakovnice.
Vyraz

n(n— 1)(n(n—1))(n(n——1)_2)

2((%))_3((5))—_—2 2 ’ 26 2

m—1NDm—2)(n(n—1)(n—2)
- 3 ( 3 ”‘1)

—3

2
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je mnohoclen stupng pdtého v n. Koefficient u n® totiz je roven 0.
Tvar, na kterf mdme tento mnohoclen uvésti, je také mnohoclen
stupné patého v #, tak Ze tloha jést skuteéné moznd. Aby pak dva
mnohoéleny stupné patého byly rovny (identicky), stacf, aby nastala
rovnost pro 6 rdznych hodnot. Zvolme na pr. n —= 0, 1, 2, 3, 4, 5,

Tak dostaneme postupné pro

n=20, g, =0
n=1 a,=0
n=2 a=0
n=3, a,=2

. 6 4 4
n=4% a +2 (1)2 Q((Q))———3((1))
3 2
a odtud a, = 10
=5, a0+10(§5)+2(
a odtud a, = 3.
Je tedy

E)=(3)= o) o Yoo

~

o =3
S ———
I
)
——
WS
S —
I
w
——~~
—
P
N———

15.

Urtete objem hranolce, ktery vznikne z pravidelného hra-
nolu n-bokého, otoli-li se jedna podstava kol stfedu o dhel &
Jaké téleso vznikne, nechdme-li » risti do nekonetna?

Tyz.

Reseni, Zaslal p. Vdeclav Sifalda, stud. r. g. v Praze,
v Kfemencové ul.

Hranol méj vysku v a zdkladnou bud pravidelny #-uhelnik
o poloméru kruznice opsané r a stfedovém uhlu :21—:

Hranolec md objem
V=3v(Z, + Z,4 4S) = 3v (Z 4 29).
Z,, Z, jsou plochy obou zikladen, S je sttedni ez, v nagem
ptipadé pak je Z, = Z, = Z.
Jest viak Z = jnrtsin .

Stredni rez je 2n tbelnik, kter§ neni sice pravidelny, sklddd se vsak
z 2n shodnych trojuhelnikdi o strandch 7 cos e, 7 cos (@ — ¢)
svirajicich uhel }w.
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Je tedy
S=2n.3rcos Je.r cos (v — ¢) = nr?cos ;& cos ; (@ — &),
takze

i_cos—ecos—(m——e)_i(l +cos%(m—26))_

Z cos 2o 2 oS 7 @
Bude tedy

COos 3

1 — 9
y = gvz(z +___°°S 3 (@ 8))

Roste-li » do nekonedna, mi hranolec za limitnf téleso rotacént
hyperboloid. Pak

limeo =20, lim Z = 7r?;

a pro objem rota¢niho hyperboloidu obdrifme vzorec

1art (2 + cos &).

16.

Lomenou ¢dru slozenou ze 2n stejnych tsefek « uciiite
hranami poboénymi a dopliite nahoie i dole vzdy dal§imi » hra-
nami tak, aby vznikl hranolec, omezeny dvéma pravidelnymi
n-ihelnfky shodnymi jako podstavami a 2» shodnymi rovnora-
mennymi trojihelniky. Dokazte, Ze sklon dvou poboénych hran
je nezdvisly od », md-li hranolec objem co nejvétsi.

Tyz.

Regeni. Dle p. autora a p. Fr Kotdna, stud. 1L r. peda-
gogia v Pifbrami,

Objem hranolu dén je vzorcem

V=13v(Z, + Z,+ 49).
V nagem ptipadé je Z, = Z,=Z, tak Ze
V=3v(Z+428).
Oznac¢ime-li » polomér kruznice opsané zskladné, ddle co:é—j— bude

Z=1nr?sindw. S bude 2#-uhelnik pravidelnj vepsany do kruznice
v poloméru 7, =7 cosw, tak e

S=2n.3}r?cos @sin 20 = nr? cos® v sin 20.

Hrana pobo¢nd @ md za pramét do roviny podstavy stranu
prav1delného 2n-dhelnika vepsaného do kruZnice o poloméru r, tedy
2rsinw, tak ze je-li v vyska hranolu, plati

a’=v+ 2rsinw)?, z cehoz »n=\/u*—4r¥sintm,
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Pak je '
V=1Va® —4r%sin® o (3 nr?sin 4o + 2nr® cos® o sin 20)
V—=3nrt Va2 —4r¥sin? o ( sin 4o + 2 cos® o sin 2m).

Vyraz v zdvorce moZno postupné upraviti na tvar

1sin 4o 4 (1 4 cos 20) sin 200 = sin 4e |- sin 200 = 2 sin 3w cos w.

Je tudiz —2pnsin 30 cos@72\/a® —4r¥sinw,
I dluzno uvaZovati prébéh funkce
f(r)=r*(a*—4r?sin*w) v intervalu 0 <r < 9 Sn —~.

Uvazovinim derivace f*(r)=4r3(a®— 6r%sin? @), kterd vymizi

a a
pro hodnotu 7=—-—r-— :
V6sinw 2sin 0

notu skutecné nastane maximum. Pak najdeme snadno, ze v—=

shleddme, Ze pro tuto hod-

03!‘ <

/
je mezdvislé na r. \
Oznacime-li s délku hrany podstavné, 2¢ whel dvou sousednich
hran poboéngch, bude
§==2a sin p = 2rsin 20, tedy sing=\/2 cos w.
Sklon dvou poboéngch hran zdvisi od w.

17.

Z trojihelnfku rovnoramenného sloziti plddt soumérného
Ctyfsténu o nejvétiim objemu.
Tyz.
Reseni. Zaslal p. Jaroslav Mrkos, stud. VL.b tf. gymnasia
v Praze III.

Oznacime ABC vrcholy daného trojuhelntku rovnoramenného,
S stred zskladny A B, zdkladnu 2a, vysku na nf h, ramena b (b > a).
Prehneme nynif trojihelntk dle dsecek CD, CL, kdei zna¢i D, E
body na zékladné, pro néz AD = EB=z.

Prehnutim vznikne plést étyrsténu v zdkladng& ADE a vrcholu C.
Rovinou soumérnosti ASC se rozpadd ve ¢tyrstény ASCD a ASCE.
V nich je DS resp. ES vyskou spusténou na zékladnu ASC. Ozpa-
¢fme-li plochu tohoto trojthelntku o, a uvézime, ze DS =SL=
=a—uwx, bude objem étyfsténu ADEC V=24.(a— z). V troj-
tGhelntku ASC znéme viecky tti strany: AC=}; AS=g je od-
vésnou v pravotihlém trojdhelntku ADS o prepons AD=—z a druhé
odvésng DS =1, tedy g=\u (Qr—a); SC=k=\/b"—a2 Tak



449

najdeme po jednoduchém vypoctu 4 == %\/a (—az® 4 262 — al®)
atedy V—=1(a — Va (— ax* + 2b% — ab?).
Z pravoihlého trojdhelniku ADS plyne ihned, Ze musi byti

z v intervalu (}a, a). Nad to vsak musi byt vjraz § = — ax?
+ 2b%z — ah* kladny, Ten pro hodnotu x = }a nabyvd hodnotu
zépornou — ja®, pro £ = « hodnotu kladnou a (b% — «?% a pro

dosti velké kladné hodnoty x zase hodnoty ziporné. Z toho plyne,
e rovnice ) — O md dva kofeny kladné, jeden z nich «, v inter-
valu (3@, a), druhy z, > a. I bude pro x << x, 7 zdporné, v inter-
valu r, << << x,, n kladné, pro x > x, zase 7 ziporné. Z toho
vidime, Ze x, ma-li byti konstrukce dtyfsténu moZnd, musi lezeti
v intervalu (xz,, a). Objem V zdvisi na funkci

y = (a — 2)® (— ax® 4 20% — ab?).

Z toho, co bylo fedeno o 1), plyne, Ze funkce ta je pro x <<z,
zdpornd, pro & = @, vymizi, v intervalu x, <<z <<a je kladng,
pro £ = a ma kofen dvojndsobny, v intervalu a << x << x, je zase
kladnd, pro # — @, vymizl a pro x > x, se stivd opét zdpornou.
Z tohoto prtbshu plyne, Ze mi dvé (kladnd) maxima, jedno pro
z =&, v intervalu (x,, a), druhé pro x = §, v intervalu (a, x,),
a minimum (rovné 0) pro x = a. Vypoctenim derivace najdeme, ze
g a £, jsou koreny rovnice kvadratické 2ux® — (a? 4 3b%x)
2 4 2ah? = 0. Pro nasi tlohu m4 vyznam koten §, pro ktery na-
stdvd maximum objemu ¥V

a4 302 — V(a* + 3b%* — 16a%)?

§ = da
__a® + 3b® — \(a® + 4ab + 34%) (a® — 4ab + 3B?)
- da
_ a4+ 32 — \(* —a*) (90* — a%)
= ” .
18.

Rada 2, 4, 8, 16, 31, 58, ... vznikla settenim souhlasnjch
fleni tady arithmetické tfetiho stupné a fady geometrické.
Urtiti jeji obecny &len a souétovy vzorec.

+ Dr. Viadimir Zivanskg.
Reseni. Zaslal p. Jaroslav Mrkos, studujief VL) tr. gym.
v Praze III.
Ozna¢me cleny rady dané
=2 c=4...0¢Cy.
¢leny rady arithmetické trettho stupné a,, d,, ... an, .
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cleny rady geometrické b,, b,, ... by = bg"!
tak ze ¢, = a, + b,
Ozna¢me dile Jcp == Cnyy — Cny A%y = A yp1 — dCn, ..
_a podobné& pfi a, a by
Ponévadz pri fadé arithmetické stupné tretiho se dtvrta rada
rozdilovd sklidd ze samych null, tedy d%a, =0, bude

Arep = A4*b,.

y e ¢ ey

Aviak .
Aby= by — by == bg® — bg® 1= bg"~1(q — 1)
A%y = Abpyy — Ab, = bg"~1 (g — 1)*
A3y = A%buyr — A*bp = b1 (g — 1)3
A%y = A3bppy — A3y == bg"~(g — D"
Utvorme u dané fady postupné rady rozdilové az do ctvrté,
I dostaneme
2, 4, 8, 16, 31, 58, ..
2, 4, 8§ 15, 27, ...
2, 7, 12,
2, 3, 5
1, 2,
tak ze 4%, =1, 4dic, =2
I mame
dre, = 4%, t.j. 1=b(@— 1)
dre, = 4%, t.j. 2=1lq(qg — D
Délenim t&chto rovnic dostaneme ¢ = 2, a z prvni z nich pak
b — 1. Rada geometrxcka mi pak obecny Clen bp = 271,
Vypisme si c¢leny pocatecni

1, 2, 4, 8, 16, 32,

a odectéme je od stejnolehlych ¢lent rady dané. Tak dostaneme
> hledanou radu arithmetickou tfettho stupné. Utvorme také hned prvni,
druhou a tretf fadu rozdflovou:

J 1, 2, 4, 8 15, 26
1, 2, 4 7, 11
1, 2, 3, 4
1, 1, 1.
Jeji obeeny ¢len bude

n

an==a, + (n—l— 1)4(11—{—( _2—1)4%11 +(n_:_;1)d3al

=+ 7

_..n-l-() n(n"—3n+8)

6
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I bude konecné
2__3 8
cn:an_{_bn:n(n 6n+ ) + 2n—1,

Pro soudty dostaneme:
n

S hp=2" —1

nél a, = (7;) a, + (g) da, + (g) A a, + (Z) Aa,
n+41

()46 Q=)+

I bude
2
» n(n- 1) 2——4 3n + 14) 9n 1.

n—1

19.

Urtiti jest v rovnicich
o) 23— ax*+ar—1=0

f) 23 —ax®+br—c=0
a tak, aby soutet tretich mocnin kofend byl maximem neb mi-

nimem.
Tyz.

Reseni. Zaslal p. Vdelav Stiela, stud. V. tf, r. v Ra-

kovnice.
@)

Jest tlohou najiti extrémy vyrazu
y =t + % 4 x8.
Vzhledem k tomu, ze miZeme danou rovnici psiti ve tvaru
@—D[#+ 0 — e+ 1]=0,
jest 2, =1 a pro ostatni dva kofeny @, a x, platf vztahy

o Fxy=a—1
x, = 1.

Jest tudiz
xd 4 xd=(x, + 2, — 32, 2, (2, + x,) = (@ —1)* —3(a —1)
a

y=@—1)>*—3@—1+1,
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cili
y = a®— 3a® 4 6.

Pro extrém funkce y musi byti ¥’ = 0 a sice pro maximum

musi byti déle y"”” << 0 a pro minimum "' = 0.
Y =3a?—6a==3a(e —2)=0,
y" = 6(a — 1).

Jest tudfz patrno, Ze maximum nastivd pro @, = 0 a mini-

mum pro a, = 2,

B)
Pro kofeny predloZené rovnice plati vztahy
x + Xty =a (1)
®, 2y + a3 + X253 == (2)
B, Lyky = C, ®)

z nichZ vyjidHme si pfimo pomoci koefficientd a, b, ¢, vyraz
y =2t + } + 3.
1)P—=31).2)+33)
dostdvame ihned

2y =24 25 + 2} = a® — 3ub + 3¢
Pokra¢ujeme pak stejn& jako v pifpadé a:
Y =3a2—3b=0, a=+\b
y'=6a—3, y'" =06,

Utvorenim rovnice

Aby vibec mohla nastati extrémni hodnota, musi byti b = 0.
Je-li b= 0, je pro
a=-+\b., y'>0,
tedy minimum a pro a — — \/b_ je ¥" < 0 t. j. maximum,
Pro b =0 je y”" =0, ¢’" == 0, tak Ze nenastane ani maxi-
mum, ani minimum,

20.

Bodem, v ném# paprsek vedeny ohniskem kuZeloselky sefe
ptisludnou pfimku Fidicf, vedeny jsou tetny ke kuZelosetce. Jest
urtiti soutadnice stfedu piisluiné poldry a vySettiti geometrické
misto téchto stfedd, otdlf-li se paprsek kolem ohniska. T

.

Reseni. Zaslal p. Karel Lerch, stud. VIL tf. r. v Lounech.

Otdéf-li se paprsek kolem ohniska, probfhd jeho prisecik s pH-
slusnou primkou ftidicf vSechny body této. Pohybuje-li se pak bod
po pfimce ridicf, otdc¢f se jeho poldra kolem ptislusného ohniska.
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I vidime, ze v podstaté jde o to, stanoviti geometrické misto stredd
tétiv vedenych ohniskem kuzelosecky. Kuielosecky maji spolecnou
rovnici 2% 4 y% = (p 4 &x)?%, zvolime-li pocitek v ohnisku a hlavni
osu za osu ®. Primka pocitkem — ohniskem vedend necht md rovnici
y = tx. Jejl pruseciky s kuzZeloseckou necht jsou (x,, ¥;), (%3, Y,)-
Stred tétivy md pak souradnice

=3@ 4+ x), =35 + Ya)-
I budou x,, x, koreny rovnice
2t 4 %% = (p + ex)?,
z? (1 — &% -+ t?) — Qpex — p* = 0.
Z toho -plyne, Ze

neboli

gz%(xl +x2):.1t!§_*__—t_g;

dale bude

et
=3 + yg):tle—;—.—p;mé_

Vylouc¢ime-li ¢, dostaneme rovnici hledaného geometrického
mista 7% = pef + (e — 1) £% Je to kuielosecka, jejiz vrchol lezi
v ohnisku kuzelosecky ptvodni, o téZe vystrednosti d&iselné ¢ (tedy
i téhoz druhu), o parametru }pe.

Pro e = 1, kdy dand kuZelosecka je parabolou, je to zase
parabola, s vrcholem v ohnisku dané paraboly, v parametru polo-
viénim 1p.

Pro ¢ = 1, kdy dand kuZelosecka je ellipsa neb hyperbola, je
to zage ellipsa resp. hyperbola s jednim vrcholem v ohnisku kuzelo-
sedky dané, druhym ve stfedu jejim. Hlavnf osa (celd, nikoliv polo-

vieni!) md délku e, vedlejsi %

b) Z deskriptivni geometrie.

1.

Sestrojte kulovou plochu dotykajicf se uvnitt stran daného
trojahelnika a pfimky s rovinou tohoto trojihelnika riiznob&zné.

Prof. Fr. Granat.

Reseni, Zaslal p. Vdclav Strela, stud. V. t¢. r, v Rakovnice.
Sestrojime-li danému trojihelnfku teénovému vepsanou kruznici
K, bude tato povrchovou kruZnicf hledané plochy kulové, jejimz pri-
mérem bude tudiz pfimka p kolmo vztydend ve stfedu kruznice K
k roving trojihelnika. Najdéme priisecik S ctvrté dané teény ¢ s ro-
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vinou onoho trojihelnika a vedme tecny z tohoto bodu k povrchové
kruznici K. Naneseme-li pak délku techto tecen od bodu S na tecnu
{ na obé& strany, zfskdavame jeji dotyéné body T a T (na zdklade
uvahy o mocnosti bodu ke kouli). Roviny ¢ a ¢' kolmo postavené
k tecns ¢ v onéch dotyénych bodech 7' a 7” sekou pak prémér p
ve stredu hledané plochy kulové.

Uloha jest patrng dvojznacnd, je-li bod 8 mimo kruznici K,
jednozna¢nd, bude-li na kruznici X a nemoznd, kdyby bod S padl
dovnitt kruznice I.

Pan Eduard Buridnek, t.¢. jednoro¢ni dobr. v Brucku n. L.,
otd¢i tednu ¢ kol primeéru p, ai protne nékterou stranu daného
trojuhelnika, ku pf. & v bodé 7. Roviny soumérnosti thlu strany
b a takto otodené tecny ddavaji na priméru p stredy hledanych ploch
kulovych,

Pozndmka. Uloha di se prevést téZ na tlohu sestrojiti kruz-
nice jdouci dvéma body a dotykajicf se primky ¢, proloZime-li totiz
te¢nou ¢ libovolnou rovinu a to tak, by protala kruznici K ve dvou
redlnjch bodech. V rovingé té pak dostaneme kruZnice povrchové
hledanych ploch kulovych.

2.

Dény jsou dvé piimky mimobézné o, ¢ naklon&né k obéma
primétndm; o jest osou rotatnibo vdlce, ktery se dotykd piimky .
M4 se sestrojiti pidorysnd a nédrysnd stopa tohoto vilce.

Prof. Josef Hanus.
Regen{. Zaslal p. Karel Lerl, stud. VIL t&. r. v Lounech.

. Polomér vilce bude roven délce osy mimobéiek o, ¢, kterou
sestrojime zndmym zpsobem. Libovolnym bodem v prostoru vedme
rovnobéZnou rovinu A s obéma mimobézkami. Povazujeme-li tuto za
primétnu, pfimky o, ¢ promitaji se v riiznobszky o || o, ¢%||¢. Pro-
sectk 0.t mizZeme povazovati za priimét osy mimobé&zek, kterd
protind pfimku o v bodé O a te¢nu ¢ v bodé 7. Bod T bude do-
tyénym bodem. :

Stopu piddorysnou a nérysnou seatropme jako vrZeny stin koule

K, o sttedu O a poloméru OT, na prvni resp. na druhou pramétnu,
Smér osvétlenf jest din smérem p#mky o, Stopy vilce budou ellipsy
K a K", ]eJiZ sttedy O' a O budou stopami osy o, vedlejsf osy
ellips budou rovny primeéru 2. OT a ohniska podle véty Quetelet-
Dandelinovy vrzenymi stiny bodd nejvyssich a nejnizsich na kouli
vzhledem k priimétnim, Velkou osu sestrojime podle zndémého vztahu

a=\/bTF ¢
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Sestrojiti osu rotaéni plochy kuZelové, kterd jest uriena
vrcholem, jednim bodem na povrchu, te¢nou ptfmkou a odchylkou
povrchovych pfimek od osy.

Prof. Jan Kroupa.

Reseni, Zaslal p. Ant, Koneény, stud. VIL t&, r. v Brng,

Vrcholem V a bodem na povrchu uréena je povrchovd primka
a. Vrcholem V a tecnou primkou urcena je tecnd rovina 7. Od-
chylka povrchové primky od osy budiz ¢«. Osu hledané rotaéni plochy -
kuzelové sestrojime jako prisek dvou geometrickych mist. Geometri-
ckym mistem os rotacnich ploch kuzelovych, které maji spolecny
vrchol V, prochézeji danou povrchovou primkou a, a jichZz povrchové
primky sviraji s osou thel «, je plocha kuzelovd o vrcholu ¥, ose
a a vrcholovém uhlu 2«. Geometrickjm mistem os rota¢nich ploch
kuzelovych, které maji spolecny vrchol ¥V, dotykaji se roviny 7,a
jichz povrchové primky sviraji s osou uhel ¢, je plocha kuzelova
o vrcholu V, ose kolmé k roving z a vrcholovém dhlu 2(R — «).
Povrchové pimky spolecné ob&ma plochim jsou hledané osy. (Pra-
sek dvou rotacnich kuzeld o spolecném vrcholu sestrojime pomocf
koule nebo trojhranu. Kolem vrcholu ¥V opisme kouli o libovolném
poloméru. Tato koule protind ndm prvni kuzel v kruZnici, jez lezi
v roving o a druhy kuzel v kruZnici, jez leZi v roving s, Rovina
prochdzejici vrcholem a. prisec¢nici rovin ¢ a o, obsahuje spolecné
povrchové primky, Nebo fesime trojhran, urdenj tfemi stranami.
Jednou stranou je udhel obou os, druhou a tret! polovieni uhly
vrcholové u kuzeld.)

Jiné regeni. V podstaté zaslal p. Josef Newmann, stud.
VIL. t&, r. v Praze VII,

Dany vrchol ¥ a bod P stanovi povrsku p a tetna ¢t s V
urduje rovinu teénou ¢ hledané plochy kuzelové o vrcholovém thlu
2¢. Osu o tohoto kuzele sestrojime pomoci koule jemu vepsané,
jejiz polomeér zvolme ». Stred S’ této koule musf byti v roving ¢ ||+
ve vzdédlenosti » vedené, dile na rota¢nim vilci, jehoZ osou je po-
vrdka p a polomér » a na rotacnf plose kuZelové o ose p, vrcholu
V a dhlu vrcholovém 2¢. Pronikem této plochy kuzelové se sou-
osou plochou vélcovou jsou dvé kruznice v rovinich g, ¢‘, kolmych
k p a symetr. k vrcholu V. Kruznice tyto protinaji rovinu o ve
stfedech ploch kulovych poloméru r a vepsanych hledanym plochim
kuzelovym. Spojnice jich s vrcholem V jsou osy ploch kuzelovjch,
Resenf palrné& obecn# ctyrznacné, (Zvolime-li rovinu o' ||z ve vzdale-
nosti na ‘strané opacné k ¢ dostdvime tytéz vysledky.)
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4.

Sestrojiti kouli, dotykajicf se dané piimky a dané roviny,
jeZ jsou navzdjem rovnob&iné, zndme-li jeden primér co do
polohy. Tys.

Regeni. Zaslal p. Vdclav Strela, stud. V. tr. realky v Ra-
kovnice.

Uzijme libovolné roviny ¢ kolmé k dané primce ¢ a tudiz
i k dané roviné p. Tecna ¢ promitne se do roviny ¢ jako bod T,
rovina ¢.jako pfimka o‘ a dany primeér p jako prfmka p'. Hledana
koule pak bude miti za pramét kruZnici; jeZ pdjde bodem 7', bude
se dotykati pfimky o' a stfed bude miti na pi{mce p’. [Sestrojent
této kruznice provede se zndmym zplsobem. Bud si najdeme bod
T' soumérny k bodu 7' dle primky p’ a pak jednd se o sestrojeni
kruznice jdouci dvéma body (7', T*) a dotykajicf se dané ptfmky (o)
(na zdkladé mocnosti bodu ke kruznici), anebo si uréime primku g"
soumérnou k prfimce p’ dle primky p’ a pak jde o nalezen{ krui-
nice jdouci jednim bodem (7') a dotjkajici se dvou piimek (o', o’')
(na zikladé homothetie)].

Tyto kruznice budou dvé. Promitneme-li jejich stredy S a '8*
zpét na prameér p, ziskdme stredy S a 'S hledanych kouli.

Uloha jest tudiz dvojznacna.

Mozno téz postupovati pfimo prostorovou homothetif, jak ¢ini
‘p. Karel Fejt, stud. VI. tr. r. v Praze IL

Sestrojime libovolnou kouli, majici stted na p a dotgkajicf se
o. Pak sestrojfme teény ¢ a t''||¢ a lezici v roving r=(f, m)
[m == p, ¢]. Dotyénym .bodtm 7* a T"* t&chto odpovidaji spojenim
s M na ¢ dotyéné body T a 7/ a v priiseku kolmych rovin v bo-
dech t&ch k ¢ vaztycenych a pfimky p obdriime stredy S a 'S hle-
danych ploch kulovych.

5.

Zobraziti rotatni paraboloid, jsou-li dény &tyfi body na
povrchu a podmfinka, %e osa je kolmd k pidorysnd.
Prof. Ant. Nauvrdtil,

Reseni. Zaslal p. Karel Feit, stud. VI tr. r. v Praze IL

Pro paraboloid dény 4 body povrchu 4, B, C, D a podminka,
Ze osa 0 ] =.

Tremi body z danych ctyr, trebas A B, C resp. 4, B, D
urdena jest rovina o resp. o, jez protind paraboloid v elipse e resp.
¢'. Ponévadz vsak osa o | #, promitd se jako kruh prochazeﬁci body
A, B, C resp. A4, B, D, kter§ miizeme tedy stanoviti a uréiti stred
S resp. S
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Hlavni osa elliptického priseku (neb jeji prodlouzeni) je rézno-
béind s osou o a jeito o | w, bude o0, leieti na prvnim primétu
hlavni osy. Prameét hlavni osy h, resp. h,* prochdzi bodem (stredem)
S resp S’ a je kolmy ke stops p,® resp. p,°.

Prisecitk h, s h,’ urcuje o,; tim zndme téZ o,.

Zbyva stanoviti obrys ndrysu. Za tim udcelem sestrojime v né-
kterém z bodu, trebas A tecnu ¢ lezici v roviné @ (resp. o) [¢, je
tecnou k ¢,] a teénu ¢ k prislusné rovnobéice. Teény ty urcujf ro-
vinu teénou v A k paraboloidu a ta protind osu o v bode W,
Vrchol paraboloidu V rozpoluje vzdalenost bodu W od paty kol-
mice z bodu A spusténé na osu o. Ohnisko ur¢i se na zikladé
véty, ze pata kolmice z ohniska spusténé k tecné paraboloidy je na
yrcholové tecné,

Uloha je jednoznacni a vidy moZnd, nelezi-li vsechny body
v téZe roving, neb tfi v jedné primce.

Pozndmka.

Sestrojena-li osa o paraboloidu, jde tu pak jen o werididn,
parabolu to v roving, jdoucf osou o. Otoc¢ime-li dva z danjych bodd
4, I# do této roviny, dostaneme parabolu uréenou osou ¢ a body
A,,, B,. Oznacime-li body symetrické dle osy o 4,°, B, tu yrchol
V paraboly ptli vzdilenost priseciku (o, AO, By") od pruseciku (o,

A, By). V A, sestrojime tecnu na ziklads subtangenty a pak ur¢ime
ohnisko.

¢) Z fysiky.

1.

Jak 1ze pomoci libelly (I. 115, 125) o poloméru kiivosti R
méfiti zrychleni? KdyZz zemékoule obihd elliptickou drdhu kolem
slunce, méni se jeji rychlost dle druhého zdkona Keplerova (I, 93,
99). Bylo by mozno vhodné citlivou libellou stanoviti zrychleni
zemékoule ? K.

Reseni:

Horni sklenénd sténa libelly je ¢dsti povrchu kruhového prstence
o velmi velikém polomeéru krivosti /2. Ozna¢me stied ktivosti pismenou
C. (Jednoduchy obrazec zhotovi si laskavy ¢tenar sém.) Je-li libella
v klidu nebo v rovnomérném pohybu vzhledem k okolnimu povrchu
zemskému, nachdzf se stred vzduchové bublinky v nejvy3sim mist§
libelly, v bodé A4, lezfcim vertikilngé nad C. Spojnice AC, vertikdlni
dold, uddvd smér nejrychlejitho stoupsdni hydrostatického tlaku v ka-
paliné spec. hmoty s (alkohol, éther), jiZ jest libella naplnéna; tlak
ten stoupd o sgdyn, postoupime-li o 1 ¢m nize. Pohybuje-li se libella
podélné na pf. z leva na pravo urychlenim a, vznikd v kapaling hori-

30
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zontalni gradient (t.j. sloupani na jednicku délkovou) tlaku velikosti
sadyn (Cl. § 1, (1))*) a to z prava na levo. Stfed bubliny prejde
v misto B libelly, charakterisované tim, Ze zase spojnice BC uddva
smér nejrychlejstho stoupdni tlaku. Naneseme-li oba gradienty ze
sttedu C' a to sy smérem doll, sa smérem horizontdlnim z prava
na levo, a vytvorime-li dle pravidla o skldddni sil (t. j. soudtem geome-
trickym ¢i vektorovym) gradient vysledny, bude jeho smér uddvati
smér BC. Tak najdeme misto B. Uhel <t BCA = « jest patrné
dan vztahem

p sa _ a

I =5 =" -
Je-li x horizontilnf{ vzddlenost mist B a A, je pro veliké poloméry
R t. j. citlivé libelly dostatecné priblizné

tg o :—.j_j——i{i =2 takze a:gi—_—Const. x.
4 K R

Volice velikd R dostdvame i pro mald urychlenf znacéné vychylky x.
K témuz vysledku dosp&jeme, charakterisujeme-li body 4 a B ja-
kozto mista, v nichZ se rovinny povrch volné kapaliny dotykd kruho:
vého oblouku o stredu C' a polomeéru R.

Nikdo z resitelt nepostrehl, Ze sebe citlivgjsi libellou v nizddny
¢as denni nem@Zeme zméfiti urychleni zemeékoule na jeji draze kolem
slunce. Vseobecnd gravitace piasobi totiZ v tomto pripadé urychlenim
na kaidou hmotnou ¢éastici jak libelly, tak jeji kapaliny, kdezto, jak
z § 1. CL je patrno, vznika sklonéni volného povrchu kapaliny jen
tehdy, kdyz urychlujici sila ptsobi pouze na stdny nidoby, kterymiz
se pfendsi na uzavienou v ni kapalinu.

9

V kapaling jsou vyznaleny proudové trubice tak, Ze jejich
kolmé prifezy jsou vSude obracené imérny rychlosti toku. Rovndz
jsou vyznaleny plochy téhoz rychlostniho potencidlu a to tak,
Ze rychlostni potencidl stoupne o stilou hodnotu, kdyZ piejdeme
od jedné plochy k nésledujici. DokaZte, Ze tyto plochy déli
proudové trubice na utvary bunikovité, které obsahujf vzdy tyz
obnos kinetické: energie.

Resent, jez podal p. Zd. Homk VIII. r. g, na Kril, Vino-
hradech.

Volime-li proudové trubice dostatecné& uzké a rozdily potenciilu
rychlostnfho malé, budou bunkovité utvary miti tvar komolych ku-

.*) Odkazy (CL § 1, (1)) tykaji se ¢lanku prof. Kucery v prvém se-
gite Prilohy, kde citovan jednak paragraf, jednak oboustranné uzdvorkovany
vzorec.
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zellt nebo jehland. Je-li s spec. hmota kapaliny a d vzddlenost dvou
sousednich hladin, jest objem ttvaru elementdrniho g,d, hmota v ném
uzaviend sq,d- a jejl kinetickd energie

—1 31
€19 = 3 8God - V5> =3 5S¢y, . Vo,

kdez g,=3(q, + g,) je strednf prafez elementu a ¢, rychlost kapa-
liny v tomto Fezu. Podobné& jest u jiného elementu

nnpr = 160000y
Dle predpokladu tulohy jest v nestlacitelné kapaling s’ —=s a
q,"v' = q,v, = A. Dosazenim tudiZ e, a1 ==7%8g,0,.v'd".
Jezto vsak dle definice rychlostntho potencidlu yw jest
v d=y,—y; a V' d'=Yny1— Yn
a dle predpokladu ulohy ¢, —y, =yp4.1 =%
je patrno, Ze

ey =tnnts =154,
coZ bylo dokdzati.

3.

Dvé piimkovd a rovnobé&znd virovd vlidkna jsou ve vzdjemné
vzddlenosti d umisténa v nekonetném objemu nestlaéitelné kapalimny.
Virové intensity obou vldken jsou stejné, ale opainého znameni.
Spojime obé vldkna kolmici, prodlouzime ji pfes vldkno druhé,
a ve vzddlenosti 0 od né&ho nakreslime kruh o poloméru R,
takie R* = (d + d) d v roviné na osdch vldken kolmé. Dokazte,
Ze tento kruh je proudovou kiivkou. K.

Regeni:
Oznacdeni délek i uhld jsou patrna z pripojeného obrazce,
v némZ znamenaji 4 a B virovd vldkna stejnych intensit 7 a —34,
(' stred kruhu v tloze definovaného. Rychlosti proudéni v bodé D

jsou (CL § 9, (24))”—:.- a ;;—, a stojf kolmo na AD resp. BD.
1 2

.

Aby kruh byl proudovou kfivkou, musi vyslednd rychlost byti
kolma na polomeru DC, ¢li nesmi miti z4dné slozky ve sméru DC.
Musi tudiz

7@1— sine = %sin(a-{—ﬂ).
Dle vét o trojuhelnfku vsak
0 _ sine 6+d__sin(a+§)
r, ~ siny r, ~  siny
takze dosazenfm musi (:—65 L (dr_!; 9 ) siny=0.
1

b

30*



460

, d
Jezto 9y neni obecné rovno nulle, musi -;—2:

Za r,? a r,? lze dosaditi ze vztaht

r,2=R2%+ 0°— 2R cos y
ry2=R%*4 (d+ 6)*—2R(d+ d)cosy,

takze po kritké redukei plyne, jak bylo dokdzati
Rt=d(d - 9).

Z tohoto vztahu plyne velmi jednoduchd, spodnf poloviel obrazce
zndzornénd konstrukce poloméru R; rozpilime A B a kolem stredu O
nakreslime kruh o poloméru OC. Kolmice BE 1 AB v bods B
(vebo v A) je hledanym polomérem R.

4.

V nekoneéné, nestlatitelné kapalind nachdzf se dublet, to jest
vznik A a zénik B téze vydatnosti ve velmi malé vzfijemné
vzdélenosti. PHmka AB nazyvd. se osou dubletu. Ve sméru,
jenZ 8 ni tvofi dhel & a vzdédlenosti » od sttedu C' dubletu
bod F. DokaZte, Ze slozka rychlosti toku v bod® P, padajici

20 cos 9, kdezto do sméru na P C

do sméru PC Jes§ rovoa ———g3?
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kolmého padd vlozka —U—Slnﬂ , kde s je spec. hmota kapahny,
P 4 7 sr

a ¢ moment dubletu, to jest souém zZ vydatnostl vzniku a vzddle-
nosti A B. . K.
Reseni:

Uloha miize se Fesiti pfimou tdvahou, v niZ se odvolivime na
piipojeny obrazec. Proti vzddlenosti  velmi malou vzdjemnou odlehlost

obou zdroji zveme 2a=AB. Vunik A a zinik zptsobuji v bodé
Q

Tr,%s sméru PB

Cl. § 5, (9)). Vyslednou rychlost ve sméru PC obdrzime jakozto

Q (cosﬂ cos oc)

v, cos 8 — v, cose = s B
Jednd se pouze o upravu tohoto vjrazu vzhledem k tomu, Ze 2a je
velmi nepatrné proti ». Lze tudiZ bez znatelné chyby psiti cosa—=—
=cos3=1. Vztyéime-li kolmici v bodé C na p¥mku /’C' a ozna-
¢ime-li kone¢né jeji body A' a B’ jest patrné dostateéné presné
PC=PA'=PB a
rn=r-+4a.cos% r,=r—a.cosd.

P rychlosti v, = 44%; sméru AP a v, =
a
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Dosadime a zanedbame v druhjch mocnindch téchto dvojclent vy-
razy, v nichz prichdzi a2 uvedeme na spolecného jmenovatele a
mdme

Q 7’4 2arcos®—r®+2arcos & __ 4a Qcos _ 26 cosd
dns rt—4a%?cos? & T dmsrd T dnsrd 7

V=

nebot 4a%%cos 9 ve jmenovateli lze oproti r* zanedbati a moment
dubletu 0=2a. Q. '

Pro vyslednou rychlost ¥ kolmou na P(Cj t.j. ve sméru PD
obdrzime podobné priimétem v, a v, na tento smér

v' =, sin e}, sin ﬂ:ll%s(%?g_i_ 5—2—?)
Za sinusy dosadfme ze vztahii
A'C=a.sin®=r;sine B'C=—a.sin®=r,sing
dostatecn& presné platnych a zanedbdvajice velmi malé veliciny proti
konecnym, obdrzfme

_Qasnd 1 1\ _

"= (ot )=

__ Qasin® r*—3ar?cos & + 4 3arcos & __

T das  (r®+3Bartcos®) (r*—3arcosP)
__ 2aQsindr® __osind

dusr® T dmsrd’

Vypocet lze zna¢né usnadniti, zname-li rychlosti vzbuzené ele-
mentirnim dubletem jednak v prodlouZeni jeho osy, jednak v mi-
stech, leZicich na kolmici uprostfed mezi obéma zdroji na ose du-
bletu vztycené, ¢ili v tak zvanych »polohdch Gaussovych« (srovnej
ucebnice Jenistova resp. Maskova, dfl II. § Intensita magnetického
pole).

Dubletem v I. Gaussové poloze vzhledem k bodu P byl by na
nasem obrdzku dublet C*C", kteryz méj vzddlenost zdroji CC" = 2¢
a vydatnost @. Tento dublet nevzbuzuje proudéni kolmé na PC,
jediné proudénf ve sméru PC o rychlosti

Q 1 1 _ Q zrﬂ_l_gcr__ra_'__gcr—
s ((’— G ) = T 2o 0 2o
dc @ .___ 926

= Aasrs — dnsrd’

kde je psdno za moment dubletu ¢'=2¢c@.
Dubletem v 1l. Gaussové poloze vzhledem P je na obrizku
dublet 4‘’B’, kde oznac¢ime vzdélenost 4‘B'=2b a moment dubletu

!
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2b.Q=—=0c". Tento nevzbuzuje zddnou rychlost ve sméru kolmice
PC | A'B’ a rychlost ve sméru PD | PC rovnou

Q . .
Aoy (sin &t +} sin g3),
jezto dostatecns presns je PA‘= PB’=r. Nyni je presné e=f
a dostatecné presng sin(x:%, takze rychlost vyslednd v PD
lezici jest

Q 2 _2Q __ o

dasy® v dasr3 T dasr®’

Zname-li tyto jednoduché vysledky, miZeme snadnéji resit ulohu
prvotni. »

Abychom obdrzeli pro dublet 4B vyslednou rychlost
rovnobé&inou s PC, mysleme si vedle vzniku 4 a ziniku B
o vydatnosti ) jesté vznik a zdnik téZe vydatnosti v bodé C, kde
AC' | PC a podobng vznik a zanik v C*, kde BC" | PC. Jest
to dovoleno, jezto patrné vydatnost zdroj& téch v C' a C* se rovnd
@ — @=0 a na rychlostech proudéni se tim nic neméni. Nynf
kombinujeme nagich $est zdroja v dublety AC" a BC“, které jsouce
vzhledem P v 1I. poloze Gaussové neddvaji zddnou rychlost v P(C.
Zbyvajici dublet ('C* davé rychlost vyslednou (I. Gauss. poloha)

26’ 4eQ) __4aQcos? 2o cosd

U= Znsrd Znsr®  dmsr®  Adasrd

jezto dle konstrukce CC'=C("—=c¢= CBcos9=acos .

Stejné snadno obdrzime rychlost kolmou na PC, pripojime-li
k zdrojim A a B dva vzniky a dva zdniky, vidy vznik a zdnik
v bodech 4’ a B’‘, Téchto $est zdroji kombinujeme v dublety 44’
a BB, které jsouce v 1. Gauss. poloze vzhledem k P neddvaji rych-
losti kolmé na PC a dublet A’B‘, ktery jsa v poloze II, davd
rychlost

L, 6" 20Q _ 2aQsin¥__osind
T Aasrd T AnsrdT Ansrd T Amsrd’
nebot patrné

b= A'C = CB'= a sin 9.
Jezto zdroj vydatnosti ¢ piisobi ve vzdalenosti r rychlost

Q 1
dns oy

kdezto magneticky nebo elektricky pol o naboji w v téze vzddlenosti
intensitu pole (t. j. sflu na jednicku magnetického nebo elektrického
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m . " . e
mnozstvi) Si0 @ jezto i rychlost v pripadé prvém i intensita pole

v druhém jsou vektory téhoZz sméru, je patrno, Ze nds vypocet Fesi
také obecnou tlohu magnetického dubletu (¢ili t. zv. elementirniho
Q
dns
bojem m a slovo vysledna rychlost ndzvem vysledné pole. Z velmi
jednoduchého resenf obecného pripadu pomoci Gaussovjch poloh je

patrno, pro¢ byly vibec zavedeny.

magnetu) nebo elekirického dubletu, nahradime-li prosté na-

5.

Linedrni zdroj sestdvi ze spojité fady zdroji bodovych,
v piimku sestavenych. Jeho vydatnosti ¢ nazjvime mnoZstvi
za sekundu v jednice délkové vznikajici kapaliny. Dokaite, Ze

ve vzddlenosti r nastdvd rychlost toku —E—-
27w sr K.

Reseni.

Vzhledem k symetrii jest patrno, Ze kfivkami proudovymi jsou
pfimky z linedrného zdroje na vsechny strany vedené a na zdroji
kolmé, Plochy stejného potenciglu ¢ili hladiny maji dle toho tvar
souosfch viled, jichz osou je zdroj. Jsout tyto vdlce také  obalkami“
neboli obalujicimi plochami kouli stejnych poloméri, jez jsou hladi-
nami bodovych zdrojd, tvoficich zdroj linedrny.

Mysleme si hladinu, vilec poloméru r, omezeny dvéma rovin-
nfmi na ose kolmymi rovinami ve vzijemné vzddlenosti a. Jeho
plastém povrchu 2zra vystupuje v jednidce Gasové veskerd kapalina

hmoty Qa t. j. objemu %—C-E, kterou zdroj z délky a v témi case

vydal. Jsout zikladny vytvofeny samymi primkami proudovymi, nevy-
stupuje tedy jimi kapalina Zddna.

Sekundovy objem kapaliny plosnou jednickou plisté vélcového
kolmo vystupujici, ktery se rovnd numericky rychlosti kapaliny, jest

tudiZ roven
Qa 1 @
s " 2mra” 2ars’

jak bylo dokazati, .

Také tento problém md analogon elektrické (resp. magnetické,
viz predchozi dlohu). D4 se netézko dokazati, ze velmi tenky véleée}i
vodivy pokryty na kazdé jednotce délkové ndbojem m vzbuzuje radi-
4lni intensitu pole danou vyrazem Qﬂ, takZe zase Eg?s jest za-

r

stoupeno nébbj em o,
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Vzhledem k formalni totoZnosti zikona Coulombova a Newto-

nova zikona o vSeobecné atrakci hmot, je vjraz — také silou, kte-
r

rou pritahuje teninkietyé o hmot& m na jednicce délkové, jednicku
hmotnou ve vzdilenosti 7.

6.

Dva line4rni zdroje vydatnosti 4+ @ a — ¢ rovnobéZné
a ve vzdédlenosti 0 tvofi linedrni dublet momentu o, = Q.
Dokazte, Ze ve vzdalenosti », tvoiici s osou dubletu tdhel & je

cfYd &
radidlni slozka toku rovna %}c—:—:r—z-, kdezto slozka kolmd na nf
1
¢ % sin &
2w sr?” K.
Resent.

Pouzijeme vysledku tlohy ., a methody ulohy 4., jakoZ i obrdzku
k ni pripojeného, v némz znac¢i A a B stopy linedrnich zdroja kol-
mych na roviné papiru. VySetfime nejprve pulohy Gaussovy,

I. U lineirného dubletu C‘C* je rychlost | PC rovna nule,
a rychlost || PC

Q( 1 1 )____Q_r—}—c—r—l—c_%c@_ ¢'

Qas\lr —¢ r4+c) 2as rt —c¢* T 2z srt T 2z srt’

II. U dubletu A’B’ je rychlost || PC rovna nulle, rychlost
1 PC pak

2”sr(smoé-i-smﬂ) a=2f sine=— b

tedy rychlost
20Q __ o

Qnsrt = 2msrt’

Pripad obecny fesime zase, myslice si v jistjch mistech line-
4rné zdroje soucasné vydatnosti ¢ i — @. Pro rychlost || PC jsou
to mista ¢' a (". Zdroje kombinujeme v dublety AC' a C"B,
které nezpdsobuji rychlost zddaného sméru a dublet C“C* v 1. Gaus-
sové poloze, ktery pisobi rychlost

6  20Q __2aQcos P __ g, cos &
T QasrtT 2srT 2msrt T 2asr?’
nebot
2aQ = 0Q = o,.

Slozka kolma na PC najde se pomoci dublett 44’ a BB,
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jez j{ nemaji a zbyvajiciho A’B' v Il. Gaussové poloze, jakoito
o — ¢" — QbQ_ZQaQ sin a‘)z 7, sin 1"}
2 sr® ™ 2m s 2 sr® 2 srt
Analogie elektrické jsou patrny., Predstavy sil ubyvajicich do
dilky s prvou mocninou vzddlenosti uZivi se v nauce o ,logarith-
mickém potencidlu®, jenz jest dalezitou pro theorii funkef komplexni
" proménné,

1.

Kapalina spec. hmoty s tefe stejnomérnou rovnou trubict
a ztrdef ndsledkem vniténiho tfeni mnoZstvi £ energie na jednitku
objemu pii prob&hnuti jednitky délkové. Jaky musi byti sklon
trubice k horizontdle, aby tlak kapaliny byl podél celé trubice
staly ? K.

Reseni, jez podal p. Zd. Hordk z VI r. g. na Krél, Vino-
hradech.
Dle rovnice (25) § 10. Cldnku, jest vyraz

9a%; (P + 38295) — @10 (41 + 35,03
roven sekundovému zisku energie uvnitf kusu trubice délky ! mezi
pritezy ¢, a g,. '

Dle podminek udlohy vsak maji prarez trubice, spec. hmota ka-
paliny i jeji tlak a rychlost byti vude stejné, takZe levd strana rov-
nice (25, je rovna nule. Sloupec kapaliny délky [ ztrdci viak za
vtetinu nésledkem vnitfniho tfeni mnoZstvi energie Egl . v; tato
ztrata musf se hraditi gravita¢ni praci, kteraZ, jeZto kapalina nezi-
skdvd na zivé sfle (v — stdlé!) a za sekundu klesla z v§se v.sin ',
jest ddna vahou kapaliny ¢lsg ndsobenou klesnutim o sin a. @ jest
thel sklonu trubice k horizontile. Odtud rovnice

Eqlv = qlsg . v sina
cili
sin ¢ = —,

sg
8

Paprsek kapaliny dopadd rychlosti ¢+ na rovinnou plochu
a kapalina roztékd se po dopadu tangencidlng po plofe. Dokaite,
Ze sfla, kterou pilisobf paprsek na plochu, je squv?, kde ¢ je prifez
paprsku, s spec. hmota kapaliny. M4 sqv? v§znam tlaku? K,

Reseni.

Za kazdou vterinu dopadd na rovinnou plochu hmota squ, kterd
ztrdei slozku své rychlosti kolmou k roviné. Sila, kterou pusobi, jest
dle Newtopovy zdsady rovna zméné hybnosti ve vtefine cili vyrazu sqv.
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Chceme-li uvazovati uplnéji, mazeme postupovati takto (p. Zd.
Hordfk z VIIL r. g. Vinohrady): Paprsek dopadajici kapaliny lze po-
vaZovati za proudovou trubici, v niZ sfla plsobfci ve sméru pohybu
jest dle § 14. Cl. rovna ¢(p + sv?). Kapalina, jeZ paprsek tvoti,
pohybuje se pouze ve sméru rychlosti ». To je moZno jen tehdy,
kdyz vnitrni tlak kapaliny jest roven tlaku okolniho prostredf, t. j.
tlaku atmosférickému P, cili jelli p =— P.

V misté dopadovém zamezuje dopadajici paprsek pristup tlaku
atmosférickému, takze v tomto misté jest sila plsobici na rovinu od

paprsku rovna
g (P + svt) — Pg = sqv*

Tento vysledek ddvd silu ptsobici na onu ¢dst rovinné plochy,
na niZz existuje pravé jesté néjaka k roving normalni slozka z pi-
vodni rychlosti v, kde tedy jest& neni tok po roviné dokonale tangen-
cialnf. Jest to séla, nikoli tlak, kterym vidy rozumime silu na jed-
nicku plosnou.

9.

Rychlikové lokomotivy pro dlouhé traté mohou plniti své
vodni nddrZe mezi jizdou pomoci ndsledujictho zaiizeni. NéadrZ
jest opattena vertikdlni trubici, kterd d4 se spustiti tak, ze zasahd
do dlouhého reservoiru vodniho umisténého mezi kolejemi. Spodni
konec trubice jest ohnut v pravém dhlu. takZe horizontalnim
ramenem se pohybuje proti vod& v reservoiru. Je-li horni konec
trubice ve vy8i/ nad hladinou vody vreservoiru a je-lirychlost loko-
motivy ¥, s jakou rychlosti potete voda do niddrZe na lokomo-
tivé, zanedbdme-li vnitini tfenf?

Pokyn k feSenf: Udélme v mySlenkich lokomotivé i reser-
voiru spole¢nou rychlost — V. K.

Reseni, jez zaslal p. Zd. Hordk z VIII. r. g. na Krdl, Vino-
hradech.

Udé¢lime-li v myslenkdch i lokomotivé i reservoiru spole¢nou
rychlost — ¥V, bude lokomotiva v klidu, a voda v reservoiru bude
vstupovati do trubice rychlost{ V. Vstoupi-i do ni s grammi vody,
jest jeji kinetickd energie Im¥V*® Toto mnoistvi energie kinetické
podrzi voda bez jakékoli ztraty (jezto vnitini tfeni zanedbdvame) az
do vystupu do vyse okolni hladiny vodni v reservoiru, nebot tam
dostoup! dle zdkona o spojitych niddobdch. Potom pohybuje se po-
hybem rovnomérné zpozdénym, aZ ve vysi h zbude ji rychlost v,
kterou viékd do nddrze. Dle zdikona o zachovdni energie jest

' 3mvt = ymV%— mgh
¢ili hledand rychlost

v=\7*—2h.
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K stejnemu vysledku vede nis [Cl. § 10, (25)] vztah
4%, (D3 + §5303) — @0, (P, + §5,v3) = sekundovy zisk energie,
dosadime-li za rychlost pri vstupu v, = V, pri vystupu v, = v, za
prittez trubice g, = @, pri vjstupu g, = g, dile u nestlacitelné
kapaliny s, == s, == s a V@ = vq. Tlak p, u vystupu jest patrné
roven tlaku atmosférickému P, tlak pri vstupu v hloubce H pod
hladinou reservoiru pak P - gsH. Voda zvedla se v trubici o vysku
h 4+ H, takie nabyla na ucet své vlastni energie, energie gravitacnf
velikosti za vtefinu qvsg(h -+ H). Tento vyraz se znamenim zipor-
nym tvori tedy pravou stranu rovnice. Z toho kricenim jako drive

v = V* — 2gh.

10.

Jak dlouho bude trvati, neZ se naplni nadrz objemu 10 hek-
tolitrd na lokomotivé ujizdéjici rychlosti 60 km za hodinu trubict
priméru 10 ¢m, je-li jeji hornf ustf ve vy&i 250 ¢m pad hladinou
vody v reservoiru a je-li energie zmafend v trubici ve tvar tepla
rovna '/, prdce vykonané pfi zveddni vody. K.

Resenf, jez zaslal p, K. Karl ze Vlla r. na Vinohradech.

Oproti tloze predchozi jest vziti v pocet ztritu energie pri
prichodu vody trubici. Nejsndze stane se tak, kdyz uvdiime, ze dle
numerického data rovnd se tato ztrita !/, prdce pri zveddni vody,
to znamend, Ze kdyby ztrity energie nebylo, dostala by se idedlnf
kapalina nejen do vj3e A, nybrz do vyse o tretinu vétsi t. j. Lh.

Tim je FeSeni ddno, nebot potrebujeme pouze vypocisti v z da-
ného V dle vzorce

vP=V*—29.%h
a déliti dany objem nddrze sekundovym mnozZstvim vody, kteréz se
rovni
v.q = tond®
Pri dosazovdnf{ numerickych hodnot dluzno presné db4ti, abychom
uzfvali bezvyjimecné jediného systému jednicek, na pr. systému abso-
lutntho, a psati dle toho

V = 60 km/sec = 10000 ¢op/sec = 1667 cmysec.
g = 980 cm/sec?, +h = 180 cm,
z toho .

v= 1436 cm/sec. »
q=1.314.100cm?*
objem nadrze — 10 hl = 107 em3.
Vysledkem plyne pro dobu plnéni z — 8:857 sekund Reser-
voir musil by byti dle toho délky nejméné

Ve = 14770 em — 147 m.
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F. Roch, VI. r. v Uh. Brodg,
d. 1—4,
Jiri Rychly, VII. r. v Mor. Ostrave,
d, 1—5.
Eugen Rz’man, abs. g. v Opavs,
m. 1, 4,6, 7, 13, 18,
Jan Smichous, VIl. g. v Praze II. v Resslové ul,
m. 3, 13, 18, 19,
V. Srba, VIIIL g. v Praze II. v Resslové ul,
m. 2, 3, 4, 8, 9, 13, 18, 19.
Vdclav St¥ela, V. r. v Rakovnice,
m. 1, 3—6, 8, 9, 10, 13, 14, 16—20, d. 1—5,
Viclav Sifalda, VIII. r. g. v Praze v Kremencové ul.,
m. 1, 3, 4, 6—11, 13—15, 17—20.
Theodor sz’d, VIL r. ve Velkém Mezireci,
m 1,3, 4, 6,8 9,19, d. 1, 3, 4, 5.
Josef Ur‘idz'l, VII. r. v Rakovnice,
d. 1—5. '
A. Vokurka, v Plzni,
d 1-4
Alois Vrba, stud. z Ktince u Nymburka,
d. 1, 2, 4.



III

Udéleni cen.

Redakce uloh, pfihliZejic nejen k poctu, ale i k jakosti reseni,
piisoudila témto fesitelim ceny, vypsané vyborem »Jednoty ceskych
mathematikd a fysikiie:

Z mathematiky:
Ceny prvni: :
p. J. Faus, stud. VII. tf. r. v Pardubicich,
. Frant. Kotdn, stud. II. r. pedagogia v Pribrami,
. Frant. Jerdbek, stud. VIII. tf. g. v Kromé&rfzi,
. Vdclav Strela, stud. V. tf, r. v Rakovnice,

. Viclav Sifalda, stud. VIIL tf. r. g. v Praze, v Kremen-
cové ul.

== R =]

Mimo to obdrzi p. J. Faus a p. Sifalda spis: Studnicka, Uvod
do nauky o determinantech (Sbornik, sv. IL.).

Ceny druhé:

. Frant. Bukovsky, stud. VIIa. tf. g. v Praze Ill,

. Eduard Burianek, jednor. dobrov.,

. V. Kulda, stud. VIla. t&, r. na Kral, Vinohradech,
. Jaroslav Mrkos, stud. Vib, ti. g. v Praze Ill,

V. Pricha, stud. VII. tf. r. g. v Berouné.

T T T T T

Ceny treti:

Karel Fejt, stud. VI. t&. r. v Praze, v Jetné ul.,,
Jan Chvdtal, stud. VII, t¥, r. v Praze III.,

Jiré Klapka, stud, VIL. t¥. r. v Kostelci n. Orl.,
Karel Lerl, stud. VIIL. tf. r. v Lounech,

V. Srba, stud. VII. tr. g. v Praze IL., v Resslové ul.,
Theodor Smid, stud. VIL tf. r. ve Velkém Mezitci.

TT YT YT

Z deskriptivni geometrie:

J. Faus, stud. VII. tF. r. v Pardubicich, jednor. dobrov.,
Karel Fejt, stud. VI. tr. r. v Praze, v Je¢né ul,
. Vaclav Strela, stud. V. tf. r. v Rakovnice,

Vaclav Sifalda, stud, VI tf. r. g. v Praze, v Kiemen-
cové ul,

® o B T
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Z fysiky:

Cenu (knihy Libického, Strouhala a Safafika) obdrzi :

p. Fr. Broufek, stud. VIH. r. v Praze HL
p. Zd. Hordk, stud. VIIL. r. g. na Kral, Vinohradech.
p. K. Karl, stad. Vila L. r. na Kral. Vinohradech.

Mimo to obdrzf p. Zd. Hordk spis: Kold¢ek, Hydrodynamika.
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