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T

kdez A jest mechanicky aequivalent tepla, v pfipadé druhém

W,
takze rozdil obou uddvd mnoZstvl tepla, jeZ teplotu ozdiené
vétve zvySi o tyz pocet stupid, jako dopadajfci radiace, jest
tedy ji roven.

Touto methodou na$el Kurlbaum pro rozdil emissni mo-
butnosti télesa ¢erného pii temperatue 100° a 0° hodnotu

cal

sec cm"

By — By = 001763

takze kazdy cm® télesa absolutné &Ecrného temperatury 100°C
vyzatuje proti éernému télesu temperatury (°C za 1 sekundu
001763 kalorii. V mechanické mfie mdme

By — B, =131.10° 2L Wait
¢ cm*
Konstanta zdkonu Stefanova jest dle toho
— Fmo - Eo —11- erg .
7= 373t —uige 131 em? (stup. Cel.)?’
Ulohy.
Regen{ uloh.-
Uloha 1.
Reste soustavu rovnic :
w+w@+w-z
+2) y+v) =u,
(x+v) (y +2) =,
xyw = o?,

obecné 1 zvldst pro IzodnotJ A= 16'2, w =152, v = 140, ¢ = 30.
Dr. Marian Haas, - .
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Resent. (Zaslal p. R. Kudera, stud. reilky v Hofe Kutné.)
Rozndsobenim a nileZitym seskupenim dostaneme z prvych
tif rovnic
(@24 yv) + (y2 + 20) = 4,
(zy + )+ (y2 +av) =g,
(@y + av) + (x2 + yv) = ».
Resfme-li tyto tfi rovnice podle &isel nachdzejicich se
v jednotlivych zdvorkdch, obdrZ{me

2y 4w = (—ht )=,
a:z—}—yv:%(l—yﬁ»v)::.u',

xv—{—yz:—%—(l—}—y——-v):v’.

Od prvnf z téchto rovnic povySené na Etverec odetteme
posledni z rovnic danych ndsobenou 4; zjedndme si timto zptisobem

2

xy — v = YV — 4a2.
Polozme pro strucnost

AP —4et =1, w?— 46 =m, v’ 2 —46? = n.
Dostaneme pak ihned
2y = ¥ V1, 2w =¥ — VI
a zcela podobng
9zz = ' + \m, Quv = w — Ym,

2zv = v' 4 n, 2yz —=v' — \n.-

Z téchto rovnic zndsobenim vhodn& volenych dostaneme
8x%yzv, ponévadi vak zxyzv — 6%, mdme ihned vyraz pro »?
a zcela stejné dostaneme i daldi vyrazy pro y? 2% ¢ Mdme
tak tyto vysledky

8% = (¥ + V)’ + Ym)(v’ 4 V),

8%y = (¥ + YD)(w — Ym)(v’ — V),

80% = (¥ — VI)(w + Ym)@’ — Yn),

8o = (W — V)’ — Ym)(’ -+ V).
Odmocniny Y7, Ym, Vn jsou na sobé nezivislé a mizeme
pfisouditi kazdé z nich, kteroukoliv z obou hodnot znaménkem
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se lisicich v téchto vSech vyrazech. Tim dostaneme 8 soustav
feSenf pro x?% y% 22 % Odmocnénim zjedndme si hodnoty pro
Z, ¥, 2, v. Av8ak tu jenom v jedné jest znaménko libovolné,
na pf. u z; nebot zvolfme-li za tuto nezndémou nékterou hodnotu
j{ pFi urditych znaménkdch pro Y7, Ym, Yn ptislusnou, jsou'
ostatnf{ nezndmé jednoznaéné nahofe uvedenymi rovnicemi pro
souiny zy, xz,.... stanoveny. Jest tedy celkem Sestndct sou-
stav hodnot, jeZz dosazeny byv3e za z, ¥, 2, », rovnicim danym
hovi. Pfi danych zvldstnich hodnotdch jsou dvé z téchto soustav
ddny témito ¢isly

I. =15, y =3, 2 =4, v=—=>5;

II. =6, y="TY, 2=10, v=2,

Uloha 2.
Reste soustavu rovnic
2y + 2v =4,
xz +yv = g,
v+ yz =,

x+y+z+4v=2s;

obecné a zvldst pro hodnoty A — 111, y =84, v = 76, s = 14.
Dr. M. Haas.

Reseni. (Zaslal p. Zivansky Viad., stud, gymn. v Brné.)
Settenfm prvnich dvou rovnic dostaneme po jednoduché
tipravé x+v).(y+2) =21+ p.
Mimo to jest dle poslednf rovnice
(+v)+ (Y +2) =2s.

Resenim tachto dvou rovnic zndmym zpiisobem nabyvime
xto=s4V¥—21—upu,
yFe=s—Ys*—i—up.

Zavedeme-li je8t& pro strutnost oznatenf

st—A—p=c, s?—A—v=0 s?—pu—v=—a,

miizeme psiti tyto vysledky, jakoz i daldf, jez stejnym zpiisobem
odvodfme, takto
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rtv=s5+ Ve y+e=s— Ve
v+ z2=s+Yb y+v=s—V\b,
g+ y=s+Va, ¢+v=s-Ya.

7 téchto rovnic pak snadno dostdvime
1 — =
z= s+ Va Vo5 Vel
1 — - _
y=5ls+Va—Vo—Vc,

= [s—Va+ Vo — Vel
v=gs—Va - Vo4Vl

Za kazdou z odmocnin Va, Vb, V¢ miieme dosaditi

v téchto vysledefch kteroukoliv z obou hodnot znaménkem se

lisfcich a mdme tak v celku 8 soustav rdznych pro z, y, 2, v,
jez dosazeny byvSe do danych rovnic, je identicky spliuji.

Ve zvldStnfm ptipadé jsou dvé z téchto soustav

. z=12 y =28, z2=0D0H, . v=23;
II. z=2, Yy = 6, z2=09, v =11.

Uloha 3.

Radu zvanou Fibonaccioru
0,1, 1,2, 3, 5,........
jejis kasdy élen rovnd se souctu dvow bezprostiedné predchdzeji-
cich, lze obdrieti scitdnim stejnolehlyjch Clens dvou rad geometri-
ckych. Vyjadiiti na zdkladé tom obecny clem této vady a soudet
proych n Clends, jakoZ i dokdzati wvedenou vlastnost rady.
Prof. Ant. Sgkora.

Refeni. (Zaslal p. J. Paprok, stud. gymn. v Mistku).

Pouzijeme ihned vlastnosti, jiz mime obecnd dokdzat a jeZ
p¥i prvnich ¢lenech fady 0, 1,1,2,3,5,... jest skutené splnéna,
ze kazdy tlen fady jest rovny souttu dvou bezprosttednd pied-
chézejicich, ku vypoctu kvocientd hledanych geometrickych Fad,
¢imZ jednak se vfpotet zjednodudf, jednak budeme zbaveni
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zvlidtniho dokazovdn{ zmfnéné vlastnosti. BudteZ g,, ¢, kvo-
cienty obou fad, u, n-ty ¢len fady Fibonacciovy, pak jest
Un — alQ’II + a292 I
a mimo to Un + Un—1 = Unp1,
aneby jinak
a9t + a,0% + 4,77 + a.077 = a, g1t - a.91 1,
a‘qun—l[q‘;’ —q — l] - azQz—l(Q‘:: —q, — 1)

Této rovnici md byti vyhovéno pti kazdém celistvém n > 0.
AvSak to jest moZno jenom tehdy, kdyZ bud ¢, = ¢,, coZ vSak
v naSem piipadu neni, nebot pak by fada dand byla geometricka,
anebo’) a,(¢} —q¢, — 1) =0, a,(gi—g, —1)=0.

Avsak i ptipad a, =0, aneby a, =0 jest vylouéiti, jak ihned
patrno a jsou tedy ¢,, g, dva ri#zné kofeny rovnice
22—z —1=0.

Na pfi. ql—’:l_——gﬁ’ 9, :1_:[\/—5
Ku urceni ¢, a a, pak mame rovnice
4, +a, =0,
aq, + Gy = 1
alz-%, a“:-——l;.
V5 : )

Méme tudiz pro n-ty ¢len Fady Fibonacciovy tento vysledek

V.o R LG4 VB — (L —VD)"].

Up = —

Uloha 4.

Jest sestrojiti trojihelntk ABC, ddny-li jsou stred I strany
AB, vrchol C a prisecik vysek V.
Prof. J. Schimek.
Reseni prvé. (Zaslal p. Br. Cech stud. redlky v Novém
Mésté na Mor.)
Z danych Cdsti sestrojfme snadno \yéku CD a pumku,

') Jestlize jest rovnice Az — By =0 spluéna pro dvé rizné soustavy
hodnot jednak pro z=u=,, y=gy,, jednak pro x ==,, y —=y,, tu budto
Yy — %gy, = 0, anebo A—=0, B=0..
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na které jest strana AB. Kdybychom vedli vrcholy trojihelnfka
ABC rovnobézky s prot&jSfmi stranami, obdrzeli bychom po-
dobny trojihelnfk A’B’C’; tohoto trojihelnfka uzijeme ku sestrojen{
trojah. ABC. Poloha pfimky, na které jest 4A’B’, jest zndma,
(prochdzf bodem C, A’B’|| BA); priseitk vySek V v hledaném
trojihelniku jest stiedem opsaného kruhu v trojahelniku 4’B’C,
nebot vysky trojihelnika ABC jsou, jak snadno nahlédnouti,
symmetrdlami stran trojibelnika A'B’C’. TéZnice CC’ trojuhel-
nika A’B’C’ splyvd co do polohy s téZnici CP a délka jeji jest
CC' =2.CP (ihloptitka OC' v rovnobéiniku CAC’B prochdzi
rozpolovacim bodem P uhlopiicky AB a jest touto v bodé P
pilena). Z této uvahy vyplyva tato konstrukce: Vedme CN || AB;
spojme C's P, prodluZme a nanesme PC' = CP; z bodu V
polomérem VC’ opiSme kruh. Kde ndm tento kruh protne CN
jsou body 4’, B’. Primky B’C’, A’C’ protinaji piimku, na které
jest strana AB v bodech 4, B,

ReSenf druhé. (Zaslal p. V. Trkal, stud. gymn. ve
. Vys. Myté.)

Spojfme-li stfed 7 s vrcholem C; obdrzime téZnici. Téziste 7'
najdeme, rozdslime-li dsetku CP bodem 7'v poméru CT: TP=2:1.
Spojime-li pak prisetik vySek V s téZiStém 7, mdme pifmku
Eulerovu. Stfed O kruzZnice opsané hledanému trojihelniku jest
ddn pomérem VT':TO=2:1. Polomérem OC opiSeme kruznici
a bodem P vedeme kolmici k vysce VC, ¢im% nabyvéme pri-
setiki 4, B, této piimky — na které leif jedna strana troj-
thelnika — 8 kruZnicf. Jsou to zbyvajici vrcholy trojihelnfka.

"Refeni ttetf. (Zaslal p. R. Kudera, stud. redlky v Kutné
Hote.) '

Necht a, b, c znati vrcholy Zadaného trojahelnfka a o', ¥, ¢/,
paty pHsluSnych vydek; stied strany ab budiz s. Bod &’ jest
na kruznici K, jejimz priimérem jest cv a vedle toho také na
kruZnici G t. zv. kruZnici deviti bodd, t. j. kruznici, jez prochdzf
stfedy vS8ech stran, patami vysek a stfedy tsecek e, bv, av.
- Tato kruZnice jest v naSem pkipadé uréena bodem ¢’, s a stfedem
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¢ tUsedky cv. Prisetiky kruznic K a G jsou patami a’ a ¥’
vySek Zidaného trojihelnfka.

Regeni ttvrté. (Zaslal tyz.)

Vedeme-li bodem s ke kruZnici K teény, dostaneme hledané
body a’ a b jakoito pifsluné body tetné. To bude dokdzéno,
jakmile dokdZeme, 7e 3T ob’'s = R.

3 sb’b = I sbb’, nebof b’ lezf na kruznici zffzené na priméru ab;
Y eb'c = I b'ca = I sbb’, nebof ramena uhld &’ce, sbb’ jsou
na sebe kolmd; tedy I sb’d = 3T eb’c a proto 3 ab’'s = R.

Uloha 5.

© V trojuhelnilu riznostranném spustény jsou vysky AA’,
BB, CC" a useky stran BA’, A'C, CB’, B’A, AC’, C'B ozna-
éeny a,, ay, by, b,, ¢,, ¢,. Ustanovitsi pomoci uhld pivodniho
trojuhelnika whly trojuhelnika o strandch |a, — a,|, |b, — b, ]|,
¢, — G |- (Pri tvoreni rozdiliy jest brdti aretel ma sméry jednot-
livych délek.)

r

Resenf. (Zaslal p. M. Seifert, stud. redlky v Karling.)

Pro kratkost oznaime strany nového trojihelnfka
o =|a,—ay|, b =6 —b,|, ¢=le—e|
a jeho thly dle obvyklého zpidsobu o', #, 9.

Jsou-li Ghly pivodnfho trojihelnika e, 8, », jest a, = ¢ cos 8,
a,=bcosy, b, —=acosy, b,—=ccose, ¢, —=bcose, c,=acosp,
z tehoz a’ = |ccosf —bcosy|, ¥ =|acosy —ccose],
¢ =|bcosa—acosf|

Dle véty sinusové jest a —2rsine, b=2rsinf, ¢ = 2rsiny.

Pak jest po krdtké tpravé o’ —=2r|sin(y —f)|, & =
2r|sin(e—yp)|, ¢ =2r|sin(f—a)l.

Jezto sinus méni znaménko s argumentem, lze pséti
| sin (y — B) | =sin |y — B| a podobné.

Dle véty sinusové obdrifme

a’:b :¢ =sin e :sinp :siny,
aviak dle hofejSich vztahl jest
a@:b:¢ =sin|y—B|:sin|e—y|:sin|f—a]
a tudiz . '
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sina’:sin B’ :siny’ =sin|y — B|:sin|e —y[:sin|f —al.

Témito (dvéma) rovnicemi a rovnicf

A f Ay =n
jsou 1hly trojihelnfka jednoznaéné uréeny, jak zndmo, Abychom
vSak néjaké urtité uddni o dhlech «’, f’, »* mohli utiniti, jest
tteba uéiniti ne&které predpoklady o vzdjemné velikosti ubli
trojihelnika daného «, 8, y. Zavedme na p. pfi daném troj-
ihelnfku oznaéeni takovs, aby ¢ <<p<<yp. Pak thly, které
jediné hofejsfm tfem rovnicim hovi, jsou

“«=y—p, PF=xt@—y), V=F—-u

Uloha 6.

Hranami pravidelného Ctyrsténu ved roviny tak, aby ob-

mezovaly krychli, a stanov jeji hranw.
Prof. Ant. Sjkora.

Redeni. (Zaslal p. K. Kofrdnek, stud. gymn. v Tiebiti.)

Hrany daného &tyrsténu pravidelného nemohou byti na
sténdch hledané krychle nic jiného nez uhlopiicky jednotlivych
stén. Jsou tudiz stény krychle prochézejici hranou jednon rovno-
bézny s protilehlou hranou étyrsténu, &fmz poloha stén stanovena
a sestrojeni provede se zndmym zpisobem.

Je-li hrana é&tyrsténu a, jest hrana krychle %a V2.

Uloha 7.

Dokdzati jest, Z¢ viecky trojuhelniky vepsané do jedné a téZe

vyey

. ‘ Dr. M. Haas.
Refeni. (Zaslal p. V. Trkal, stud. gymn. ve Vys. Myte.)

1. V ellipse zvolme si dva sdruzené prdméry, z nichz
jeden jest 2a,, druhy 2b,. Na priméru 2b, budiz téZuice troj-
thelnika. Rozpdlime-li polomér b, a vedeme-li tfmto bodem
tétivu, rovnobéznou s-primérem 2a,, bude tato tetiva zdkladnou
trojihelnika dlohy. Rovnice ellipsy jest bz} -4 aly! = alb:

171

2 tehol z,= VBT y7, a dosadime-li , =2 (addlenost
1
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stredu zdkladny od téZiste), jest », = 321-\@ . Tim nasli jsme

délku poloviéni zdkladny. Obsah trojahelnfka jest 4 =
o 3 w e .

g—b, .%\/3. sm«p:zalbl V3 sin @, kdez ¢ jest thel obou

sdruZenych primérd. PonévadZ jest a,b, sin ¢ = ab = const.,

jest té% konstantni 4 — i—ab V3.

2. MiZeme vS8ak jesté jinak pomoci geometrie analytické
provésti dikaz.

2 2
Rovnici ellipsy %; —+ 3—/-; =1

miZeme nahraditi rovnicemi dvéma

x=acos?, y="bsint,
kde ¢ jest proménlivy parametr, (riznym boddm na ellipse od-
povidajf rizné parametry). Nebof vylouéenim parametri # dostd-
vime ihned plvodni rovnici ellipsy.

Budtez A(z,, y,), B(x,, ¥,), C(z,, y,) tii vrcholy troj-
ihelnika, lezici na ellipse; nechf tézisté tohoto trojihelnika
jest ve stFedu ellipsy (v pocdtku soutadnic). Pak jest

xl + mz + 003 = 0’
Y+ ¥+ =0.

Z téchto dvou rovnic mizZeme vypocsti ,, y, a hodnoty
tak vypoétené dosaditi do vzorce pro plochu trojihelnika ABC;
dostaneme tuto plochu vyjadfenou pomoci z,, y,; #,, ¥,. Zcela
podobné miZeme tuto plochu vyjadfiti pomocf soufadnic bodi
A a B anebo koneéné pomoci soutadnic bodi B a C.

Dostaneme tak, oznatime-li tuto plochu 4, tyto vysledky
po zcela snadném poctu ’ '

9 ,
3 A =Yy — oY, = LYYy — XYy = LglYy — £,Y5 -

Necht odpovidajf bodim 4, B, C na ellipse parametry
ty, t,, t; pak jest x —acos? , y, =bsin?,, x,=—acost,,
a t. d. Dosadime-li do poslednich rovnic mdme

9 . :

.gdzammaf—m:uw@ug—gkzwﬁma—%LZ

z tehoz  sin (f, —¢,) = sin (¢, — ¢,) =sin (¢, —¢,):
27
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PoloZme ¢, — ¢, — «; pak jest {;, — ¢, (nehledime-li k celi-
stvym ndsobku 2x) bud rovno « anebo jest rovno = — e, jeliko
sinusy obou 1hlé jsou si rovny.

AvSak, aby soucasné bylo

th —t,—e a t, —t,=m—a-+k.2%,
(ky, k... tisla celd), jest nemozno, nebot pak bychom — obé
tyto rovnice séitajice — dostali
t,—t, =4 k.2mx,
anebo t, =t + 2k + )=
az,=—ux, Yy —=—1y,; body 4 a C nemohou viak leZeti
na jednom priméru. Musime tudiZ poloZiti
t,—t, =k .27
a podobné b, —t,=a+ k.27
Séitame-li tyto dve rovnice srovnici ¢, — ¢, — «, obdrzime
0=38a -+ (¥ + k") 2=,
ze které rovnice dostdvdme dvé v podstaté od sebe (a od nully)

rizné hodnoty pro « o=+ 3%;

a jest tedy, vezmeme-li za zdklad dalSich poéti znaménko hoiejsi
2 . 2@
3 4 = ab sin 3

anebo 4= % aby3.

Zérovenl poznivdme, Ze jestlize parametr bodu A jest ¢,
parametry bodd B a C jsou #, _1_2_:;_:, t, +4§. (Kdybychom
vzali znaménko dolnf, dostali bychom pro tyto parametry hod-
noty zaménéné tl—l—%n, &+ 27” J)

3. ReSenf geometrické. (Zaslal p. Sejna Jos., stud.
reslky v C. Budéjovicich.)

Danou ellipsu moZno povaZovati jakoZto orthogondlny pri-

mét kruZnice K na rovinu E. Pri tom primér kruZnice rovnd
se velké ose ellipsy 2a. Sklon rovin K a ¥ uréf se z rovaice

€08 e:—z-. Stfed ellipsy je primétem stfedu kruZnice. Troj-
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dhelnik do kruzZnice vepsany promitd se do roviny E, jakoito
trojihelnfk, jenZ je do ellipsy vepsdn.

Téznice trojuhelnika, jakozto spojnice stfedu strany s pro-
téjim vrcholem, md za primét piimku, kterd je zase téznicf
pravoihlého primétu trojihelnika. Ndsledkem toho téisté T se
promitd jako tézisté T.,.

Kromé& toho je zndmo, Ze mezi ploskymi obsahy pravo-
tihle promitanych trojibelnikd je pffm4 dmérnost 4, — Jj cos &,

v naSem pifpadé 4, = % Ay

Z toho ndsleduje: 1. Trojahelnik z4dané vlastnosti je nutné
pramétem rovnostranného trojuhelnika do kruZnice vepsaného,
ponévadZ jenom u rovnostranného splyvd téziSté se stfedem

opsaného kruhu. 2. Plosky obsah rovnostranného 4 — —2— a®V3,

a tudiz jeho primétu A,:%%a'z\/g:—i— aby3 bez ohledu na

polohu vepsanych trojuh. 3. 7 ptimé dmérnosti obsahii ;: 4,
soudime, Ze vySe definované trojihelniky 4, jsou maximdini,
ponévadz A’k je pro danou kruZnici téZ maximum.

Uloha 8.

Ustanoviti jest geometrické misto pro stied kruhu opsaného
trojihelniku, jehoZ téZisté jest ve stredw dané ellipsy a vrcholy
na obvodu jejim.

Dr. M. Haas.

Resent. (Zaslal p. Vikt. Trkal, stud. gymn. ve V. Myt8).

Souiadnice sttedu kruZnice opsané trojihelniku 4,4,4,
oznaéme z,, ¥,; Soufadnice vrcholld 4,, 4,, 4, budtez z,, y,
Zyy Yo Tys Yse Pak soufadnice z,, ¥, najdeme feSenim z rovnic

(xo - x1)2 ‘I" (.7/0 — Y% = (.’170 - x2)2 "I" Yo — y‘z)2
=@ — )"+ (% —y)*

Oznaéime-li ddle plochu trojuhelnika < a nahradfme-li
ve vysledku Pro x, vypotteném z;, x;, x; Cisly jim dle rov-
nice ellipsy 0%+ a’y® = a%?® rovnymi, obdrzime po snadném
pottu

27+
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e’ .
44z, = X W —92) W —Ys) s — )
a zcela podobne

44y, = = (“'1 &) (T3 — ) (&5 — )

Tyto vysledky plati pro kaZdy trojdhelnik ellipse vepsany ;
jestlize vSak tézisté trojihelnfka jest ve stiedu ellipsy, tu mi-
Zeme dle 2. fefenf tlohy ptedeslé poloZiti

A:%ab\/:%_; x‘,:acostk,'yk:bsintk; k=1, 2, 3;

t, =t, 4 120°, ¢, = ¢, + 240°.
Dosadfme-li tyto hodnoty do rovmic pro z,, dostdvdme
snadno

Z, . 3ab V3 = 8be?. sin®60° cost cos (¢, + 120°) cos (¢, - 240°),

anebo ‘ x, = 4 - ¢0S 3¢, ;

62
45
ke kterémuzto vysledku dosp&jeme téZ z vyrazu pro z,, poloZfme-li

a podobng ' Y, = — — sin 3¢, ,

v ném misto £, g——tl. Eliminaci 3¢, z rovnic pro z,, y, do-

stdvame tuto podminku:
4axo) + (4by°) =1,

z tehoZ plyne, Ze hledané geometrické misto jest ellipsa sou-

strednd s ellipsou danou, jejizto hlavnf osa stoj{ kolmo na hlavni
.  een . e? ¢

ose da?é ellipsy a jejfzto poloosy majf{ délku 1’ 4a

Uloha 9.

Dokdzati jest, Ze priseiiky tri teden paraboly leZi na krus-
nici prochdaejici ohniskem. '
Ant. Lochmann.
Regeni. (Zaslal p. Sejna Josef, stud. re{a.l v C‘ Budéjo
v1cich ) :
‘ Vedeme:-li z kteréhokoliv bodu" M pevné tedny palaboly
tetnu druhou a paprsek jdouci ohniskem, miiZe thel teny druhé
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a paprsku pro kazdou polohu bodu M na pevné tecné nabyti
— jak zndmo — toliko dvou riznych hodnot dopliiujicich se
na 180° (Méame tu jakoz i v ndsledujicim pii dvou pFimkdch
jenom thly mensf co do absolutn{ hodnoty nezli 180° na zfeteli
a nehledime pii tom na jich znaménko.)

Vytkneme-li tedy na teéné paraboly o ohnisku F dva body
M, N a vedeme-li ztéchto bodd nové teéné, jez protnou se v P,
jest bud

¥ FMP =3 FNP,

aneb ¥ FMP 4 37 FNP = 180°;
a lze tudiz &tyfuhelniku FMPN opsati kruZnici.

2. Resenf (analytické.) Zaslal p. Paprok Jos., stud. gymn.
v Mistku.)
Souiadnice tii libovolnych bodd paraboly budtez (x,y,);
(#,9,), (#;y5); smérnice piisludnych tecen jspu
4, =2 4, =L 4 =2,
Y% D, Ys
soufadnice priseciki teen pak jsou jak snadno vypocitdme
e hth) y(h St
nl, B50), (Y, ),
Pﬁ% m+@y

2

Smérnice piimek MF, NF jsou pak
_ 2y +%) p_ Pp@+Y)

YT gy, — Pt T Yy —

’

z ¢ehoZz uréime

tg 3 FMP — + — 1+4:+p

1+ 4,B, Y’
_L—B,+4__p
=ET34E Ty
protez bud ¥ FMP = 3T FNP,
aneb X FMP- X FNP=180°;

tedy Ctyrihelnfku FMPN lze opsati kruZnici.

Pozn. 1. Podle véty prdvé dokdzané lze sestrojiti ohnisko
libovolné paraboly, jsou-li ddny &tyfi teény paraboly.

2, Za Ctyti teény paraboly lze zvoliti étyfi libovolné rizno-
bézné primky, (parabola jimi jest jednoznaéné urlena), z téchto



414

¢tyf primek vizdy tfi omezuji trojihelnik, a jsou tudiZ takové
trojahelniky étyii. Z dokdzané véty plyne, Ze kruZnice cétyfi
témto &tyrem trojihelnikiim opsané, prochazeji vsecky jednim
bodem. Kolmice z tohoto bodu na vSechny &tyki ptimky spu-
Sténé majf paty na jediné piimce.

Uloha 10.

Sestrojiti praseciky paraboly dané ohniskem a ridici primkou

s primkow prochdzejici ohniskem této paraboly.
Ant. Lochmann.

ResSeni. (Zaslal p. Fr. Raus, stud. gym. v Pelh¥imové.)

Budiz F ohnisko paraboly, 4, 4’ body, v nichZ piimka
dand sele parabolu; FK, AB, A’'B’ kolmice z bodd F, 4, A’
na fiditelku, (body K, B, B’ nechf jsou paty téchto kolmic).

PouZzijeme zdkladni vlastnosti paraboly, Ze vzdalenost bodu
paraboly od fiditelky jest rovna vzdalenosti toho bodu od ohniska.

Nésledkem toho jest trojuhelnik ABF rovnoramennym a
tudiz 3T ABF =9 BFA. AvSak J{ABF =3 KFB a tedy
I KFB = 3 BFA, -anebo jinak: primka BF pilf Ghel KI'4.
Podobné piimka B’F pilf thel KFA’.

Konstrukce na zdkladé uvedeného snadné.

Uloha 11.

Primka prochdzejici prisecikem A dvou krugnic protind
tyto jesté v bodech P, Q.

a) Kdy jest PQ nejdelsi a kdy nejkratsi?

B)' Sestrojiti jest PQ tak, aby byla bodem A piilena.

. Ant. Lochmann.

Reseni. (Zaslal p. Viktor Trkal, stud. gymn. ve Vys.
Myteé.)

@) Useika PQ jest mejdelsi, jest-li rovmobéind s centrdlow
obou Fkruénic.

Stredy obou kruZnic budtez O,, 0,. I vedme bodem A
pfimku PQ rovnobéiné s centrilou O, 0, a ptimku P’Q’ libo-
volnd. Paty kolmic ze stfedd kruznic vedenych k pifmce PQ
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oznalme M, N; podobnd paty kolmic z tychz stiedd kruZnic
k pfimece F’Q’ vedenych budtez M’, N'. I jest jasno, Ze jest
PM = MA, fTN_—_z\TQ; W:m, AN = N'Q.
Tedy jest
PﬂQ— —= 2MN = 207); ; I-—”U’ = 2M'N,

Ale z pravothlého lichobéinika M O, O, N’ jest patrno, ze
rameno M'N’, jez stoji kolmo na zdkladndch, jest mensi nez ra-
meno O,0,, jeZ jest k nim §ikmo. Tedy jest MN = 0,0, > M'N’,
&li PQ>PQ, t. j. PQ jest nejdelsf.

Usecka PQ jest nejkratsi, je-li kolmd & centrdle obou kruznic.

Nebot redukuje se tato dsetka v tomto ptipadé na bod.

B) Usecka P'Q jest bodem A piillena, je-li kolmd k spojnici
bodu A a B, pilictho centrdlu obou kruZnic.

Ptimka AB, necht jest rovnob&znd s kolmicemi O,M’, O, N’
Z amérnosti tdsetek mezi rovnobézkawi plyne

MA: AN = (—)—,73 : ’ITO‘,_,.

Ma-li byti P7A = AQ, musf byti i WA= AN a tedy

0,B=B0,, t. j. bod B musi byjti uprostied délky O,0,.

Uloha 12.

Resiti jest rovnici
2vsinx . cos 2z .cos (2%x) ... ... cos (2" ~lx) = 1.
Ant. Lochmann.

Reseni. (Zaslal Jar. Hruban, stud. gymn. v Olomouci.)

Danou rovnici ndsobme po obou strandch Cinitelem cos z.
PonévadZ jest’
2 sin z cos £ = sin 2z,
2 sin 2z cos 2z — sin 2%x,
2 sin (2%x) cos (2%x) = sin 2%,

2 sin (2"2) cos (*~1x) = sin (2%),

transformuje se dand rovnice v rovnici tvaru
sin (2"x) — cos x.

~ Jest viak zndmo, Ze cos z = sin (R #) = sin(4n R+ [ RF«]),
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&my hofejsi rovnice piejde ve tvar sin (22) = sin((4n 1) R ),
z ¢ehoz 2z =(4dn -+ 1) R« a tim

(4n 4+ 1)R
1

xr =

Abychom z tohoto vysledku odvodili v8echny hodnoty pro z
obsazené mezi O a 4R jest dosazovati pfi znaménku hornfm za
n viecka ¢fsla od O az do 2— 1, pfi znaménku pak dolnim
vSechna ¢isla od O aZ do 22— 2. Av3ak jest nutno vylouéiti
viecky hodnoty, jeZ jsou ndsobky celistvymi lichymi R. Nebot
feSeni (2k + 1) R rovnici dané nevyhovuje, ono vyhovuje vSak
rovnici odvozené z dané ndsobenim po obou strandch cos z, kte-
ryZto vyraz prdvé pro tyto hodnoty a jenom pro né stivd se
nullou.

Uloha 13.
Dokdzati jest sprdvnost rovmice

cos 20° . cos 40° . cos 60° . cos 80° =

S~

Ant. Lockmann.

Redent. (Zaslal p. B. Stempel, stud. reilky v Praze-IL.)

Danou rovnici ndsobme po obou strandch 16 sin 20° i do-
staneme
16 sin 20° cos 20° cos 40° cos 80° cos 60° = sin 20°.

Jeito jest
2 sin 20° cos 20° — sin 40°,
2 8in 40° cos 40° = sin 809,
2 8in 80° cos 80° — sin 160°,
a mimo to c08 60° = %,

pfijdeme k rovnici
8in 160° = sin 20°,
¢fmZ sprévnost dané rovnice jest dokdzana.
Uloha 14.
- Dokdzati jest vatah
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1 x 1 x 1 x
T TEY Tyt

1 z 1 z
+2—1tg—2~‘——2y ?—-Cotx.

Reseni (zasld p. Viclav Simandl, stud. gymn. v M.
Boleslavi.
Ze zndmého vzorce
cot 2x:%cotz—-%tgx
nebo jinak psdno
tge—=cotx—2cot2
obdrzime, pilime-li postupné z fadu rovnic

1 x 1 z

gtg?~ 5 cotg———cotx,

1 z __ 1 z 1 x
52 tg§2—_2—2c0t2—2———2—cot—2—,
1 x 1 1 x

x
-2—3tgﬁ:§§cot?-——§fcot2'—2,

..............

1 1 x 1 x
tg o 2y cot—v— i cot — 2v__1,
setteme-li iadu téchto stejnin, tu dostaneme po nédleZitém slou-
teni vztah

1 z 1 z 1 x
58y torteg togtey +---
1 x 1 z
—}—§v—tg§;_§r—cot§7-—cotx,

jejz bylo dokézati.

Pozn. Radu Eulerovu dostaneme, poloZfme-li v tomto
vysledku lim» = oo.

Pak jest

x
COo8 -9’—

1 x .
lim > cot = lim

x
2¥ sin —
21

AvSak lim cos —% =1,
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sin d

x . P
- = lim —
x

C oy s
lim 27 sin v =

X = .

BE
Méme tudiz
1
%——cotxzytg—;—-f—él;tg%#-%tg%—}-...
Nekoneénd fada na pravé strané se vyskytujic{ konverguje
pro kaidé x, jez neni celistvym ndsobkem éfsla ». Vyraz na
levé strané vyjadiuje pak soucet té nekoneiné fady konver-
gentni vyjma x =0, pro kteryito pripad vyvody utinéné nemajf
platnosti a souéet Fady jest rovny nulle.

Uloha 15.
Dokdzati jest vztah
1 1 1
ﬂ’+2.(n — 1—)+3.(n—2)+ """

1 2 1 1 1 1
tir =i (T ety et w )

n Gislo celé.

”

Resent. (Zaslal p. Jindi. Sedlo, stud. redlky v Plzni).

Jestlize jest » éislo celé, miZeme psdti tuto fadu » rovnic:

=il d)

2(713—1):7»—1}—1(%-{—7&—1—1)’
3(n?—2):n—:—1(—;7+:1¢%2)’
(n—i2)3:n—]i—l(ni2.+—;“)’

=T (n—l—-—l_{_—;—_)’
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Soucet vSech téchto rovnic jest

1 1 i 1
T om—pn Tsm=y T T

2 1 1 1 1
—mjﬁ+§+§+m+7%
¢imz dany vztah jest dokdzdn pro » celé.

Uloha 16.

Jest vyjddiiti ve tvaru co nejjednodussim vyrazy
n n n
“)1+(3)+(6‘)+(9)+ ........ ,.
n n n
1+ (g )+ (5 )+ e)
n Cislo celé.

ResSeni. (Zaslala sl. Jana Rychlikovd v Praze.)
o) Koteny rovnice 2°*—1=0

jsou & = — 1 +;V3 , @2, 1. Soucet kofent jest roven nulle:
) @t 1=0

a rovnéz
(1) b 41 =0,

kdyZz % neni délitelno 3, nebof pak jedno z Cfsel k, 2k ddv4
zbytek 1 pfi délenf 3, a jedno zbytek 2; mimo to pak jest
¥+ — gt = o, Jestlize % jest délitelno tfemi, jest

o L ob 1 =3,

Dle pouéky binomické jest
(l—{—az)”::l—l—(?)a“—%(g)a‘*—{-(g )aﬁ—{—...
+(Z)a%+...,

(1+a)n:1+(’1’)a+ (g)a2+(g)a3+...
-|-(7’:)ak+...,

ator=14(7 ) +(5) +(5 )+ )+
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Soutet téchto tif rovnic, méame-li zietel ke svrchu vytéenym
vztahlim, jest

(1 +a) + (L4 a) + (14 1)
AN HNA]

AvSak dle rovnice (1) jest 1+ e*=—0a, 14+ a¢=—0a?
a tudiz (14 a*)*=(— 1), (1 4 a)* = (— 1),
prodez ' B

() (G ) (5 ) =T
kdyz n neni délitelno t¥emi;

o (5) (2 (5] - EEE
kdyz n jest délitelno trema.

B) Abychom vypoéetli druhy souet, pouZijeme podobné
&tvrtych odmocnin z jedné uréenych rovnici

2t —1=0.
Tyto kofeny jsou ¢, ¢2=— — 1, 4> = — 14, * = 1. Pro né pak
plati
@) # ik | % = (),

kdyZz % nenf délitelno &tyfmi; jestlize vSak % jest délitelno &tyfmi,
jest na pravé strané poslednf rovnice psiti 4.

Dle pouky binomicks jest zase
u%dr:1+(?h+wg)ﬂ+(gythn
+(Z)#+.”,
adir=1 (1) e+ (5) o+ (5 )e+
+(“w+“”
(Luwz1+(?pt%w)w+(gyuﬂ”
+(ﬂw+“”
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(1+i4)":1-{—(;‘) s (;‘)ie-{_ (g)aq-..
+(Z)z‘4k+...

Setteme-li, majice na zfeteli vztah (2) a dosazujice na
levé strané svrchu uvedené hodnoty, dostaneme:

L ip 4 (= 1P L — i (1)

=c[o(3] +(3) +fa)+-)

Oznaéme si soucet v zdvorce hranaté uvedeny zkritka
S.; abychom tento soulet vyjadfili ve tvaru co nejjednodusSim,
vezméme v Uvahu ¢tyfi rizné a jedingé mozné pfipady, jez pti
déleni &tyimi &isla » nastati mohou:
1. n=4v, A4+ =[1+ ) = (—4) = (— 1)2%,
(1 _— z')‘lv f— (__ 1)7221"
4y — Q2 -1
,5’4,,:2_ +( 41)2 :24v—2_+_(_ 1)v22v—1
2. n=4v 41,
(L i)+ = (L4 i) (L i) = (— 1y2> (1 + 1),
(1—o)+1=(—1)21 —19),
o1 | (— 1)2¥+1

S4v+1 p— ) — 9¥r—1 + (__ 1),,22,,_1
3. n=4v+2;
Q+)ti=1A+0)".20=1.(— 1)v22yf 1
(1 —dy»+2 = —i (—1y2¥+1
S4"+2 - 241}1
4. n=4v + 3;

(L i)t = (14 i (— 2 4 2) = (— 1 H12¥+1 (1 — ),
S4y+3 = 2%+ 1 (—1)+12%,
Pozndmka. Vysledky lze pomoc! funkci goniometrickych
vyjadriti velmi jednoduse takto:

t+(5)+(5) +(9)+~-=?[2"*j:f’3?]'

+(Z)+(;’)+(1’;) +-~-=2"-2+22"—cos’1:_f
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Druhé teSeni. (Zaslal p. Jar. Hruban, stud. gymn.
v Olomouci.)

Jak snadno ukdzati, jsou platny vaztahy
n)__[n—3 n— n—3 n—3
® (3) =G5+ a2 G20+ 0)

@ (3] =Gy E Ty e T3
+4( )+ ")

«) Oznativie si vyraz 1-{—(3)—}-(2)—{»...:&. po-

loZme v ném 1 :(";3), ostatni pak ¢leny rozlozme dle (3).
Obdrzime

s=2 () () e (1)
s Rt [y R e R A
L A P B A

aneb konetné Sa=3. 2"—3 Sp—y.

Z tohoto rekurrentnfho vzorce vypoéte se snadno S, a do-
staneme tytéZ vysledky jako svrchu.

p) V tomto pfipadé poc¢indme si stejné jako v predchdze-
jicim, uzivajice pki tom vzorce (4), jakoz i zndmych soudti:

1+('2”)+(Z)+.--:(’f)+(g)+(g)+...=2»—1,

a dostaneme tento vzorec:
Sn=5.2"—*—48,_,,
ze kterého rovnéz snadno vypoditati vysledky svrchu uvedensé.

Uloha 17.
Jest dokdzati, Ze po vSemoiném akrdceni neobsahuje jmeno-

at—=r . . ., ..
vatel zlomku —— Zddného dinitele obsaseného v a. Priv tom

b!
67 3%
Jsou a a b dvé libovolnd Cisla celd. Ku pr. SI=E 7

Em. Schinbaum.
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Reseni. (Zaslal p. Arn. Barborik, stud. gyma. v Olomouci).

BudiZ p jedno z prvodfsel, jeZz d&lf a. Pak obsahuje titatel
za délitele toto prvotlislo povySené aspo® na mocninu b — 1.
Jmenovatel jest délitelem p*, pii ¢emi

b b b b
o—=FE— E_. E— NP E —
7 + Pl +...+ >
kde ku pf. E’% znaéi nejveétsi celistvé &fslo obsaZené v %, a

kde 1%;1, aviak ;?QLT<1' Av8ak dle vyznamu symbolu

E jest

b b b
= b 4. =
“‘p+p2+ +p‘

b 1—-% b 1
= L ag-——(1—-7),
—r ;1 p—1v p

P

z CehoZ «<Cb. Nejvyssi mocnina p, kterou miZe byti délitelny
jmenovatel, jest tudiz & — 1. A ponévadZ nejniZ§{ mocnina tohoto
prvocisla, délf-li &itatel jest p — 1, musi toto prvoéislo po vse-
mozném zkrdceni z jmenovatele jisté vypadnouti, &mZ véta
dokézdna.

Uloha 18.

Jest ustanoviti nejmensi éisla positiond tvaru
n=2°.p .0y Dy..., kdeZ p,, p,, pg... #naci vesmés riené
liché prvodinitele, tak, aby soucet jich délitelss byl roven dvoj-
ndsobnému, trojndsobnému, pétindsobnému Cislu n.

Em. Schénbaum.

Regeni. (Zaslal p. V. Trkal, stud. gymn. ve Vys. Myts).

Soucet daliteldt &isla a*bfer ... jest

a“tl — 1 1l —1 et —1
Ta—1 "h—1 Te—1

Soutet déliteld tisla » jest tedy
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gt —1 pi—1 pi—1 pi—1

ST il pm =1
=@ —10@+D@+DE +1....
pii temiZ py, Py, Py - - - jsou lichd riznd prvotfsla.

Resme nejprve ptipad, kdy se tento soulet rovni 3n
=2¢.3.p,.P,..-. Nutno tedy tesiti rovnici

@ —D@+D@+1)@;+1)...=2.83.p,.0,.05.-..

Prvotfsel p,, p,, p,... nemiZe byti vice neZ o, nebot
p +1, p,+ 1, py 1 jsou ¢&fsla sudd a jich soudin musi byti
délitelen mocninou 2¢, ale nesmi byti délitelen jiz vy3$i moc-
ninou. Nynf dosazujme za ¢ postupns 1, 2, 3... a hledejme
nejmensf &isla té vlastnosti. Budiz ¢ — 1. Pak jest 2et1 — 1 =3
a prvocislo miZeme volit jen jedno, tak Ze bude 3(p, + 1)
=2.3p, &li p, +1=2p,, kdez p, > 2. To je tedy nemozno.
Budiz ¢ = 2. Pak jest 2et' — 1 —=17. Bude tedy

M +Dp,+1)...=22.3.p, .05 ...

Zde mohou byti nanejvys dvé prvocisla p,, p,, jeito o — 2.
PonévadZ jest levd strana délitelna 7, musf i pravd strana byti
délitelna 7, t. j. jedno z prvoéfsel musf{ se rovnati 7, t¥ebas
p, = 7. Pak ale levd strana byla by délitelna 8, kdezto pravd
strana je dalitelna jen 4, coZ jest zase nemozno.

Budiz ¢ = 3. Tedy bude 2¢+! — [ = 15 =3 .5. Zde mohou
byti nanejvys tfi prvoiisla tedy

3.5.(0,+1)(@Ws+1)...=2°.3.p,.p,...
Kritime-li 3, obdrzime 5(p, +1)(p, +1)...==2°.p, . p, ...
Levéd strana jest délitelna b, tedy i pravd musi byti délitelna 5,
proto p, = 5. Dosazenim a zkrdcenfm nabudeme
7 ‘ 3(p,+1)...==2%.p,....
Lev4 strana jest délitelna 3 a proto poloZime p, = 3.

Dosadivie za p, vidfme, Ze levd strana jest délitelna 22
a nemiZeme tudfZ pfibrati dal8f prvocislo p,, jeZto by leva
strana byla délitelna vy33f mocninou &fsla 2, neZ pravé strana.
Prvoéfsla p, = 5, p, = 3 viak skute¢né vyhovuji.

Jest tedy » =2%.3.5=—120 d¢islo daného tvaru, jeho%
soutet deéliteld jest roven trojndsobnému éfslu n.

Ze jest nejmensim ¢islem té vlastnosti, jest patrno z té
okolnosti, Ze nutné mus{ byti polet prvoéfsel lichych v takovém
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tsle aspoil dvé, nebof ma-li byti ¢islo tvaru 2¢.p,, miti zddanou
vlastnosf, musi byti splnéna rovnice
@t —1)(p, +1)=2.3.p,,
coZ jest mozno jenom tehdy, kdyZ
2e=p, +1, 2t —1=3p,.
Vylouéime-li z téchto rovnic p,, méme
2et1 —3.204+2=0
anebo jinak
—2042=0.
A tudfz by musilo byti ¢ = L; avSak pro ¢ =1 jak jsme uki-
zali, takové cislo neni.
V céisle 120 =23.3.5 vyskytuje se pak nejniz${ mozné ¢
a dvé nejmendi lichd prvodisla jako &initelé; jest tedy toto ¢islo
" nejmensi é&fslo zddané.
Jind ¢isla téZe vlastnosti dostaneme pro
= b, n=2°%.3.7,
e= 9, n=2° .3.11.3],
o= 8 n=2%.5.7.19,37.73,
. 0=14, »n=2%.5.7.19.31.156L

Obdobné tefili bychom pifpad, kdy soucet déliteld jest
roven dvojndsobnému &fslu ». Rovnice znf
@ =D+ D@+ + ... =20 .p.py.py.. ..

Prvotisel miize byti nejvySe ¢ + 1. Tak najdeme pro
o=1 ¢éslo n=2.3=6=2'(22— 1),

0=2 n=22.7 =28 =2%(2° — 1),
0=3 nenf,
0—4 n=2* 31=496 =2*(2°—1);at.d.

Stejné konecnd bychom FeSili i ptipad, kdy soucet délitelu

Jest roven pétindsobnému &islu n. Rovnice znf
@ —1(p,+1D(p+1)=2¢.5.p,.p,...
Musime miti na paméti, Ze p,, p,, p; ... jsou vesmés ridznd prvo-
¢isla a Ze nejmen3{ z nich mbze byti 3. DPrvotisel nemize zde
byti vice nez ¢. Pro ¢ =1, 2, 3...3b takové ¢islo neni. Ku
pf. pro ¢ =5 bude 2¢+' —1 =63 =32.7; levd strana byla
by délitelna 3% coZ nemoZno, nebof pravd strana obsahuje vesmés
rizné liché prvotinitele. Pro ¢ =15 bude Zet! — 1 = 65535
28
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=3.5.17.257. Cinitel 5 se na obou strandch krat{, pak bude
py =3, p, =17, p, = 257, éimz obdrzime rovnici

3. 43(ps+ D (ps+1)...=2".p,.p,...

Levd strana jest délitelna 3°% pravd vsak nemidzZe byti z tychz
diivodd, jako prve. Tedy ani zde takové ¢islo neexistuje.

Uloha 19.

Jak velikd jest pravdépodobnost, Ze dvé éisla jsou relativ-

nimi proocisly, (Z¢ nemayi spol. délitele).
Em. Schénbaum.

Resent (Zaslal p. Viktor Trkal, stud. VIL t¥. g. ve Vys.
Myte.)

Resme obecnéjsf tlohu:

Jakd jest pravdépodobnost, Ze n &isel a, b, ¢... nemd
spoletné miry.

Pravdépodobnost, Ze a jest délitelno dvéma, jest T; (nebot
viech Cfsel jest dvakrdt vice nezli sudych). Pravdépodobnost

7e b jest délitelno- dvéma, jest zase -‘12—, Ze ¢ jest délitelno

dvéma, jest zase‘i ,-... Tedy pravdépodobnost, ze viecka éisla

2
a, b ¢ jsou zdroven délitelna dvéma, jest 11 i :—1-
y O, cee L] 2" 2 * 2 b on

dle véty o sloZené pravdépodobuosti. PonévadZ a, b, ¢,... majf
byti nesoudélnd, tedy aspoi jedno z nich nenf délitelno dvéma,
t. j. nejsow viecka &fsla zdroven délitelna dvéma. A pravdépo-
dobnost, Ze nejsou vdecka céfsla zdrovenn délitelna dvéwa, jest

1-— % Podobné pravdépodobnost, %e nejsou vSechna &fsla déli-
telna tfemi, jest 1—-%‘ ; Ze nejsou viecka &fsla délitelna ani
dvéma ani tfemi, jest pravdépodobnost (1 —_ é—”) ( I\ —%)
Pravdépodobnost, Ze nejsou vSecka ¢fsla délitelna pdti, jest
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1 —F’ tedy pravdépodobnost, Ze unejsou délitelna ani dvéma
ani tfemi ani péti, jest

(1 —-21—) (1 —%,) (1 _%) a t. d.

Pravdépodobnost, Ze &fsla a, b, ¢ ... nejsou délitelna viibec
zddnym ¢fslem kmennym (Cili Ze nemaji spol. miry), jest tedy

1 1 1 1
(=) (=) (=5 (1 =) (= 5)
Dle Eulera jest posledni nekonetny souéin roven
1.(L+l+i+i+i+ )
Hptststmts )
Soutet oné fady jest zndm, je-li n sudé.**)

V nafem pifpadé jest » = 2 a soutet oné Ffady rovnd se

n? . . m? 6
5 Tedy ptislugnd pravdépodobnost jest 1 tE = ?:0'6079 .

Uloha 20.

Vzorce (Studnicka, Funkce monoperiodické, str. 100)

2 2/0,2 .92 2(1n2_92 242
cos nx—1— ;!sinzx%n (n4 !2_ dsintz—" (n 26)!(" Bsi sin®e-. ..
(n sudé);
272 2__ 12y(p2— 32
sinnx:nsz'nx—n(n --l—lsin%—}—n(n '3 )s'z'nﬁx — e
3! 5!
(n liché)

est pretvorits tak, aby vyrazy pro 2 cos nx, 2 sin nx postupovaly
dle mocnin vjrazu (2sinz) a o koeficientech na pravé strané
jest pak dokdzati, Ze jsow celymi éisly.
Em. Schénbaum..
Resen{. (Zaslal p. Jar. Hruban, stud. gymn. v Olomouci.)
2. Pro n sudé jest

*) Dr. F. J. Studuvi¢ka: Vseobecné tvaroslovi algebralcké pag. 193.
*¥) Ed. Weyr: Differencidlni podet, pag. 191.
28*
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o n? . . | M (n - ) . .
2cosny == 2 ﬁ@smx)—{— 93741 (2 sin x)* .

Koefficient k-tého ¢lenu jest (p¥i k= 1, prvého tlenu koeff

jest 2):
C'—fna'(”2—22)'("2—‘42)---.(”2—(2k—4)2)
b = 2%—3 (2k — 2)1
( ok - 2)(2—{% 3| +2)(2+1) (2 }(__k+2>
] 2| —

'” € n 3
_ n_.(?““z _ 9‘.2:%,??_;_—,1_1)(?“"2)
2%k —2 % -3 | \7 2% —2 ok —3 |

Anebo konetné

n n
b= % —2 |\ 22%—3 [

A ponévadz binomitti soucinitelé jsou éfsla celd, jest i C tislem
celym.

2. Pro n liché obdrzime
n(n?—1)

2 sin nx = n(2 sin ) — 3T (2sin x)®
n(n?— 1% W2 —3)% _ .
+ L (2 sin 2)° —

Koefficient k-tého ¢lenu jest (D, =n) pii k> 1:
nn?—1)m?—3%...(n*— 2k — 3]2)

D=

=1 _ (9 — 1)!
e e e G
T2k—1 (310—2)! -

'_‘_—_3+k ’3:1_*_}9 ﬁ:§+k
~ n | 2 |92 _ 4 2
Tk —1\2%—2 ) %k —1 % —2 /'

D=2 4 )
2k—1 2k —2

Dy Jost &islo celé.
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Uloha 21.

Dokdzati, Ze Zddné &islo kmenné (prvocislo) vétsi nesli 5
nelze uvésti na tvar N —=m*-4 4n.
Dr. M. Haas.

' ReSent. (Zaslal p. Viclav Simandl, stud. gymn. v ML

Boleslavi.)

Mizeme ptedpoklddati patrné éfsla m a » = 0.

Cislo N uvedme na tvar

N = (m* 4 20?2 — 4m?®n?

nebo ddle N =[(m + n)® 4 n*][(m — n)® 4 n?].

Cislo N jest tedy &fslo slozené vyjma pifpadu, Ze by jeden
z Ciniteld byl roven 1.

Aby prvni Einitel byl roven 1, muselo by » =0 a m =1
a pak by bylo N=1.

Aby druhy é&initel rovnal se 1 muselo by bud opétné m = 1,
n =0, coZ jsme prdvé vyloutili, aneb m =n =1 a tu by bylo
N =h). ' :

Proto Zddné prvotislo véts{ nezli 5 nelze uvésti na tvar
N =m*+ 4n*; kde m i n jsou ¢fsla celd.

Uloha 22.

Kolik 7eseni poskytuji rovnice

a(z-+ay P (y+a) + b + )" (y+-p)" +-c@ +y)" iy +y) =0,
a(x +a)'(y—+ o)ttt - b(@ )y +)" 1 f-c(= +y)(y t yyt =0.

Dr. M. Haas.

Refeni. (Zaslal p. V. Trkal, stud. gymn. ve Vys. Myt&.)

Oznatme prvnf rovnici dané soustavy (1) a druhou (2).
Rozdil obou rovnic poddvd rovnici

(H)—(2)=(8) (z—y) [a(z + &)" (y + @)
+b@ -+ Y+ B tc@+»" W+ =0
Roz8ifujeme-li prvou rovnici - Cinitelem —y a druhou 2,
obdrzime séftdnfm rovnici
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2(2) —y(1) = (4) (@ —y) [aa(x + o) (1 4 @)
+ 0@+ B)" (¢ + B)" + er(x + )" (y + "] = .
Tim jsme ziskali misto pivodnich rovnic dvé nové rovnice.
Bud jest x —y = 0, nebo oba vyrazy v hranatych zdvorkdch
jsou rovny nulle. Je-li # —y =0, é&ili z =y, dostaneme dosa-
zenfm tieba do rovnice (1) rovnici stupné 2s 1 a tim 2n + 1
koient. PrihliZejme nynf{ k ostatnim kofentiim, kdyz je x —y =0.
Pak méame dvé rovnice
®) a(z + @) (y + )" + b(x + ) (y +- B)"
+ e+ Y+ )" =0,
(6) ac(z + @) (y + @)" + Bb(z + B)* (y + B)”
+op@ + )"+ =0,
jez jsou linedrnf a homogenni vzhledem k &islim
@E+aor@y+or @+HG+H" @+r)E+2)m
Tedy jest
@+ar.y+ar: @+ G+ : (e +»)". G+
= be(y — B) : ca(e — p) 1 ab(ff — a).
Z toho jest

@+eo)@y+o__ W_:E_vctr——ﬁ),
a(f — a)
@+mw+m:V£W:%:thjx
@+ @+ Tab—ea)  To{f—a
Kazdé odmocniné lze prisouditi libovolnou z » hodnot;
celkem mdme »? pdrd, t. j. »n® soustav o dvou rovnicfch.

KaZdou z téchto soustav lze uvésti na tvar
Azy+B@+y)+C=0
A'zy+ B'(z+y)+C=0
a ta ma jak zndmo dva pdry kofend.

Tim dostaneme 2 pdry kofend pro kazdou soustavu a je-
likoz jsme méli »? takovychto soustav, budou miti rovaice (5),
(6) 2n* parit kotenovych.
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Tyto koteny rovnic (5), (6) vyhovujt zdroven rovnicim (1),
(2), nebot (1) = (6) + (B)z, (2) = (6) -+ (B)y a je-li tedy (5) = 0,
(U) =0, jest téZz (1) =0, (2) = 0. Kromé toho vyhovuji rov-
nicim (1), (2) ty kofeny, pro néz jest z —y a téch jest 2n -} 1.
Jinych kofend dand soustava nemd, nebof kaZdy kotfen, pro néjz
neni x =y, vyhovuje téZ rovnicim (5), (6), jezto jest

o="=9, @:%%%@-

M4 tedy dand soustava v celku 2n®-f2n 4 1 pird kofe-
novych.

Uloha 23.
Dokazte, Ze
1 1 1 1 .l
m T

jest rovno O, jestlide n liché; jestlide pak n sudé, Ze jest tento
2(n+1)
n42

e (1)

1. ReSeni. (Zaslal p. Viktor Trkal, stud. gymn. ve Vys.
Myts).

vyraz roven Pri tom jest w. binomicky soudinitel ;

|
Jak zndmo, jest pro n celistvé kladné mn, = il on — 01 (nn; Bl

A tu lze psdti, oznaéfme-li danou Fadu s,

_0ln!l 1lm—1! 21 (n—9)! Ll
S=Tr T n! + n! —b =D n!’
pti ¢emz 0! =1.

Tedy jest ‘
s.nl=0lnl—1lm—1I)+421n—2!—...+ (= 1)"nl0!

Nyni rozSifujme tuto rovnici dvojélenem (» + 2), ale toto
rozSitovdni na pravé strané provedme tak, Ze prvnl Elen bu-
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deme ndsobiti dvojtlenem [(» + 1) - 1], druhy ¢&len dvojélenem
[n+ 2], tieti ¢len [(n — 1)+ 3], &tvrty [(n — 1) 4], ... po-
sledni ¢len dvojélenem [1 4 (n+ 1)].

Pak bude

s.m+2).nl=m@m+!I4nl—11nl—2!1(n—1)!
2 m— B —2)) — .. (— 1) (n £ 1))

Vidime, Ze vSechny ¢leny aZ na prvni a posledni se rusi,
tak Ze jest

5. (n42)n! = (n+ 1)1+ (—1)" @ +1)! = (n41) ! [L 4 (—1)7].
Krdtime-li n! dostaneme

1. :i;

Jestlize n liché, jest s =0. To jest ptimo patrno, nebotf
vidy dva Cleny symmetricky od stiedu poloZené se rudi. JestliZe

s=[1-+(—

A 2 1 .
n sudé, jest s = ;”i2), jak bylo tvrzeno.

2. ReSent. (Zaslala sl. Jana Rychlikova v Praze IL.)

Souctet dany miZeme psdti struéné takto

(=1

Ny

8=

bh=0
Od této rovnice odettemez taah uréujicf Sai1
n+4-1 )
(— ¥ (— D
" — — -1 n{1 .
= E(»ﬂ)t E(n+1)k+( .

dostaneme

Avﬁak
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1 1 1 n+1—k &k 1
D me D .m nf 1w
k+1—11 k411 1 1
T a1l m T ntlm n1m
1 1 1

Tt e mtlm
Dosazenim posledniho vyrazu obdrZime po snadné tipravé
n4-1 n
(= DF (= D"
Sy — Spp1 = (—1)" _— —
S +1 ( 1) L (” + l)lc ;

z ¢eho?, (jelikoZz prvy soulet na pravé strané jest S,., bez
prvého Ctlenu, kteryZ jest rovny 1),

1

Sn—Sn+1:(—1)”+1—“Sn+1—msn§
UL PR
a tudiz S,,_"+2(1+( nm ,

coz mélo se dokdzati.

Uloha 24.
Vyraz

R i R e B P Rt

kde% k jest mejuétsi celé Cislo obsaZené v —g-, Jest bud rovmy 1,

neb 0, anebo koneiné — 1. Dokdzati to a ustanoviti, pro kierd n
Jednotliwé z téchto i pripadi nastdvayi.

.

Resent. (Zaslal p. Viktor Trkal, stud. gymn. ve Vys.
Myts.)

Oznatme %

s=(o)=(1)+(3) =3+ -+ 7).

Pak jest podobné
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SYn_l_(n—-l) (n—? +(n——3 . n;4)+“‘
o ")

Jestlize » sude, jest i =k — 1, jestlize n liché, jest &’ =k
miZeme v8ak i kdyz » sudé kldsti &’ =%, nebof clen, ktery
tak ptiddvdme, jest rovny nulle. Utvotme rozdfl S, -- S,—,, pfi
cemZ uZijeme véty

m (m — 1\ _[m—1
r] ) “\r—1/"
Vyrazy pro S, S.—, maji stejny poéet clendi, ucinime-li
' =% i pro »n sudé.
Odedteme-li od sebe oba vyrazy pro S, S,—,, prvni Eleny
se rusf, ostatuf ¢leny se odettou dle uvedeného vzoru a do-

staneme :
smo == (5= T+
' o [ —2 — K
+(_— l)k ( ku )J?
kdez K =k—1.

Vyraz v zdvorce viak rovnd se Su_o a tedy
Sn"" n—1 +Sn_2:Oc

Tento rekurrentnf vzorec postati k Gplnému urcent S,,, kdyz
n=2. Piimo vS8ak ustanovime S, =1, §, =1 a dédle pomocf
formule odvozené S, =0, S, =—1, §,=—1, §,=0.

PiSeme-li v obecném vzorci misto » » + 1, dostaneme
S — S"+ Spey =0
a selténim obou rovnic

Snty+ 8-y =05
anebo jinak Sn4-g = — S,

z tehoZ Snt6 = S

Jsou tedy vSecka S,, jichZ indexy li§f se o celistvy nd-
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sobek &fsla 6 sobs rovna a jest tudfZ dle vysledku pro S,
Sy.. S
S, = 1, kdyz n =6k -} ¢,
S,= 0, kdyz n = 6k 4 2 -} 3e,
Sp=—1, kdyz n =6k + 4 — ¢;

pii tom jest ov8em % éfslo celé a & jest poloziti bud O anebo 1.

Uloha 25.
Dokdzati, Ze vyraz
c0s? (¢ — @) +cos? (B — ¢) — 2 cos (¢ — B) cos (¢ — @) cos (f— )
Jest nezdvisly na @. S vghodow lze prFi dikaze pouZiti dvahy
geometrickeé.
7.
1. ReSenf. (Zaslal p. Viad. Zivansky, stud. gymn.v Brné.)

Znacéime-li dany vyraz pfsmenem V, a —¢p =2z, § —¢@ =y,
méme:

V = cos® - cos®y — 2cos x . cosy cos (x — )
= ¢08% - cos®x — 2 cos®x cos’y — 2sin x cos x sin y cos ¥
= cos?y(1 — cos?x) + cos*x(l — cos’y) — 2sinx cosz siny cosy
= cos®y sin®*r — 2sin  cos ¥ . cos z sin y -+ cos’x sin?y
= (sin 2 c08 ¥ — cos z 8in ¥)? = sin*(x — y) = sin¥ (e — B)
V —=sin? (¢ — ), jest tedy na ¢ nezdvisly, coZ bylo dokdzati.

ReSenf 2. (Zaslal p. Arnost Barborik, stud. gymn. v Olo-
mouci.)

Vedme bodem O paprsky OF, OB, OA svirajfci s osou OX
dhly po fadé ¢, B, & a budiz pro jednoduchost @ > f8 > ¢ a v3ecky
tyto Ghly ostré. Z bodu ¥ na paprsku OF spustme kolmice na
paprsky OB, OA. Paty téchto kolmic nechf jsou v bodech B, A4,

Pak jest :

OB = OFcos (f — ¢),
OA = OF cos (¢ — @)

a dle véty Carnotovy z trojihelntka OAB
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AB' = @21[008 Yot — @)
-+ cos? (B — @) — 2 cos (@ — B) cos (@ — @) cos (B — @)].
Av8ak I'B = OFsin ( — @),
FA4 = OF sin (¢ — @)
a dle véty Carnotovy z trojihelnika FAB
AB® = OF" [sin? (« — @)

+- 8in® (8 — @) — 2 cos (@ — B) sin (¢ — @) sin (8 — @)l
Settenim obou vysledk@i pro AB° dostdvéme

2AB* =20F"[1 — cos (¢ — B) cos (& — ¢— B+ )]
= 20F"[1 — cos? (¢ — p)],
= 20F*sin? (« — f),
z &ehoZ
cos® (¢ — @) 4 cos? (B — @) = 2 cos (e« — B) cos (¢ — @) cos (B — @)
= sin? (« — B).
Timto vztahem Zddand vlastnost vyrazu dokdzdna pro
a>f>0q.
Rovnice pro AB’ plati véak v kazdém p¥ipads, at paprsky
OF, OB, OA maj{ vzdjemnou polohu jakoukoli, jak snadno
ukdzati, a vztah dokdzany vzdy platny.

Uloha 26.

Paty vysek v trojuhelniku ABC jsou vrcholy trojihelnika
A'B'C’.  Ustanoviti jest uhly trojihelnika A’B'C' z dhla troj-
helnika ABC a to i planimetricky ¢ pomoci trigonometrie.

Ucitel Frant. Jirsdk v Dobfenicich.

ReSeni. (Zaslal p. K. Kofrdnek, stud. gymn. v Tiebiéi.)

a) Budtez nejprve v3ecky dhly daného trojihelnika mensf
nezli 90° a V budiz prisek vySek. Pak lze ¢tytahelnftku CB’ V4’
opsati kruh, jelikoz dva prot&j8i jeho uhly pii A’ a pti B’ jsou
pravé. A ponévadZ obvodové thly v kruhu nad stejnymi oblouky
jsou stejné, jest

K AA/B =X C'CA=90°—aq,
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uzivame-li pro uhly plvodniho trojihelnfka 4 BC zndmého .ozna-
teni. Stejné plyne
X A4C" =90° — «

a tudfiz cely uhel pfi A’ v trojihelniku A’B’C’:
I BAC = o = 180° — 2.
Podobné
f = 180° — 28, p = 180° — 2.

Jestlize jest trojuhelnik dany ABC tupodhly, md-li na pk,
Ghel tupy pii @, dostaneme uvahou témér stejnou tyto vysledky

o’ = 20 — 1809, p =28, p = 2.
b) Abychom totéZ odvodili pomocf vzorci trigonometri-
ckych, vypocteme si strany trojihelnfka A’B’C".
AC =b|cosy|, BC=ualcosy
a dle véty Carnotovy
AB*=4C"+B'C°— 24C.B'Ccos y
= cos®y [a% 4 b* — 2ab cos y] = c?cos?y.
a tedy A'B =c.|cosy|
a BC=ua.|cose|, CA =0b.|cosp|.
Uhly trojihelntka A’B'C’ jsou jednoznaéné uréeny rovnici
(L) o 4 p -+ 9 = 180°
a vétou sinusovou
sine’ :sin f :siny’ = B'C:C'4 : AB
—a.|cosa|:b.|cosB|:c.|cosy]|

Avak a, b, c, strany to trojibelnika A, B, C, jsou Gmérny
sinusm protilehlych dhld a tudfz

sin o :sin B’ :8iny’ = |sinacose|:|sin B cosf|:|sinycosy|
aneb konecné

rn) sin e’ :sin B’ :siny’ = |8in 2« |:|sin 2B |:|sin 2y |
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Abychom rovnicim (I.) a (IL.) sou¢asné vyhovéli, miZeme
jenom poloZiti, kdy3.«, 8, vy jsou 4hly ostré

o’ = 180° — 2, B =180° — 2, y = 180° — 2y,
kdy% jeden z uhli e, B, 7, na pr. a jest tupy
o = 2a — 1809, B =24, Y= 2y.

Uloha 21.

Nad stranami trojuhelnika ABC sestrojeny jsou trojuhelniky
AC'B, BA'C, CB'A; mezi whly téchto tri trojuhelniki jsou pak
tyto vatahy:

Y. CAB' =3 CAB, 3L ABC = 3L A’BC, 3L BCA'= 3 B'C4
Dokdzati jest, Ze primky AA’, BB, CC’ se protinaji v jednom
bods. [

Reseni. (Zaslal p. Paprok Josef, stud. gymn, v Mistku.)

Vedeme-li vrcholem A trojihelntka ABC ptfmku a z bodu
libovolného A7 této piimky spustime kolmice na stranu AC a na
stranu 4B, jest pomér délek téchto kolmic stejny pro vechny
body ptimky bodem A vedené. Ozoatme paty téch kolwic B,
resp. C, a zavedme toto oznacenf

MB
dpc = + —/—L.
B 777}
Pii tom befme znaménko -, prouchdzf-li paprsek A
voitinim dhlem trojdhelnika u 4, znaménko —, prochdzf-li

vnéjsfin Ghlem trojihelnika u 4. Obdobny vyznam nechf maji
dca, Tesp. dap pro primku vedenou bodem B, resp. C.

Protinajf-li se tfi pfimky vedené vrcholy trojihelnika 4 BC
v jediném bodé O, jest

(I) dpc.dea . dap =1,

jak ihned sezndme, vyjédiime-li poméry dpc... pomocf kolmic
spuSténych z bodu O. A jelikoz pomérem kolmic a pifsluinym
znaménkem jest paprsek jednoznacéné ustanoven, platf také véta
opatnd, Ze, kdykoliv splnéna jest podminka (I), paprsky pii-
sludné jdoucf body 4, B, C protinaji se v bodé jediném.
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Ustanovme v piipadé tlohou daném pomér dge tim, Ze
vypotteme kolmice spuiténé z bodu A’ na strany AC, AB.
Oznatme uhly trojihelnika daného e, 3, y; uhly pak v troj-
thelnfeich nad stranami BC, CA, AB oznalme tak, Ze thly
jich majicf vrchol pii A (a jez dle pfedpokladu jsou stejné)
pojmenujeme e, , », a podobnd pii B a C 8, a p,. Dle véty
sinusové jest

siny;

BA = BCsm B+’
_ 3
& — o Snb

sin (3, +7)°

Kolmice na stranu AC, resp. 4B z bodu € maji tudfz
délku

i Ya sin 3, .
+ Cbln B+ 7"1) .sin (y -+ 71,

™ A Siny,
resp. = BC ETAh sin (B + 8,),

a tedy (i se sprdvnym znaménkem)

A — sin B, S}“(?’”{“?l .
PO Sinp, sin (B + B,)

z Cehoz a z vyrazii obdobnych pro des, dap ihned patrno, Ze
dpc .dos . dap=1.

Cimz véta ilohou vyslovend dokdzdna.

Uloha 28.

Sestrojime-li nad  stranami ébyrihelnika ABCD, jakosto
zdkladwami, trojuhelnilky rovnoramenné s pravym uhlem pri
vrcholu (a to bud viecky trojuhelniky na vnéjsi stranw Ctyrihel-
nika anebo vsechny trojuhelniky ma vnitini stranw), jsou vrcholy
téchto trojuhelniki vrcholy Ctyrihelnika, jehoZto whlopricky jsou
stejny a stoji k sobé kolmo. "

Reseni. (Zaslal p. B. Kladivo, stud. gymn. v Braé.)
Nechf jsou vrcholy ¢tyfibelnika v pravoihlé soustavé ddny
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soutadnicemi (z,, ¥,), (%,, ¥,), (%, ¥s), (z,, ¥,). Oznatime-li sou-
fadnice vrchold trojihelnfkd pravodhlych rovmoramennych nad
stranami &tyfihelnika jakozto pteponami sestrojeuych (&, #,),
(&2 M)y (&5, M), (&, m,) dostaneme

y1+y2iw1:x2

9 ) =

2 bl
£ _ %t zFy _ Yty e, e
2 — 2 ’ Ny — 9 )
3 _ %t x Ty, " _ Yty rrra
3 — 2 b 33— 2 1

n _y»l+ylim41xl
2 ) 4+ 2 b

pii ¢emZ znaménko hornf platf pro vrcholy trojahelnikd vné se-
strojenych a dolnf pro vrcholy trojuhelnfkii dovnitt sestrojenych.
Z tehoi

V@s - §1)2 + (’73 - 777)% = V(§4 - gz)“ + @y — ’72)2 )
t. j. spojnice protéjsich vrchold se rovnaji.

Smérnice \ihloﬁiiéek vzniklych &tyfdhelnikd jsou v prvém
piipadé (trojihelnikd vnéjSich):

Y+ Y — Y — Y, +2, —x,— 2+,
—h+ Yty — Y+ 2 A2, — T —

a j?/n+y2+y3—y4+xl+m2_—;p3_x4;
. '—(.’/1+y2_y3“"!/4+xl—x2—x3+x4)

a v druhém piipadeé:

yl+y?_ys-y4~xl+x2+x3_x4
Y —Y%—Y+Y% +2+2—2—=

a - - —Y%—Y%+y =+, —ry—2a),
Dt Y —Y—Y— %+ 2t —x,)’

z rovnic tdch je patrno, Ze Ghloptitky ty stoji na sob& kolmo.
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Uloha 29.

Sestrojime-li nad stranami trojihelnika, jakodto zdkladnami
trojuhelniky rovnoramenné s vhlem 120 stuphs pri vrchole a to
viecky trojuhelniky bud na zevnéidi stranu anebo vsechny na
vnitini stranu daného trojuhelnika, jsou vrcholy téchto trojihel-
nikd vrcholy trojuhelnika rovnostranného; dostdavdme pak tak
dva trojuhelniky rovnostranné. Jestlife o jest dhel, ktery svird
strana jednoho z téchto rovmostramnych trojuhelniki s jednou
stranow druhého trojuh. rovnostr., jest mezi @ a stranami pivod-
niho trojuhelnika a, b, ¢ vitah:

(a® — b?)(b? — c¥)(c®* — a?)
(@® 4+ 02 —2¢%)(c® + a* — 2b%)(b* + ¢* — 2a?)°

Tento vztah jest dokdzati. ‘ ”

tg3 0 = 3|3

ReSeni. (Zaslal p. Viad. Zivansky, stud. gymn. v Brns.)

Bud v trojihelnfku ABC vrchol A poldtkem soufadnic
orthog. a AB osou uselek. BudteZ nad stranami AC a AB troj-
thelntky ACM a ABN vné, ACM a ABN’ vnitt tak, Ze jsou
rovnoramennymi s dhlem 120° pfi vrcholech M, M’, N, N’. Body
M, M, N, N’ urdeny jsou souradnicemi:

M (Vi_ cos (& 1 30), Vb: sin (- 30)) , N (%—évﬁg)
M'( cos (¢ — 30), .= v_ sin (& — 30)) N (50,2_\6/3) v

Smérnice ptimky MN je

L V' sin (a—|-30)+2v3

—b:cos(a+30)———

V3 T
mérnice ptimky M'N’ je
b: sin (¢ — 30) — —-=
p—YV3 2V3
— b ’ d N
——=¢08 (& — 30) — — -
ey

29
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Pak
A—RB b2 — ¢? b —¢? |
tgﬁ’——1+AB—v3c~—}-b“ 4bc cos e v%22—b2 2
bl 3 —tg’0 __
t'g 303 =tg(w + 20) = tgw —tgle
1 Y3tgo 1— V3tgw
Jest vSak
V3+tgw g a®—c®
1+YV3tgw = b+ a?—2¢?
vg"- t"ﬁ) _ g‘ " a®—b?
1— V3tgw a? —{— ¢t — 20t

Dosazenim vyjde pro tg3co dany vyraz (nehledé ku zna-
ménku, které dle povahy ilohy moZno libovolné zvoliti).

Uloha 30.

* Budi# O stied a r polomér lkruhu opsancho trojihelniku
ABC. Na obvodé kruhu stymé stredem O a o poloméru R zvolme
st libovolné bod M. Paty kolmic z tohoto bodu spusténych- na
strany trojihelnika BC, CA, AB budte? A,, B,, C,. Jest do-
kdzati, Ze plocha trojuhelnika A, B,C, jest nezdvisla ma poloze
bodu M na kruhu a Zc jest rovna

j—_é (r* — R) sinasinfsiny,
kde «, 8, y jsou dhly trojihelnika ABC. ”.

Resent. (Zaslal p. Boh. Némec, stud. gymn. na Krél.
Vinohradech.)

BudteZ (r cos 4, sin A) soufadnice bodu 4 v pravoiihlé
soustavé a podobn& budtez: soutadnice bodu B a C (rcos B,
7 8in B), (r cos C, rsin C). Pak jsou body A4, B, C na lLruhu
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s polomérem » o sttedu O v potdtku souiadnic. Bod M necht
md soufadnice (/2cos A/, Rsin M). Zndmym zpisobem vypo¢-
teme soufadnice paty kolmice spusténé z bodu 2/ na piimku
B(; dostaneme snadno

22, = r (cos B 4 cos C) 4 R (cos M — cos (B + C— M)),

2y, =7 (sin B -+ sin ) -+ R (sin M — sin (B 4 C — M)).

Cyklickou zéménou obdrzime soufadnice bodu B, (%,, ¥.)

a bodu C, (#,, ,). Dvojndsobnd plocha 2/, trojihelnika A, B, C|
jest, jak zndmo,

N=(@ 9, — 2, 9,) + (2, 9, — 2, Y) + (@9, — 2, Yy

Staéf vypolitati pouze jednu zdvorku z tohoto vyrazu,
ostatn{ obdrzime opét cyklickou zdménou; obdrzfme pak zcela
snadnym poctem

4 (x, y, — 2, y,) = r*[8in (4 — B) + sin (4 — C) + sin (C — B)]
~+rR[sin(— A+ B+ C— M)—sin(4d — B+ C— M)
-+ R?[sin (A — B) + sin (B4 C— 2M) — sin (4 + C— 2M)]

a tudfz
8/ = (R? — #?) [sin (4 — B) 4 sin (B — C) + sin (C'— 4)].
Zvolfme-li si pro vrcholy trojahelnika oznateni tak, aby
pro uhly 4, B, C byly splnény nerovniny

O<A<B< O 2m, jest
A—B=—2, B—C=—2a, C—A=—28+42a.

Jelikoz pak pro ubly trojihelnfka plati, Ze
sin 2« -} sin 2f3 -} 8in 2y = 4 sin & sin B sin p,
jest konetné
A =— %(RZ——W) 8in « sin B 8in p.
Tento vysledek nezdvisf na hlu A/ a jest pro vSechny
body na kruhu s polomérem R kolem bodu O opsaném stejny,

jakoz bylo dokdzati.
29*
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Vysledek jest kladny, kdyZ R <r, a zdporny, kdyz R>r;
t. j. kdyz R<r, jest ¢dra lomend A, B,C A, kolem trojihelnika
A,B,C, probihdna ve sméru kladném; kdyz R>r, ve sméru
zdporném (protivném sméru ABCA kolemn trojahelnika ABCO).

Jestlize R=r, jest plocha /\ rovna nulle; t. j. body 4,,
B,, C, le#l na ptimce nazvané Simpsonova ptimka.

Uloha 81.

Budiz M bod na obvodé kruhw opsaného trojuhelniku ABC
a necht znaci d4, dp, d¢ veddlenosti tohoto bodu od bodii A, B, C;
d pak vzddlenost téhof bodu od prislusné Simpsonovy primky
a r polomér opsaného kruhu. Jest dokdzati vztah

dA . dB . dC
d — —4_1‘2-"_ .

. ”.

ReSenf.

Pii feSenf této dlohy lze s vybodou pouziti vzorcd v uloze
ptede§le vyvozenych. PFi tom, jelikoZ M nachdzf se na kruZnici
trojuhelnfku ABC opsané, jest kldsti R —=r. Podrifme-li tudiz
oznatenf jakoZ i soustavu souiadnic jako v dloze piedchdzejici,

md pata kolmice spusdténé z bodu A na stranu BC' soufadnice

2x, — r[cos B+ cosC + cos M — cos (B + C— M)],
2y, = r [sin B +-sin C -} sin M — sin (B + C — M)],

a cyklickou zdménou dostdvdme soufadnice pro paty drubych
kolmic. Z toho dostaneme rovnici pfimky prochdzejicf patami
kolmic, rovnici pimky Simpsonovy pfislu$né ku M snadno
ve tvaru
B —
xsmﬁ———h—B;C u ycosA+ —;0 4t

_r[mA+B+c M | g gin A= MIB2M Cc— J]_

. Pro vzddlenost bodu M (r cos M, rsin M) od Slmpsonovy
primky plyne ihned z této rovnice
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Av3ak vzddlenost bodu 4 od M jest, (jak lze vypolisti
z ptisluéného trojahelnfku rovnoramenného),

dA:i2rSin{1~—:A[-;
2
a podobné vyrazy platny jsou pro dg, dc a lze tudiz vysledek
pro d psiti v zddaném tvaru

dg.dp. de

d= 42

Uloha 382.

Vilec v =4 cm vysoky, jehoZ podstava md polomér r = 5em,
proméi v primy kuZel o témZ povrchu i obsahu.
Prof. Ant. Sykora v Rakovniku.
Regent. (Zaslal p. Ant. Sprine, stud. gymn. v Olomouci.)

Znamend-li z polomér podstavy, y vygku kuZele, vyjadiuji
pozadavek tlohy rovnice

2 + L v:nz -1- :l_/—2 = 27!7‘2 + 275""0,
r x¥y = mriv;

3 _— I
aneb

x\e? + gy = 2r(r+1,) — 22,
2% = 3r¥.
Vyloutenim 2 dostaneme:
4 (rtv)° o
Y=g Yt yy=no.
Tato rovnice poddvd pti r =5, v — 4. ‘

¥, =15, y, = 12, o
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Témto hodnotdm piislusf

x, =2Vb, wx, =5

Uloha 33.

Stredem podobnosti dvow danych kruhd (0, OM), (0,, O,M,)
vedeny paprsek mecht protind kruhy tyto v bodech podobné po-
loZengch M, M,. Rovnobéika vedend bodem M, ku OO, necht
seée kolmici MQ s bodu M na OO, spusténou v bodw P. Jaké
Jjest geometrické misto bodu tohoto? 5

Red. V. Jeidbek.

Reseni. (Zaslal p. Sejna J., stud. reilky v C. Budéjo-
vicich.)

Budiz O poéitkem pravouhlé soustavy, OO, osou X, 4
budiz vnéj8im sttedem podobnosti. Jsou-li (x, y,), (x,, y) sou-
fadnice bodu 137, resp. M,, jsou soufadnice bodu P (z, y).
Oznaéme OM — a, O,M, = b, proménny ihel

L AOM =X AOM, = «a;

potom jest

Vylouéime-li z téchto dvou rovnic proménné «, pFijdeme
k vysledku

z! y2
a2+5§ — 1.

Jest tedy hledané geometrické mifsto 'ellipsa poloos a, b.

Sestrojenf jednotlivych bodd ellipsy timto zpdsobem pro-
vedené jest zev3eobecnéni zndmé konstrukce ellipsy z kruZnic
opsanych .nad osami jako priméry.
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Uloha 34.

Krajni body M, N praméru kruhu (o, b) promitaji se
s daného bodu A na pramér x kolmyj ku MN do bodd M,, N,.
Body témito vedené rovmobéiky s MN protinaji kruh (e, b)
v bodech P, P,; Q, Q,. Jaké jest geometrické misto bodi téchto,
Sine-li se stred w pri daném poloméru b po primce x?

Red. V. Jerdbek.

Reseni. (Zaslal p. Segina Jos, stud. redlky v C. Bu-

déjoviefch.) '

Pifmku x utiaime osou X, kolmici k nf z bodu 4 osou ¥
pravoihlé soustavy. Bod 4 méjz soufadnice (a, o), stted S§i-
nouctho se kruhu o (p, o). Rovnice kiivky kruhové (@, b) jest

(z—p)+y* =0
Primka MA (M[p, b], 4a, o]) urtend rovnici
b _ a ) . .
— b= (x — :
| y > (x—p) |
protind osu X v bodé, pro néjz

e O
=D

Body P, P, jevi se ndm jako présetiky piimky

xr = e
__a—_b.p

8 kruznici (z — p)? + y* = b%, obdriime tudiz rovnici hleda-
nébo mista, vyloudiv§e z téchto rovnic proménnou p.

Tim obdrzime
x2 yZ
aTp=Dh

z CehoZ patrno, Ze iéd:mjm mistem geometrickym jest -ellipsa
poloos a, b..
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TouZ rovnici bychom obdrZeli, kdybychom mifsto bodu
M (p, b), byli v dvahu vzali bod N (p, — b), nebot ve vysledku
se vyskytd jenom b*; jsou tedy vSecky &tyfi body P, P,, Q, Q,
na ellipse, jejiZ rovnici jsme odvodili.

Uloha 35.

Dokdzati jest, e trojuhelniky ellipse opsané a majici té#isté
ve stredu ellipsy maji stejny plosky obsah. Tento plosky obsah
jest nejmensi ze viech ploskych obsahdi trojuhelniki ellipse opsanych
tak, Ze ellipsa jest uvniti: téchto trojihelniki.

Dr. M. Haas.

Redeni. (Zaslal p. R. Kudera, stud. redlky v Kutné
Hore.)

Ellipsu, jakoZz i vSecky trojihelniky ji opsané a majici
tézisté v jejim stfedu muZeme poklddati za pravodhly primét
kruhu a trojahelnikéi opsanych kolem kruhu o t&ziSti ve stiedu
kruhu. Ale vSecky trojibelniky, jeZ maji tézi§té ve stfedu kruhu
vepsaného, jsou rovnostranné a majf tudiZ vesmés stejny plosky
obsah a to ze vSech ostatnich trojubelntkd kruhu opsanych
(tak, Ze kruh nachdzi” se uvniti trojahelnfka) obsah nejmensi.
Nésledkem toho, ponévadZ pomér ploskych obsahii rovnobéznym
promitdnfim se neménf, majfi v8echny trojihelofky ellipse opsané
tak, Ze téziSté nachdzf se ve stredu ellipsy, stejny plosky obsah
a to ze viech ostatnich trojihelnikd ellipse opsanych (tak, Ze
ellipsa nachdzi se uvnitt trojihelnika) obsah nejmensf. Srovnej
8 feSenim tfetim ulohy 7.

Uloha 36.

Které krivky zobrazugi v pravouhlé soustavé souradnic rovnics

_ _xVI—g"/_”—{—yVT:?’::c,
el <. ' :
Dr. M. Haas.
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Resent. (Zaslal p. Arn. Barborik, stud. gymn. v Olomouci:)
Odstranime-li irracionalitu z dané rovnice, obdrifme rovnici
xt — 2x%y? -yt — 223 — 2y%c? | 42?yc? + ¢* =0,

aneb @* 4 9% — ¢H)? =4 2%} (1 —cd).

Odmocnime-li tuto rovnici, obdrZime dvé rovnice

1. a2 —2xy\l — - yP=¢®
2. x? + 2ayY1 — 2+ y? = co.

Zavedeme-li novou soustavu pravoihlou X’, ¥ se stejnym
potdtkem o 43° otofenou, obdrzime tyto vzorce transformadnf:

Dosadfce hodnoty ty do hotejsich rovnic, nabyvdime

xr2 ’2

1+V1T—¢2 1 —V1—¢t

{E'2 - r2

y .
2. — — = 1.
1—Vl—e¢ +1-~V1———(:2

Ztejmo, Ze jsou to rovnice dvou shodnych ellipé, jichz
hlavnf poloosa a =1+ Y1—c?, vedlejsf poloosad=1—YI—¢?;
osy jejich stoji na sobé kolmo.

Zv145tnf piipady nastdvajf, je-li ¢ =1; pak pfechdzeji obé

kiivky v jedinou kruZnici sttedovou. Je-li ¢ =0, pak prechézejf
v piimky o 45° odchylené od osy X a stojicf na sobé& kolmo.
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Spravné resSeni uloh v tomto rocéniku obsaienych
zaslali pp.:

Babor Josef, stud. VIL tt. r. v Pisku, al. 1. az 11., 17, 21,
26., 30. az 34.

Barborik Arnost, stud. VIII. tt. g. v Olomouci, al. 1. az 15.
17., 20. az 23., 25., 26., 28. a% 36.

Barténék Arnost, stud. VIL tf. g. v Olomouci, ul. 2
13. az 15., 21., 25., 26., 32.

Beck Emil, stud. VIIL. té. g. v Olomouci, ul. 1. az 7., 9. az
15., 17, 20. az 23., 25., 26., 32. az 3b.

Bochorak Jaroslav, stud. VI. té. r. v Kromeéiizi, dl. 1. azZ 4., 6., 32.

Caloud Vdclav, stud. VIL t¥. g. v Brné, al. 2., 6., 13., 26,
32., 33.

Capek Frantisek, stud. VIL. ti. g. ve Valaiském Mezif{éf, dl. 1.
az 3., 6., 12. az 14., 32.

Cech Bretislav, stud. VI. ti. r. v Novém Masts, al. 1. az 7.,
11., 13., 26.

Cihalik Emilian, stud. VL ti. r. v Hodonfné, al. 1. az 4., 10.,
13., 32. :

Dienel Josef, stud. VI. tk. r. v Rakovnice, ul. 1., 2., 13., 32.

Dolefel Viclav, stud. VI. tf. I. g. v Brng, il. 1. az 4., 6., 12,
13, 21., 25., 26., 32.

Haklovd Viasta, stud. V. ti. g. ve Slaném, dl. 1., 2., 4., 6.,
21., 26., 32. o '

Halavanja Pavel, , stud. VI. tf. r. v Brng, il 4, 6., 11.

Hiavdéek Jan, stud.: VL tf.r. v Jicing, ul. 4., 6., 26., 32.

Hrage Josef, stud. VL. tf. g. v Praze IIL, dl. 2. az 4, 6., 13,
32., 33. ‘ '

Holub Karel, stud. VII. tf. g. v Praze v Truhlaiské ul., ul. 2.,
4., 13, 26., 32.

Hruban Jaroslav, stud. VIIL. té. g. v Olomouci, dl. 1. az 17.,
20. az 36.

az 1.,
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Hruka Vdclav, stud. VI. tf. r. na Krdl. Vinohradech, dl. 1.
az 4., 6., 10,, 12, 14,, 26., 32.

Janousek Jan, stud. VIIL. tf. g. ve Strdznici, ul. 1. az 4., 6.,
7., 10. az 21,, 24. az 26., 32. ai 34.

Jelinek Frantisek, stud. VI. tt. g. v Praze (Kfemencovd ul.),
ul. 4.

Kladivo Bohwmil, stud. VI. tt. I. g. v Brné, dl. 1. az 18,, 20,
21., 23., 25. az 36.

Klier Eman., stud. VIL tf. r. v Plzni, dal. 1., 2, 4., 6., 7., 10.
az 13., 15, 21., 25., 26.

Kofranek Karel, stud. VIIL tf. g. v Tiebici, ul. 1. az 4., 6,
9. az 16., 22., 25, 26., 32. az 34.

Kovds Jan, stud. VII. ti. g. v BeneSové, Gl. 2. ai 4., 6.,
13., 32.

Kratochvil Antonin, stud. VIL ti. r. v Praze-1IL, dl. 1. az 4.
6., 9. az 19, 18., 23.

Kruzik Josef, stud. VIL tf. I. g. v Brng, dl. 1., 2., 6., 13,
26., 32.

Krizek Josef Tom., stud. VI. ti. r. v Hofe Kutné, dl. 1. az
4., 6. az 8., 10. az 13., 20., 26., 28., 32., 34., 3b.

Kubiéek Jindrich, stud. VIL. t¢. g. v Brng, 4l 1., 2, 6., 13,
32., 33.

Kuéera Rudolf, stud. VIL tt. r. v Kutné Hote, . 1. az 4., 6.,
7., 9. az 13., 21., 25., 26., 28., 32. aZ 36.

Kudldéek Frantisek, stud. VI. t¥. g. v Trebféi, dl. 32.
Lavicky Antonin, stud. VI. tf. g. v Trebiéi, ul. 4., 6., 11., 26.,
31., 32. .

Lepsik Karel, stud. VIII. tf. g. v Chrudimi, dl. 1., 4., 6.

Mareda Jar., stud. Vb. tf. r. na Kril. Vinohradech, dl. 4., 32.

Melichar Viclav, stud. VIL tf. g. v Rychnovs, dl. 4., 6, 13,
25., 32, S

Michal Bohumil, stud. VIL t¥. r. v Novém Mésté n. M., dl. 1.
az 7., 9. ak 14., 26., 30. az 34,
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Navrdtil Frantisek, stud. VI. tt. r. v Hodoning, dl. 3., 4., 10,
13., 32,

Nekula Ludvik, stud. VIIa. tf. I. g. v Brng, dl. 1. az 3., 13,
26., 32.

Némec Bohuslav, stud. VIIL tf. g. na Kral. Vinohradech, ul. 1.
az 11., 13. az 18., 20., 21., 23. az 36.

Papfok Josef, stud. VIIL. t. g. v Mistku, al. 1. az 18, 20. aZ
22,, 25. aZ 36.

Paradeiser Ludvik, stud. VII. tf. r. v Hodoning, ul. 1. aZ 4.,
6. az 1b.

Pik Otto, stud. V. tt. g. v Hradci Krédlové, dl. 1. az 14., 22,
26., 31. az 36.

Poldsek Josef, stud. V. tf. g. ve StrdzZnici, dl. 2., 4., 32.

Raus Frantidek, stud. gymn. v Pelhfimové, al. 1. az 7., 9., 10,
12. az 16., 21., 25., 26., 28., 31. az 36.

Regentik Miro3, stud. VIlIa. tf. g. v Krom&tfzi, dl. 1., 2., 5. aZ
7., 12. az 14,, 19., 26., 32., 35., 36.

Rychlikova Jana v Praze II., ul. 1. aZ 36.
Riha Jam, stud. VIL ti. g. v Trebfdi, dal. 1., 2., 4., 13., 26., 32.

Schindler Antonin, stud. VIb. tf. r. v Plzni, 4l 1., 2., 6.,
13., 32. ‘

Schmied Vilém, bohoslovec v Olomouci, dl. 1. a% 4., 11., 13.
Scholz Otto, stud. VI. tf. g. ve Vyskovs, ul. 32.

Schubert Mil., stud. V. tf. r. na Zizkovs, dl. 4, 9. az 11,
26., 32.

Séerba Josef, stud, VI. tf. g. v Mistku, dl. 1., 2., 6., 32.

Sedlo Jindrich, stud. VL. tf. r. v Plzni, dl. 1. aZ 6., 10. aZ
13., 15.

Seifert Mil , stud. VIL tf. r. v Karling, dl. 1. az 7., 10,, 11,,
13. az 15, 17., 20, 21, 25. az 28., 30. a% 36.

Simandl Vdclav, stud. VII. tt. g. v Mladé Boleslavi, al. 1. aZ
7., 9. az 16., 31. aZ 34.

SniZek Bohumil, stud. VIL. tf. r. v Kutné Hote, dl. 1. aZz 7.,
9. az 12, 19, 26., 27, 32., 33., 35.
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Sova Eman., stud. VI. tf. r. v Kutué Hote, dl. 1. az 4., 6.,
1., 10, 12., 13., 26., 32.

Sova FrantiSek, stud. VIL. tf. g. ve Val. Mezit{éi, ul. 1. az 3.,
12. az 14., 32.

Sovik Jaroslav, stud. VIII. tf. g. v Prerové, ul. 4., 6., 7.

Spdéil Josef, stud. VII. tf. g. v Olomouci, ul. 1. az 4., 6., 13.,
21., 32.

Stempel Bohuslav, stud. r. v Praze IL., dl. 1. az 7., 10,, 12. aZ
16., 21. az 23., 25., 26., 32. az 36.

Sejna Josef, stud. VIL t¥. r. v C. Budgjovicich, al. 1. aZ 7.,
9. az 1b., 2b., 26., 32. az 3b.

Sprinc Antonén, stud. VIL tf. g. v Olomouci, l. 1. az 4., 6.,
7., 13. a% 15., 21., 22., 25., 26., 32.

Srom Josef, stud. VIb. tk. r. v Kroméfizi, al. 3., 4., 6., 13,
15., 25., 32.

Trkal Viktor, stud. VIL tf. g. ve Vys. Myté, ul. 1. az 36.

Tucek Karel, stud. VIL. ti. r. v Mladé Boleslavi, il 1., 2, 4.,
6., 13., 32.

Veber Bohumil, stud. VIIL tt. g. v Kolins, al. 1. az 4., 6., 7.,
9, 12. az 15., 25., 32., 35.

Veder Milos, stud. Vb. tr. r. v Zizkove, dl. 4., 5., 1L

Viklicky Jan, stud. VIIL tf. g. v Trebiti, dl 1. az 7., 9. aZ
11, 13., 15., 16., 22., 23., 25., 26., 28., 31. az 36.

Zdlesky Ed., stud. VIL té. r. v Plzni, al. 4., 5., 10., 13.

Zeleny Jan, stud. VI. tf. r. v Novém Mésté, dl. 1. az 4., 6., 13.

Zeman Ladislav, stud. Vlla. tf. 1. g. v Brné, dl. 1., 2., 6., 26.,
32., 33.

Zdiek Augustin, stud. gymn. v Budgjovicich, dl. 1. a% 16., 19.
az 22., 25., 26., 32. az 36.

Zivansky Viadimir, stud. VIb. tf. I g v Brng, dl. 1. az 18,
20., 21., 23. az 36.
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Ceny udélene za resSeni iloh.

Redakce ,,Casop_isu pro péstovdni mathematiky a fysiky“
prisoudila témto FeSiteldm ceny vypsané vyborem ,Jednoty c&e-
skych mathematiki“.

I. Ceny prvni.

. Barborik Arnost, stud. VIIL. ti. g. v Olomoueci.

. Hruban Jaroslav, stud. VIIL t¥. g. v Olomouci.

. Kladivo Bohumail, stud. VI. tf. I. g. v Brné.

. Némec Bohuslav, stud. VIII. tf. g. na Krdl. Vinohradech.
. Paprok Josef, stud. VIIL tf. g. v Mistku.

. Rychlikovd Jana v Praze-II.

. Seifert Mil., stud. VIL tf. r. v Karliné.

. Trkal Viktor, stud. VIL tf. g. ve Vys. Myté.

. Zidek Augustin, stud. g. v Budéjovicich.

Zivansky Viadimir, stud. VIb. ti. I. g. v Brng.
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II. Ceny druhé.

. Babor Josef, stud. VIIL. ti. r. v Pisku.

. Beck Emil, stud. VIII. tt. g. v Olomouci.

. Janousek Jan, stud. VIII. tf. g. ve StrdzZnici.

. Kofrdnek Karel, stud. VIIL. tf. g. v Tebici.

. Kratochvil Antonin, stud. VII. t¥. r. v Praze-IIL.

. Kridek Josef Tom., stud. VI. tf. r. v Hote Kutné.
. Kudera Rudolf, stud. VII. tf. r. v Hofe Kutné.

. Michal Bohumil, stud. VII. tf. r. v Novém Mésté n. M.
Y. Pik Ofto, stud. V. tf. g. v Hradci Krilové.

10. Raus Frantisek, stud. gymn. v Pelhtimovs.

11. Simandl Viclav, stud. VIL. tf. g. v Ml Boleslavi.
12. Snisek Bohumil, stud. VIL tf. r. v Hofe Kutné.
13. Stempel Bohuslav, stud. r. v Praze-IL .
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Sejna Josef, stud. VIL ti. r. v C. Bud&jovicich.
Viklicky Jan, stud. VILI. tt. g. v Tiebiéi.

ITI. Ceny tieti.

. Bartanék Arnost, stud. VIL. t¥. g. v Olomouci.

. Capek Frantisek, stud. VIL t¥. g. ve Valasském Meziffci,
. Cech Bretislav, stud. VL. té. r. v Novém Mésté.

. Cihalik Emilian, stud. VL t¥. r. v Hodoning.

. Dolezel Viclav, stud. VI. tf. I. g. v Brné.

Haklovd Viasta, stud. V. tt. g. ve Slaném.

. HraSe Josef, stud. VL. tt. g. v Praze-IIl.
. Hruska Vidclav, stud. VI. tf. r. na Krdl. Vinohradech.

Klier Eman., stud. VIL. tf. r. v Plzni.
Paradeiser Ludvik, stud. VIL tf.r. v Hodonfné.

. Regentik Miro$, stud. VIIla. tf. g. v KroméFizi.

Schubert DMil., stud. V. tf. r. na Zizkovs.
Sedlo Jindrich, stud. VL. tf. r. v Plzni.

. Sova Eman., stud. VI. tf, r. v Kutné Hore.

Sova Frantisek, stud. VIL. tf. g. ve Val. Mezif{éi.

. Spddil Josef, stud. VIL ti. g. v Olomouci.
. Sprinc Antonin, stud. VII. tf. g. v Olomouci.
. Srom Josef, stud. VIb. tf. r. v KroméfiZi.

Veber Bohumail, stud. VIII. ti. g. v Kol(ng.

. Zeleny Jan, stud. VI. tt. r. v Novém Mésté.
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