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és—zﬂ-}- %—ﬁ#—l— ... do konce.
Pripoji-li se tento soudet, délen jeSté drocitelem »* k souctu
po pravé strané rovnice (16’), jest patrné:
tn . Vo) = (o pmis Dntmir - Entmiednimiz . ..)
+ (@nta T+ Gnpatr +.. ).

Utvori-li se tu opét nova tabulka soudtovd
(&) = a,+ ey --... do konce, )]
vyjde ihned:
(m)V"(x) — _Z_”'*'m'f“](x‘d) + 2""’3(“) . (1 9)

o,
Poznamen. Pro tentyZ dichod, avSak s odbytnym (obdobné
se 2. b) najde se vzorec patrné tim, Ze jmenovatele v (19) na-

hradime jmenovatelem vzorce (18).
4. Ze vzorce (19) plyne bezprosttedné také hodnota dii-

chodu invalidniho a pro stari bez doby karenéni, polozi-li se
- prosté

- m =0,

z ¢ehoz

Cy .

Vn(w) — 2""{'1(”4) +2"+3(a) . » (20)

(Dokonéent.)

0 krivkach involuénd homologickych.
Napsal »
A. Strnad,
" professor v Hradei Krélové.*) )
1. Stanovme ku kaZdému bodu = danému v pravoihlé
soustavé soufadnicemi @, y bod m’ (§, %) dle rovnic
. b by .
= = )
Tim obdriime v roviné dvé soustavy bodi; kaxdému bodu
v soustavé (x, y) piisluSeti bude uréity bod v soustavé (&, %),

*) Predneseno z &dsti na sjezdu professor& v Chrudimi o svatodusnich
gvatcich r. 1884.
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ale také naopak — nebof feSfme-1i rovnice hotejsf dle , y, ob-
drzfme

a an

w:m, yzn—__—ba (2)

dle kterych rovnic k danému bodu (£, 7) uréfme pifslusny bod
=, ¥)-

Pov§imnéme si bliZe souvislosti vyjidiené témito rovnicemi,
vztahujice obé soustavy k tymi osdm soufadnym; jmenujeme-li
body m, m’ sdrufenyms, jsou v bodech takovych ztejmy tyto véty:

Dva body sdrufené leg na primce jdouct pocdtkem; jestif

y__m

x £
Kazdy bod primky O=y-—a—0b=0 spljvd se svym
sdrufenym; nebof pii y —a =1> jest
=, n=y.
Kazdému bodu primky U=y —a =0 piislusi v soustavé
(& m) bod wbétny (nekoneiné veddleni); pii y = a jest totiz
f=w, np=oo.
Kazdému bodu primky V' =n — b =0 sdrufen jest v sou-
stavé (x, y) bod "4b&ny; jestit za podminkow touto
x—ow, Y=o
Primka spojugict dva sdruZené body m, m’ a prochdzejici
poddtkem o stanovi v pFimce O bod my; dvojpomér (om mm’) md
u vSech bodd roviny hodnotu stdlou.
Nebof jest
om , om' Y . 7
mem "~ mym’ ~ y—a—b’  n—a—2>5’
a po dosazenf hodnoty za % objevi se dvojpomér tento jakoZto
veli¢ina stdld

(omy mm’) =

(omymm’) = — %. 3)

Tak se ndm objevuje rovnicemi (1) a (2) vyjadfend souvislost,
kterd v modernf geometrii homologii Cili centrdlnou kollineact
se nazyva; bod o slove stredem, pfimka O osou, ptimky U a V’
ibéZnicemi homologie. Sdruzenost tato dvou rovinnych soustav,
jiz vySetfovali slavni geometrové Poncelet, Chasles, Steiner a j.,
obsahuje v sobé jako zvldstn{ pifpady shodnosf, podobnost
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a ptibuznost, jsouc sama téZ jen zvlaStnim pifpadem sdruZenosti
mnohem obecnéjSich, které jsou predmétem baddnf geometri
soutasnych.

2. Bud d4na p¥imka P rovnicf

P=Az+4By+C=0; (€))
stanovme ke kaZdému bodu jejfmu m bod homologicky =/, a vy-
Setfme geometrické misto tohoto bodu m’.
Rovnici mista toho obdrZime, nahradime-li #, ¥ v rovnici
pimky hodnotami dle rovnic (2); bude pak '
Aaf 4 Ban—+C (y —b) =0.
Hledané geom. misto jest tedy pffmka
P’=Aaf+ (Ba 4 C)np— Cb =0. (®)

K primce P jest homologicky sdrufena primka P’ jakoZto
geom. misto bodd sdrufemyjch k bodim primky P.

Primku P’ snadno lze sestrojiti. Ddna-li pffmka P v obecné
poloze, protini osu O v bodé p samodruzném a tbéznici U
v bodé w, jehoZ sdruzeny leZf v nekoneénu na p¥fmce ou; prochdzi
tedy ptimka P’ bodem p rovnobéiné k ow. Oznaéfme-li v prit-
setfk ptimky P’ s V/, bude ov’ || P, jelikox bod ¢’ jest homo-
logicky k tibéZnému bodu pifmky P. Body u, v* slovou wubéznéky
piimek P, P’, —

Jest-li Ba+ C =0, jest -

P=Az+B (y—a)=
PP=A§+Bb=0;

jest-li vS8ak B = 0, jest
P=Az+4C=0
P=Aat+C(n—0b)=0.

Z toho soudime, Ze p¥fmkdm soustavy (=, y) jdoucim
bodem z=o, y = a pisludf v soustavé (£, %) pfimky kolmé
ku O, kdeito pffmkém soustavy prvé kolmym ku O sdruZeny
jsou ptimky jdoucf bodem & = o, 7 = b. Obou téchto ibéZnikl —
(U, Y)=h, (V', Y)=k — lze s vyhodou uiti, Jde-h 0 se-

“strojenf bodu k danému homologického. SpOJIme-h totiz "dany
bod m s bodem %, obdrifme v O prisecik p; kolmice v bodé
tom k O vztyéend stanovi v piimce om #4dany bod m’; aneb:
sestrojme mn _|_ O, bod spoleény primkam nk’ a om jest hledany. —
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Mohla by se jeSté namitnouti otdzka, mize-li ptimka P
sjednotiti se nékdy s primkou homologickou P’. Nutnd i zdroven
dostatecnd toho podminka plyne pfirovndnfm rovnic obou ptimek

Aa _Ba+|+C__ Cb
A~ B T
coz lze téZ psati ve tvaru
AC=0

C[B(a—+0b)+Cl=0.
Podminkém témto lze dvojfm zplisobem vyhovéti. Bud jest
A=0,B(@+40) +C=0

tedy ptfmka P sjednocuje se s osou homologie O; aneb jest
C =0, t. j. pfimka P prochdzi sttedem homologie 0. Osa homo-
logie a pitimky jdoucf stredem homologie jsou tedy samy k sobé
homologické; kdezto viak kazdy bod piimky O jest samodruZnym,
obsahuje kaZzd4 pffmka svazku o jen dva body takové, totiZ bod
o a prisectk s osou O.

3. Jako jsme k ptimce P odvodili dtvar homologicky —
ptimku P’, — miiZeme téz libovolnou kiivku K pietvofiti ¢i
transformovati v novou kfivku K’, k plivodni homologickou.
Déna-li rovnice kfivky

K=F(x, y) =0;
a nahradfme-li @, y pifsluSnymi funkcemi £, % dle rovmnic (2),
obdrzfme

K=& n)=0
jakozto rovnici kiivky odvozené. Dle tvaru rovnic transformaénich
soudfme, Ze funkce F i & ve stupni souhlasi, a Ze tudii dvé
homologické krivky jsou téhoz stupné. Dvé takto sdruzené k¥ivky
majf body na ose O leifef a teCny stfedem o prochézejici spo-
leéné. Dvé homologické seCny neb teény jich protfnaji se na
ose homologie. .
. Jest viak tu velmi blizkou otdzka: MdiZe kiivka homolo-
gickou transformacé odvozend sjednocovate se s krtvkou pivodni?
- ¢ili jinymi slovy: Ma%e néjakd kiivka byti sama k sobé homo-
logickou? Odpovéd na otdzky ty slusi dati kladnou, jak déle
stvrdime; vySetfiti pak nékteré diileZité pripady toho drubu jest
hlavn{ tlohou téchto tvah. —

Mi4-li kfivka K byti sama k sobé homologickou, musf body
jejl po dvou homologicky k sobé pifsluSeti; proto musf paprsky
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sttedem o jdouci protfnati kfivku K v sudém poctu bodi mimo
o leifcfch. To stane se, jest-li K stupné druhého a bod o mimo
ni, aneb jest-li K stupné tretftho a o bodem jejim — viibec
jest-li K stupné n» a ma-li v o bod (n— 2m)-ndsobny. Pfe-
-staime na nejjednodussim pripadu (m =1), predpoklédajice
k¥ivku stupné n s bodem (» — 2)-ndsobnym,

Rovnice kiivky takové md podobu

U~ 2Up -1 U =0, (6)
kde u, zahrnuje ¢leny stupné » atd. Jest tedy
U = ayx" Fa ety F .y
Un—y = b = - by w2y .o byt
ez = ¢ @ ¢, PP Y a2,

Vykondme-li v rovnici (6) substituci (2), nabudeme rovnice
kiivky odvozené

a*v, + 2071 () — b) vn—y + a2 ( — )% v =0,

v nfZ jest v; funkce totoind s w;, jen Ze v ni misto z, ¥ psdno
& m. Zkratime-li rovnici tuto a srovndme-li ji dle stupni,
bude miti podobu
a®v, - 20mvn_1 —+ N%n_g — 2b (@n—1 - NVn—2) + b%n_s = 0.
Uvézfme-li pak, Ze vztahujice k¥ivky K i K’ k tymZ osdm sou-
fadnym, smfme na misto § = kldsti téz «, y, dostaneme ko-
“neéné '
K = o, -} 2aytn_y ~+ y%un—o — 21) (au,,_l —+ ytn_s) _
+ b%up_, = 0. )

Prirovnénim rovnic (6) a (7) shleddvdme, ze kiivky K
a K’ jsou téhoZ stupné =, majf v o spoletny bod (rn — 2)-ni-
sobny i spoletné tecny v ném uréené rovmicf w.—p — 0.

4. Majf-li se obé tyto kiivky stotoZniti, musf levé strany
jich rovnic 1fSiti se toliko stdlym soucinitelem; musf tedy byti
splnény podminky

a4 2aytn—y - YUn—z __ b (aUn—y - YUn—2) _ Do
Un - Un—1 T Upg ]
které 1ze snadnym poctem téz pietvotiti v nasledujici:
b[(a-+b) tn—y + yua—s] =0,
(@* — b?) (UnUn—g — Up_y) Uy—g = 0.

Z rovnic (1) jest patrno, Ze nemiize bytf =0, taktéz
nemize byti a b =20, jelikoz by pak osa Sla stfedem homo-
logie a transformace stala by se neurcitou.
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Dle povahy kfivky K nemiiZe byti identicky ani un._, = 0,
ani wy —us—s = 0. Redukuji se tedy podminky hofejsf na
tyto dveé:
a—b=0 )]

(@ —+ b) up—y + yun—s = 0. ()]

Zkoumejme jich geometricky vyznam a vySetfme, lze-li jim
vzdy prfhodnou volbou stfedu, osy a dvojpoméru homologie vy-
hovéti. Prvd z nich znaci, Ze zde nastivd zvlaStni ptipad homo-
logie — Znvoluce; jest tu charakteristicky dvojpomér harmonicky
(omymm’) = — 1, obé tbéznice sjednocuji se v pifmee y—a=0
lezicf uprostied mezi stfedem homologie a osou y — 24 = 0.
Libovolnému bodu roviny pifslu$i tyz bod homologicky, at jej
pocitime k soustavé (x, y) nebo (£, %); protind-li tedy paprsek
svazku o kiivku K v bodech p, ¢, jest bod ¢ homologicky sdruZen
§ p a naopak — jak bylo lze i bez vypoctu ptedvidati. Oba
tyto body jsou stiedem a osou homologie harmonicky oddéleny.

~ Co se druhé podminky (9) tyée, miZeme na zdkladé jejim
dati rovnici kiivky K podobu
K=au,— (¥ — a) a2 =0; (10)

kterd kiivka md takovou rovnici, jest vzhledem k pocdtku sama
k sobé involu¢né homologicki.

Kterého druhu kiivky jsou v tom zahrnuty, ustanovime
v Fadcich nésledujicich, vychdzejice od kuZelosecek jakoZto pfipadu
nejjednodussiho.

5. Rovnice kFivky 2. stupné prisplisobend podminkim (8)
a (9) jest '

K, =a,a* | 20, oy +ay y* — 20 (y—a) = 0; (11)
rovnicf tou nevyZaduje se nic jiného, nez aby krivka K, obsaho-
vala body 1, 2, v nichZ ptimky e, * 420, zy 4 a, y* =0 —
t. j. rovnobézky vedené pocitkem k asymptotim — protinajf
primku y — a = 0. Toho lze vSak dosfci pti kaZdé kuZeloseéce
priméfenou volbou stiedu a osy homologie. Stredem miiZe byti
kterykoli bod v roviné, ktery neleif na kfivce K,; osou homolo-
gie jest pak ptimka y — 22 =0, o nfZ lze se snadno presvédciti,
Ze jest totoZna s poldrou bodu o vzhledem ke kuZeloseéce dané.
Jestif rovnice poldry libovolného bodu («,, ¥,) vzhledem ku K
pifmka urend rovnicf
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ao 22y -+ ay (@, y + 2y;) a2, yy, —c (y+ )+ 2ac=o0,
z nf% pfi @, =y, =0 vznikne y — 2a¢ =0.

Z toho vseho vysvitd:

Kazdd kFivka 2. stupné jest sama k sobé involuéné homo-
iogickd vzhledem & libovolnému mimo ni leficimu bodu JakoZto
stredu homologie a poldie jeho jakoZto ose homologie.

Které vlastnosti kuZeloseCek ve vété této zdklad maji, jest
dostate¢né zndmo; poukiZeme tu jen k nékterym, tjkajicim se
ubéZnice U=y —a =0. Nazveme-li po piikladu geometrii
anglickych rovnobéZku vedenou uprostfed mezi polem a poldrou
kuZelosecky quasipoldrou tohoto bodu vzhledem ke kuZelosedce,
miZeme fici: Vedeme-lz bodem mimo kuelosecku danym rovno-
bésky k asymptotdm, protéind kaZdd z nich krivkw v ur&itém bodu;
oba takto vzniklé body le# na quasipoldre bodw daného.

Rovnobézky tyto ol, o2, jakoz i body 1, 2 jsou realné

a riizné jen p¥i hyperbole, p¥i parabole splyvajf piimky oI, o2
v jedinou rovnobézku k ose paraboly, body 1, 2 sjednocujf se
a pifmka U jest tedy teCnou paraboly; pri ellipse pak jsou
ptimky oI, 02 pomyslné a tudi# p¥imka U seée ellipsu v bodech
pomysinych. TotéZ vychdzf na jevo, uvdzime-li, Ze kiivka k dané
kiivce homologickd md v nekonecnu tolik realnych bodd, v kolika
realnych bodech protind plvodni ktivka dbéznici U, nebof body
ty jsou na vzdjem homologické. V pifpadé naSem, kdy kiivka
pivodn{ sjednocuje se s odvozenou a tbéZnice s quasipoldrou
stfedu homologie, miZeme tedy vysloviti vétu:
Quasipoldra bodu mimo kuZelosetku daného stanovi v této dva
body realné riizné, realné sjednocené aneb pomysiné sdruené, dle
toho, jest-li kitvka dand hyperbola, parabola neb ellipsa. To jest
ostatné patrno téZ z rovnice (11); obdrifme tu pro rtzné tii
pifpady priseku kfivky K, s pffmkou U podminku

a’:‘_ @y Ay % 0,
kterd zdroven vyjadiuje druh kuZelosecky.

6. BudiZ dana kitvka stupné tretiho, jejiZ rovnice

K; = a2+ a,2% 4 0,2y +a,y° — (y—0a) (5 +b,y) =0 (12)°
vyhovuje podmince (9). Kfivka tato — jak patrno — jde pocdtkem ;
libovolnd pifmka tymZ bodem jdouci, ku pf. y= ax proting
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kiivku ve dvou bodech dal§ich, jichZ dsecky jsou koYeny rovnice

z* (2, + a,@ + a,e* 4 a,e®) — (ax — a) (b, + b,&) = 0.
Mezi pifmkami témi jest jedna, pii které jest b, -{- b, =0,

t. j. a:+§9; tu oba ony prisetiky splynou s bodem o.
1
Pifmka tato y:—% x, majic s kfivkou tfi soumezné body
1

spolecné, jest teCnou obratu (inflexe) a lze rovnici jejf téZ psati
by - by = 0. Aby tedy podminka rovnicf (9) vyjidfens u kiivek
3. stupné splnéna byla, jest zapotfebi a stacéi poloZiti stted homo-
logie do bodu obratu kfivky této. To vSak lze uciniti u kazdé
kiivky 3. stupné, jelikoZ — jak zndmo — m4 kazd4 kiivka takovd
obecné 9 bodl obratu, mezi nimiZ jsou t¥i realné. Z toho nésleduje :
Kazdd krivka 3. stupné jest sama k sobé involucné homologickd
vzhledem k bodw obratu jakoZto stiedw homologie.

PtisluSnou osu homologie ustanovime, stanovice stiedem
te¢ny ke kfivce dané; body doty¢né leZf na Zidané ose. Lze
tedy bodem obratu vésti ke kfivee 3. stupné t¥i tecny, jichz body
dotyéné lezf v jedné pffmce; pifmka tato, tak zvand harmonickd
poldra bodu obratu, jest zde osou homologie. K ose té ndleif
uréitd tbéznice, poloZensd uprostted mezi ni a stifedem homo-
logie, a obsahujfci takové body kiivky, jichZz homologické jsou
v nekoneénu. Sestrojime-li tedy bodem obratu rovnobézky k asym-
ptotém kiivky 3. stupné, protfnaji tyto kfivku ve tfech bodech
jedné pifmky, kterd leZf uprostied mezi bodem obratu a jeho
harmonickou poldrou. Totéz vysvitd z rovnice (12); znacif tato
ktivku obsahujfcf body, v nichZ p¥fmky, uréené rovnici «,3
~+ a, *y -+ a, € y® - a3 y* = 0, protinajf pifmku y — a = 0.
Rovnice harmonické poldry pocatku jest pak y — 2a =0.

Z hlavni poucky v odstavci tomto odvozené plynou bez-
prostiedné pfemnohé vlastnosti kfivek 3. stupné, zvl4asté ty,
které bodd obratu se tykajf a které obycejné jinymi methodami
se odvozuji. BudteZ tuto jen nékteré za prfklad uvedeny:

Primka spojujici dva body obratu krivky 3. stupné prochdzt
téZ tretim bodem obratuw.

Dvé tetny obratu protinajé se na harmonické poldre tretiho
bodu obratu. .

Dué tedny, z nich% kaZdd jde jednim bodem obratu, proti-
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najé se na harmonické poldie tretiho bodu obratw, jimZ zdrovesn
prochdzi prFimka spojujici body dotycné.

1. Predpoklddejme kiivku 4. stupné s bodem dvojndsobnym
jest-li rovnice jejf
| K,=au, — (y—a)u, =0, a13)
jest kfivka ta vzhledem k pocdtku sama k sobé involu¢né homo-
logickou. Rovnice w, =0 zna¢{ dvé piimky, tecny to v bodé
dvojndsobném; kazdd z nich méla by kiivku protinati jesté
v jednom mimo o leifcim bodé. Jest vSak z rovnice kiivky
ziejmo, Ze ityto dva priseciky lezf v pocatku, t.j. kazdd z téch
dvou tecen jest te¢nou obratu. Vyjadifuje tudfZ rovnice (13) kiivku
stupné 4. s dvojndsobnym bodem obratu.

Kiivka 4. stupné s bodem dvojndsobnym jest vzhledem
k bodu tomuto sama k sobé involuéné homologickd, jsou-li obé
tecny v bodé tom teCnami obratu.*)

Z véty této a ze zndmych vlastnosti dtvart homologickych
snadné lze odvoditi mnohé poucky o kfivkdch toho druhu, které
mohou byti obecné a nanejvy§ 10. tifdy, ve zvlastnich pf‘Ipadech
pak tifdy 8., 7., 6., 5. neb 4.

Osu homologle O a ubéznici U vySettime u kiivek téchto
tymz zpGsobem jako u kiivek stupné 3.

Z vlastnost{ na predeslém zaloienych budte uvedeny nésle-
dujfef:

Bodem o lze ku kiivce K, stanoviti 4 tecny, jichZ body
dotyéné lezi v primce O.

Paprsek svazku o stanovi v K, dva body, které jsou bodem
o a piimkou O harmonicky oddéleny; teény v bodech téch sestro-
jené protinaji se na O.

Spojime-li bod o s jingm bodem obratu kiivky K,, protind
spojnice kitvku jesté v tretim bodu obratu, a teSny ve dvou po-
slednich bodech sestrojené protinaji se na O. '

Takovych mimo o leZicich bodd obratu mé kiivka K, pti-
méfené své tiidé 16, 10, 8, 4, 2 neb Zddny.

Dvojndsobné tecny k¥ivky K, protinaji se po dvou na primce

*) Salmon — Fiedler, Analyt. Geometrie der hoheren ebenen Curven.
S, 267,
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0, a prislusné body dotyené leZ po dvou na paprscich svazku o.
Tecen takovych md krivka K, dle tiidy své 16, 8, 4, 4, 2 neb 1.

Zvlastnf pozornosti zasluhujf kiivky K,, majf-li mimo bod
o jeSté dva body dvojobratu, t. j. body dvojnisobné s teénami
obratu; pak lze kterykoli z téchto ttf bodl zvoliti za stfed homo-
logie a pfimku druhyma dvéma uréenou za osu, vzhledem ku
kterym se kfivka sama v sebe transformuje. Prikladem takovych
racionalnych kfivek jest lemniskata, kterdi md v nekoneéné
vzdalenych bodech kruhovych body dvojobratu.

Specielné zabyvali se jimi Em. Weyr*), Ameseder**) a
Beyel***) ; prvy dovodil o nich tuto pozoruhodnou vétu:

Body dotyéné tecen, které lze ku krivce vésti z bodit primky
spojujict dva dvojbody, le# trikrdt po dvou ve tFech prFimkdch
jdoucich tretim dvojbodem.

Tyto trojiny paprskové tvoré kubickou tnvoluci, ve které
jsou primky spojujicé tieti dvojbod s prvyma dvéma paprsky troj-
ndsobnyms.

Z pojedninf druhého uvadime tyto dvé véty:

Dvojndsobné tedny tvori &yrstran, jeho# dhlopriény jdouw body
dvosndsobnyms.

Teény obratu v jednom z dvojbodis tvoit harmonickou &tve-
Finu s paprsky spojujicimi bod tento s ostatnimi dvojbody.

Vysledky tyto lze dle piedchdzejicich ivah snadné odiivo-
dniti.

8. Zakonéime kritké toto pojednan{ nékterymi poznimkami,
jednajfcimi o Eitvkdch n-stupné s bodem (n— 2) - ndsobngm.
Jakykoli paprsek svazku o, ku pf. y — ex = 0 protind kiivku K
danou rovnicf (6) mimo pocitku jeSté ve dvou bodech, jichz
usecky jsou kofeny rovnice

Fit - fucr@ - fu s =0, (14)
vznikajici vyloucenfn y z rovnice kiivky a rovnice paprsku;
soucinitelé f jsou funkce smérnice «. Oba priseéiky splynou
v jediny, jest-li diskriminant

f-zn— 1"—fnﬁl—2 =0.

*) Sitzungsberichte der k. Akademie der Wissenschaften in Wien. Math.
naturw. Classe. Bd. LXVIL 8. 286.
++) Tamtéz. Bd. LXXX. S. 495,
a*#) Schlomileh, Zeitschrift fir Math. und Physik. 30. Jahrg. S. 1, u. 65-

14




218

Rovnice tato urcuje sméry teCen vedenych ku kiivee K
bodem o a dotykajicich se ji v bodech mimo pocitek lezicich.

Nahradfme-li zde hodnotu e« podilem % a ndsobfme-li pak moc-

ninou x"—2, ohdriime
UE_] — Un Uy =0 (15)
jakoZto rovnici onéch teen. Jest jich obecné 2 (n —1). —

Vyhovuje-li @ rovnici f._.=0, jest prisluSny paprsek
te¢nou kiivky v bodé (r— 2)-ndsobném; kofeny rovnice (14)
jsou pak
Yo

ﬁ‘ b

odkud jde, Ze kazdd tecna v bodu ndsobném protind ktivka
v jednom dal$fm bodé. Za podminky (9) prechdzi vSak w,—;
soutasné 8 w.—p Vv nullu, a totéz lze Fici o fuy a fu-s;
v ptipadé tom jest tedy téz x, =0, t. j. kaZzd4 tecna bodu ni-
sobného neprotind pak krivku v dal$im bodé, stivajic se teénou
obratu. Naopak zase: md-li kaidd z tecen v bodé (n— 2)-
ndsobném byti tecnou obratu, musf{ fi... stiti se soucasné
S fau—e rovnym nulle; musf tudiZ f,—, 1l8iti se od fu_z — rovnéz
také wn—; od u,_; — toliko linedrnym Cinitelem. Podminka
tato jest totoZna s onou, kterou rovnice (9) vyjadfuje.

Majice vySetfiti, kdy jest kiivka n. stupné s bodem (n— 2)-
nasobnym sama k sobé homologickou, predpoklidime-li tento
bod ndsobny stfedem homologie, byli jsme jiZ v ¢lanku 4. ve-
deni ku dvéma nutnym ale zdroveir dostatecnym podminkdm.
Prvni z nich (8) jest od povahy kiivky neodvisld, vyZadujic
toliko, abychom zvolili dvojpomér homologie harmonicky, t. j.
rovny — 1; podmince této miZeme vyhovéti vidy. Podminku
druhou (9) moZno splniti u vSech kiivek 2. a 3. stupné, pii
ktivkdch stupiit vyS$$ich jen tenkréte, jsou-li — jak jsme pravé
poznali — tec¢ny v bodé ndsobném tecnami obratu.

Prichdzfme tedy k vysledku tomuto:

Ma-li krivka n. stupné bod (n — 2)-ndsobnyj a jsou-li tedny
v ném teCnami obratu, jest sama k sobé involuéné homologickou,
magic bod ten stiedem homologie.

KaZd4 - kfivka takovd, jiZ v ndsledujicim budeme krétce
jen K, oznaovati, md rovnici tvaru (10), je-li pffsluSni osa

z, =0, x, =
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homologie rovnobéZna k ose X. RRovnice této osy homologie
jest pak y — 2a = 0.

9. Uifvajice stru¢ného oznaéenf bodll a pifmek zde se vy-
skytujicich, miZeme dle zdsad homologie vysloviti o ktivce K.
véty nasledujicf:

Bodem o jde n teten, které se kiwky K, v jingch bodech
dotykaji; body tyto ledi v pFimce O.

Rovnice téchto tecen plynou z rovnice (15), uZijeme pod-
minek (8) a (9), ve tvaru

4a’uy — yuy_g = 0. (16)

Libovolny paprsek svazkw o stanovi v Ka dva body, které
Jsou bodem o a primkou O harmonicky oddéleny; teiny v bodech
téch sestrojené protinaji se na primce O.

Protneme-le K., dvéma paprsky svazku o v bodech a,a’ — b, V',
lezi prasediky primek ab, @', pak al’, ’b v ptimce O.

Protneme-li K, libovolnou prémkouP v bodech a, b, c,...,
stanovi paprsky oa, ob, oc, ... vkiivee body dalsi «, V', ¢, ... 3
body tyto lezi v jiné primce P’, kterd se s P protind v ose O.

Md-li kiivka K, mimo bod o jesté jiny bod obratw a spo-
jime-le tento s bodem o, sece spojujici primka kitvkw v dalsim
bodu obratu a teény téchto dvou bodd protinaji se na O,

Paprsky jdouci bodem o rovnobéiné k asymptotdm protinaji
krivku K, v n bodech pFimky U; tetna v kaZdém z téchto bodd
protind se s piislusnou asymptotou na piimce O, —

Véty tuto uvedené mohli bychom éetnymi jinymi rozhojniti;
prestivdme vSak na podanych ukdizkiach a odvodime ku konci
jen dvé je§té véty vyznaéné pro ktivky ndmi uvaZované.

Ve zvlistnim pripadu miZe se pifmka O stiti ibéZnou;

z rovnice (om,mm’)= —1 plyne pak om:om’ =--1, t. j.
ktivka K, jest zde soumérna ku stiedu o. Jindy mlZe bod o
byti dbéZnym; pak jest mym :mem’ = — 1, t. j. pfimka O jest

primérem ktivky K, pilfc tétivy k bodu o smeéfujief. Jest-li
pti tom smér paprskd kolmy ku O, jest kiivka K, soumérna
k této ose.

Obou téchto prfpadf Ize pfiméfenou transformaci homo-
logickou vidy docfliti; tedy:

Krivka K, miZe homologicky pretvorena bijte v kFivku stive-
dové nebo 0sové soumérnou, — '

14*
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Nemé-li kfivka K, mimo bod (» — 2)-ndsobny Zddné jiné
body nédsobné, jest — jak z rovnic Pliickerovyjch vysvitd — tridy
2 (n — 3); kaZidym bodem dvojnym zmenS${ se tato trida o 2,
bodem vratu o 3 jednotky. Ze nemiZe miti K, bod trojnisobny
neb vicendsobny mimo bod o, jest patrno; md-li vSak mimo bod
o néjaky bod dvojndsobny, musi tento ndleZeti ose O. Nebof
kdyby leZel mimo ni, piisluSel by mu dle zdkon homologie na
paprsku svazku o je$té druhy bod dvojndsobny, a paprsek onen
mél by s ktivkou spoleénych n —2 -2 .2 —=n -}- 2 bodii, coZ jest
u vlastni ktivky ». stupné nemozno. Md-li tedy kiivka K, mimo
(n — 2)-ndsobny bod o jesté nékteré body dvojndsobné, leZ tyto
na primee O, Kolik takovych bodii nanejvyS byti miZe, po-
znidme z ndsledujictho. _

. Py . . o (n—1)(n—2)

Ktivka n. stupné miiZze miti, jak zndmo, nejvyse —
bodét dvojndsobnych, nemd-li se rozpadnouti ve krivky niz-
§fch stuphii; pii tom bod k-ndsobny zastupuje ke—1)
bodi dvojndsobnych. Mad-li kfivka ta* bod (»— 2)-ndsobny,
miZe mimo néj miti nanejvys

m—D)(n—2 @—2)@—3) _
- — =n—2
2 2
bod@ dvojndsobnych. Tohoto maxima nemiiZze vSak pocet dvoj-
nésobnych boddt u kiivky K, dosdhnouti, jest-li »n>4. JelikoZ
totiz vSechny tyto dvojbody v jediné pfimce jsou obsaZeny,

n—1

miZe jich byti nanejvys %, jest-li » sudé aneb

chém. Rozdil mezi timto poctem skutenym a poétem maximdlnym
difve stanovenym — tak zvany rod kiivky (dle Clebsche, defekt dle
n _n—4
22

pHi 7 li-

aneb

Cayleye) — jest tedy nejméné bud n—2 —

n—2 — 7%_—1 = 7%3 Tim ptichdzime ku pozndnf vty :
K#ivka K, miize mimo bod (n— 2)-ndsobnyj miti nanejvys
%— aneb "&’2- ! bodii dvojndsobngjch, dle toho jest-li m sudé meb

n—3

Ziché, a must tedy byti rodu nejméné 2% aneb 5
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