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0 prométnosti cyklické. -
Sdsluje

Emil Weyr.

1. Budtez dany dva soumistné prométné utvary prvotadé
U U’ na pt. dvé souosé¢ prométné fady bodové. KaZdy prvek
dluZno povazovati jednou co priglu§ny ttvaru U a podruhé co
piislusny dtvaru U’; v piipadé prvaim budiZ oznacen pismenou
x a v druhém pismenou y’. Prvku « dtvaru U piifadén pro-
métnosti prvek o’ Gtvaru U’ a prvku y’ dle téhoz zdkona prvek
y v tutvaru U. Ze viech elementl vyznamendny jsou dva: e, f,
co elementy samodruzné ¢ili dvojné, z nichz kazdy sobé ptislus,
tak totiz, Ze prvek ¢’ splyvd s e a prvek f” s f. Dva sdruZené
prvky zz’ urcuji s clementy dvojnymi e f dvojpomér (efza’)
stdlé hodnoty £ ¥*); jest-li k= —1, tvofi efxx’ soustavu harmo-
nickou a vekeré pary ax’ tvoii involuci. **) Splyne-li «‘ s prv-
kem z, mime (efxx’) =-1, tedy k=1, tak Ze v tomto
ptipadu kaZdy element splyvd s pifslusnym mu prvkem a oba
utvary se dplné kryji.

2. Z daného vztahu promitavého lze ndsledujicim spisobem
vyvoditi celou fadu obdobnych relac. Zvolme sobé libovolny
prvek soumistnych Wtvark UU‘ a pocitajice jej do ttvaru U
nazveme jej «. Sestrojme nynf{ pifslu$ny jemu . element «’
v utvaru U’; tento obdobné povaZujme za element ttvaru U
a sestrojme pifsluSny mu element ” v dtvaru U‘; k elementu
«’ sestrojme co k elementu ttvaru U p¥islusny element il
itvaru U’ a t. d.,, aZ koneéné dospéjeme po = obdobnjch kon-
strukcich k elementu 2®, ¢imz obdrzime fadu prvki

A L OR
z kterjchz kaZdému, pncitame-h JeJ utvaru U, pfifadén. nasle-
dujfei co prométné pifslusny v dtvaru U’ Pohybuje-li se =
veSkerymi polohami, pak «‘ x“... ménf své polohy a jelikoz
soustava (dtvar) prvki x jest prométnd se soustavou piislus-
nych prvkid «’, tato opét se soustavou prvki z“ a t. d.; tedy

*) Viz: ,Zakladové vyssi geometne“, dil I. clanek 83.
**) 1. c. cldnek 45.
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jest kazdd z téchto soustav ve vztahu prométnosti s kaZdou
jinou z téchto soustav, zejmena jest soustava x prométnid se
soustavou =™, *) (Tvoif-li oba prométné utvary involuci, tu
splyne «/ s , proceZ se patrné skladd celd hofejsi Fada prvki
pouze z x z‘, kteréZz elementy se opakuji: wa’axa’..... ) Vy-
jdéme opét od téhoz elementu x, ale piictémeZ jej k ttvaru U’
a tu budiz «, p¥fsluiny mu prvek vitvara U; prvku «, necht
odpovida v dtvaru U prvek «,, tomuto opét v tdtvaru U prvek
x, a t. d. aZ po m-té konstrukei dojdeme k prvku @,, ¢fmi
obdrZzime fadu:
LRy Ly sess iy

v kteréZz kazdému elementu, pocitdme-li jej k ttvaru U’, pif-
slu$i néasledujici element v ttvaru U. I zde jest patrno, Ze
soustava prvki « jest prométnd se soustavou prvkd ., a vibec
soustava prvkd z; se soustavou prvki 2 (0 <<i <<k <<m).

JelikoZ soustava a™ jest prométna se soustavou x a tato
opét se soustavou x., budou i soustavy prvkd «,, ™ promét-
nymi; t. j. odvodfme-li z libovolnych ¢tyr prvki: «, y, 2, w,
konstrukcemi prvnfho druhu (sméru) elementy a® y® z®) g
a obdobné konstrukcemi druhého druhu elementy m ¥m 2m Wn,
bude

(@m Ym Zm W) = (w(") y(ﬂ) O] w("))

Probihé-li prvek « itvar U, vytvofuje « dtvar U’ prométny
a soumfstny s utvarem U, obdobné vytvoiuji 2/ «“....x®
utvary U“ U, ... U™ a prvky «; o, , .. .. 2, vytvorujf ﬁtvary
U, U, U;....Un; veskeré tyto soustavy jsou soumistné a pro-
métné, coZz lze naznaciti symbolicky :
UntUn—17.... U3z U,z U, 2 Un U2 0“2 U“.... Us—D 20w

Viecky tyto prométné ttvary maji spolené elementy
dvojné; neb, jest-li e dvojny element dtvard U U’ tu splyvd
e 8 prvkem e’, proCez e“ splyne s e, taktéZ e/ at. d., a tudiz
v sob& zahrnuje prvek e veSkeré prvky ¢@ (i<lnm) a taktéz
veskeré prvky e (2<<m).

»Dvojné elementy e f obou pivodnich prométnjch dtvari
UU’ jsou téZ samodruinymi pro odvozené prométné ttvary
Un UM,

*) L c. ¢lének 21,
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3. Nazveme-li stilou hodnotu % dvojpoméru (efxx’) cha-
rakteristickym dvojpomérem utvarit UU’, toZ patrno, Ze kazdé
dvé bezprostiedné po sobé jdouci hofejsi fady maji tjZ chara-
kteristicky dvojpomér k. NaznaCime-li pfsmenami £&'§“....
£ & .... poméry prvkl wa'a”....2, ®,.... vzhledem k z4-
kladnim prvkéim e f, mame &k = (efz ‘) = (ef ' ") = (ef x"x"")

.. (ef xn—1) 20) aneb

I Y S
el ey T e N Ol
Obdobné jest (ef ze,) = (ef =, ;) = (ef 2y @) . . . . = (efTpy—1%4).

JelikoZ prvku « co elementu ttvaru U’ odpovida prvek «, dtvaru
U, jest (efa,2) =k aneb, jelikoz (efzx) =1: (ef zx,),

(e f xaxy) :-11‘- a tudfz:

1_E_&_h_ b
ETH TR & T E
Z rovnic téchto plyne bezprostiedné
& =k§
& = k& =K%
& =k§, =K%

Sn =kEp—1 = k"& ,
a pravé tak obdrifme z rovnic piedchdzejfcich

.k
=5
wt& __ &
=g =g
b &
o=

Chceme-li nyni sestrojiti charakteristicky dvojpomé1 ka
libovolnych dvou utvart “U; U, (¢>1), ptipomeime sobé, ze
k
k,‘; —_— (efw‘w,) = —gi klg =Fki-t.
Prévé tak obdrifme pro charakterlstlcky dvojpomér k(i’t’) tvard
U U @' <<l):

()
k@) = (ef e 2®)) = g(l_) = ’f‘ : ki =k
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charakteristicky dvojpomér A" dtvartt U; U® jest obdobns :
‘ , o & g & iy
k&l) = (ef z; x¥) = g_g(z_) =k . 7= it
_zejména jest tedy:
k(”) — fm+n

Veskeré tyto ptipady shrnouti miZeme v jediny, tkouce :
charakteristicky dvejpomér libovolnych dvou tdtvard z fady U,
Un—1....0, UU'U”.... U™ md hodnotu k»+1, jest-li p pocet
utvard této fady ony dva ttvary od sebe oddélujicich.

4. Splyne-li v a element « s elementem ,, pak se vy-
skytnou v ttvarech U U, tii dvojné prvky, totiZ e, f, a, a tu
musi (viz: Zékladové vyssi geometrie, I. dil, ¢lanek 31.) kazdy
prvek byti samodruznym t. j. fada prvkd z 2, «,...., jest
vZdy n-tym prvkem uzaviena (x,=z).

,Prihodi-li se jednou, Ze element x, splyne s elementem
z, pak se to ptihodf vidy*“.

Prométny vztah tohoto druhu nazyvame ,cyklickym®. KazZdy
prvek z urcuje celou skupinu = prvkd, = @, a,....%,—1,
7 kterjchZ kaZzdy prisludi prométné predchizejicimu ; prvku @, —
prisludf opét #. Radu v skupiné obsazenou miZeme kaZdym
z prvkl ji prindleZejicich zapociti a probéhnouti v jednom
i drahém sméru; ku p¥. vyjdeme-li od elementu @, skupiny
hotejsf, obdriime radu a, , , . ...%y—1 22,2, Vv jednom, a fadu
Xy Xy By XXLp—1 Lp—z.... 2% €, Ve sméru opacném. Vidy ale,
zatneme-li jednim (kterymkoli) prvkem skupiny, zdstivime ve
skupiné té, probihajice vidy jen tytéZz prvky téZe skupiny.

»Cyklickd prométnost se tudiz sklddd z nekonecného mnoi-
stvi skupin n-prvkovych, z kterychZto kaZzdd jest #plné stanovena,
ddn-li jeden z jeji prvka“.

5. Jelikoz v ptfpadu cyklické prométnosti musf & =& t. j.

kg = £, méme k*=1aneb k= 1. Pro &= -4 1 obdricli
bychom totoZnost z=w, =, =... a v pipadu, Ze n jest
¢islo sudé a % = — 1 méli bychom involuci: § = —§, & =§,
qE=—¢... bt oy ===..., =0, =2,=....
Hodnota % bude tedy jednfm z pomysinych kotenti n-tého stupné
z kladné jednicky.
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Polozime-li: Y 1= cos —2; + V—1 sin =

obdrzime pro poméry (parametry) elementi skupiny urcené ele-
mentem « parametru & hodnoty:
& wé wi w, ... .

Oznadime-li absolutn{ hodnotu /"2 pismenou £, pak jsou hod-
noty & wf,....u"'€ veikeré =-té koieny z A, tak Zc tedy
FeSenim rovnice
=14

obdrifme paramectry jedné skupiny cyklické prométnosti. Pro-
jde-li 4 veskeré hodnoty redlné, obdriime z posledni rovnice
veSkeré skupiny naSi prométnosti. Dvojonym prvkim e, f, od-
povidaji hodnoty 0, co parametru £.

6. Pojem cyklické prométnosti lze rozsititi i na soumistné
itvary dvoj- a trojnidsobné nekonecné (druhofadé a tietiradé)
a tu lze snadno dokdzati ndsledujici vieobecnou vétu, platici
jak pro piipady pravé uvaZované (dGtvary prvoradé) tak i pro
Gtvary druho- i tietiradé:

»Mame-li dva prométné soumistné utvary a uzavie-li se
fada, kterou obdrifme, sestrojivie k prvku « pifslusny z,,
k tomuto ptislusny x, ... jednou, t.j. pfihodi-li se, Ze na pt. prvek
®, s prvkem « splyvd, pak se totéZ vZdy ptihodi, tak Ze, vy-
jdeme-li z elementu kteréhokoli co clementu x, vidy element
@, v fadé 2, =, ....2, —1 2, splyne s prvkem x.“

Obdrzime takovym spiisobem prométnost cyklickou s n-prvko-
vymi soustavami v sobé uzavienymi.

Diikaz: Uvazme zprvu, Ze skupina uzaviend z o, «,....
Zn—1, jejizto existenci predpokldddme, zahrnuje v sobé = prvki
samodruznych pro ony dva prométné ttvary U U, pro které
jsou x a @, prvky sobé piislusné; neb vyjdeme-li od kteréhokoli
prvku oné soustavy co prvku x, vidy se k tomutéZ elementu
vritime co k elementu ®,=2. Skupina zahrnujici v sobé =
prvkid dava tudiZ skute¢né podnét k » samodruznym elementim
utvard U U, Soumistné tyto ttvary maji viak a priori dva,
tti, neb ¢tyry samodruzné elementy dle toho, jsou-li prvo-, druho-
neb tietifadé (Viz: Zdkladové vys§{ geometrie, L. dil, ¢l 31.,
IIL ail, ¢l 57. a ¢l. 100); mdme tudiZ celkem n -2, n - 3,
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n -4 samodruZné elementy dle toho, jsou-li itvary prvo-, druho-
neb tretitadé. JelikoZ viak utvary ty se ztotoini, jakmile se
vyskytnou elementy samodruZné resp. v poctu tif, Ctyr, péti,
(I. ¢.), soudfme, Ze ttvary U U, jsou totoinymi, t. j. Ze vidy
‘splyne element x, s elementem @, jak v uvedené vété tvrzeno.
7. ,Cyklickd prométnost s trojclennymi skupinami v titva-
rech prvofadych jest éiplné uréena, zndme-li jednu skupinu.*
Jest-li a b ¢ skupina, dostat{ prvkim a b ¢ ptifaditi
prvky b ¢ a co prométné pifsludné; vztah jest pak tiplné urcen
tiemi pary ab, be, ca prvkil pifsludnych.
Jsou-li @ B y parametry prvkit @ b ¢ a znf-li rovmice
prométnost stanoviei (Viz Zakl. vys. geom, I dfl, ¢l. 60.)
Af'4-BE+C¢+D=0, . . . . (1)
mdme pro neznimé koefficienty A B C D tfi rovnice:
Aef+Ba-4Cf4+D=0
ABy+Bp+Cy+D=01. . . . (@
Aye+By 4+Ca-+D=0

z nichZz linedrnym spiisobem lze uréiti hodnoty —;—;—, —g—, —g;

polozime-li k vili struénosti

at-B4y=s,
ef + By +ye=s,,
afy=s,,

obdrifme seéténfm onéch rovnic ihned:
As,+(B+C)s,+3D=0;
nésobime-li ony rovmice po pofadé hodnotami y, e, §, a se-
¢teme-li, bude:
‘3As; + B+ C)s, -+ Ds, =0.
Poslednf dvé rovnice uréuji hodnoty:
A _ 5735
D T 5,2—3s 8,
B+C_983—sls: e 0 @
. D T8, —3ss
Z rovnice (1) plyne pro dvojné prvky kvadratickd rovnice:

Af*+B4C)¢4- D=0,
aneb dle (3): '
(8,2 — 38,) &+ (98, — 8, 8,) £ + (6,2 — 35, 5,) =O... (4)
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C

—D—1

rovnic (2), z nichZ jednoduchym spiéisobem plyne :
B _ 3afly — o’ — % —p*e

Chceme-li uréiti hodnoty %, tut nutno pi{mé feSeni

D 8, — 38, 8, 39
C _Bafly —af>—By*—ype®( ° ~
D™ 82— 35, 8,

tak Ze rovnice (1) piejde v nésledujici:

(8, —3s;) &'+ (35, — @B — B% —p%a) § + (353 — ef® — By*

—ya®) § 4 (> —38,8) =0. . . . (1)
8. Skupinu a b ¢ mizeme téZ urciti danou kubickou rovnici:
me®~+43na®43pa+t+4¢g=0, . . . (B

povaZujeme-li koteny ¢ B y za parametry prvki a b ¢, které
skupinu tvor{, Pak mdme:

5, :-—-%, 8y :%, s,:———q—-
¢fmz rovnice (4) obdrif tvar:
(n? — mp) % - (np — mg) € + (p* — ng) = 0. . . (6)

,Rovnice (6) urCuje samodruzné elementy cyklické pro-
métnosti urcené skupinou trojprvkovou danou rovnici (5).“

Z uvah ¢lanku patého soudfme, Ze pro redlné samodruzné
elementy cyklické prométnosti kaZdd skupina obsahuje jediny
jen prvek redlny «, jest-li » &islo liché, a jen dva prvky redlné
(z a vzhledem ku e f harmonicky sdruZeny prvek z’: [efwx’]
= —1), jest-li » ¢islo sudé. Z toho plyne, Ze dvojné elementy
musi byti vidy pomyslné, obsahuje-li skupina vice nez-li dva
prvky reédlné,

Sklédda-li se tudfZ trojina urcend rovnicf (5) z Clendt vesmés
realnych, bude miti rovnice (6) vidy koieny imagindrné a na-
opak. Takovym splsobem miZeme dospéti k zndmé relaci,
vyjadiujicf redlnost ¢i imagindrnost viech t¥{ kofend dané rov-
nice kubické (5); kofeny ty budou redlné (i pomyslné, dle toho
jest-li

(p—mg)*— 4 (n*—mp) P~ n) SO . . (7)

Rovné-li se levd strana nerovnosti (7) nulle, piejde jeden
z obou pifpadd v druhy, t. j. kubickd rovnice (5) mé dva stejné
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koteny, které se rovmaji jedinému kofenu 2L—————Zq2:1;f; )) rovnice
(6). O spravnosti pravé feceného snadno se takto presvédéime.
Dejme tomu, Ze z trojiny @ b ¢ splyne a s b a zavedme takovy
-parameter, aby « =f = 0; pak mdme s, =y, s, =0, s, =0
a rovnice pro elementy samodruzné (4) zni v tomto piipadu:
7*6*=0 a mi tudfZ dva stejné kofeny, rovnajici se téz nulle.
Oba elementy samodruzné splyvaji tudiZz s (e b). Splynou-li
a bc v jediny element, bude i y =0 a kofeny rovnice (4) t. j.
samodruzné clementy jsou pak tplné neurcity.

9. ,Veskeré trojiny cyklické prométnosti tvoii kubickou
involuci, v niZ samodruzné elementy prométnosti jsou elementy
trojnymi.“ Viz clanek 5.

. Veskeré trojiny urCujici tutéZ prométnost, musi stanoviti
tytéz elementy samodruZné e, f. Zvolime-li parameter tak, aby
elementim dvojuym e f odpovidaly hodnoty O, oc, musf rovnice
(6) splnéna byti témito hodnotami t. j. musi p*—ng =0,
n*—mp =0, z ¢ehoz by plynulo np — mg aneb np — mq = 0.
Rovnice np — mg = 0 nesmi v3ak platiti, any by pak kofeny
rovnice (G) nebyly ur¢ité hodnoty O, oo, nybri hodnoty zcela
libovolné. Musfme tudiz splniti podminky p? — ng = 0,
n? — mp =0, aniZ by np —mq sc rovnalo nulle. Tof patrné
jen tim lze dociliti, Ze poloZime » =0, p = 0. Rovnice (5) prejde
ve tvar

med 4 q =0,
aneb
a’:——q—:l,
m

kdez 4 jest hodnota zcela libovolnd; veSkeré txopny plynouci
Z rovnice posledni tvofi viak, jak znimo, involuci kubickou,
kterd md v elementech o parametrech 0, o prvky trojné.

10. BudiZ ddna trojina bodd @ b ¢ na libovolné kuZelosecce
K (obrazec necht si &tendf sestrojf sém); skupinou a b ¢ uréend
promé&tnost m4 body dvojné e f, které? nisledujfcim zndmjm
splisobem lze sestrojiti (Viz: Zakl. vys. geom. IL. dil ¢l. 32.).
Bodﬁm. a.b ¢ odpovidajf prométné body b ¢ a co a’ b’ ¢'; tedy

=b, b'=c¢, ¢’=a. Priseky ptimek abd’, a'd; bc', b'c; ca’,
c'a nalezap se na pfimce X, kterdz K protfnd v dvojnych bo-
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dech e, f. AvSak piimky abd‘, bc!, ca’ jsou strany ac, ba, cb,
v trojihelniku abc a p¥imky a'd, b‘c, c‘a jsou tecny T,, Te, Ts
krivky K v bodech a, b, c. Primka X spojuje tudiZ praseky
stran trojihelniku abe s tenami v protéjsich vrcholech. Jsou-li
2 « libovolné dva body kuZelosecky K dle cyklické prométnosti
sob¢ piislusné, museji piimky ax’, a‘z prochdzeti tymZ bodem
osy X, obdobné i ptimky bx’, d‘cz; a konetné i ca’, ¢ pro-
chizeti museji tymZ bodem pfimky 2. Spojime-li tudiz libo-
volny bod o na piimce X s kterymkoli z parl aa’, bb’, cc’,
obdrzime dvé pifmky, které protnou K v dvou sobé prométné
ptritadénych bodech. Z toho vSak plyne ihned:

»PImky oa, 0b, oc, spojujici libovolny bod osy = s body
trojiny a b ¢ protinaji K v bodech « y 2 novou trojinu tvoricich.”

Oznaéime-li body b ¢ o pismenami a’ b’ ¢/, miZeme body
z @ y povaZovati za body =’ y' 2. Promitneme-li body = y =z
z libovolného pevného bodu s na kiivce K, obdriime trojiny
a y & paprskové cyklické prométnosti, jejizto samodruzné paprsky
E F prochazeji priseky e, f kiivky K s primkou X. Jest-li
K kruh a abe rovnostranny jemu vepsany trojihelnik, bude X
pfimkou nekoneéné vzddlenou, e, f budou body kruhovymi v ne-
koneénu a veSkeré trojihelniky « y 2z jsou taktéz rovnostrannymi.
Paprsky « y z uzaviraji na vzajem uhly 60 resp. 120 stupnii.

»Trojiny paprskdi rozdélujicich plny thel (360°) kolem
pevného bodu s na tii (Sest) stejné dily tvori cyklickou pro-
métnost (kubickou involuci), pro niZto paprsky E, F sméiujici
k nekonec¢né vzdilenym bodém kruhovym jsou elementy dvoj-
nymi (trojnymi).* (Viz: Zakl. vyS. geom. IL dil ¢l. 66).

11. ,V cyklické prométnosti prvoradé sklddajici se ze
skupin ¢tyrélennych jsou tyto vidy slozeny z Ctyr prvkﬁ harmo-
nickych.“

Ptitkneme-li dvojnym prvkiim e, f parametry O, oo, plynou
ctyry prvky skupinu tvotici dle éldnku 5. z rovnice

&=
Parametry plynouc{ z vSeobecné bikvadratické rovnice:
AE 4+ 4BE 4 6CE 4+ 4DE+E=0
nilezej{ prvkim harmonickym, jest-li
ACE + 2BCD — AD®* — EB? — 03 =0.
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(Viz: Cremona, Uvod do geom. theorie kiivek rovinnych,
vyddn{ Ceské ¢l. 6.). V piipadé hoiejsim rovnaji se hodnoty
B, C, D vesmés nulle, a jest tedy podminecnd rovnice vskutku
splnéna. -

BudizZ a, b, ¢, d libovolna skupina cyklické prométnosti,
a’ necht posloupné témto elementiim odpovidaji beda co prvky
a'bc'd (tudiz a’=0b, b'=c, ¢'=d, d'=a). Mysleme sobé
prométnost opét co bodovou na kuZelosecce K. Dvojné body
e, f stanovi pifmku X obsahujici vieobecné prisek piimek axy’,
z'y, jsou-li «x‘, yy’ libovolné dva pary boddi prométné sobé
ptislusnych. Jelikoz se pfimka ac jevi jednou co abd’ a po druhé
co c¢d’ a ponévadz prisek piimek ad’, a’d jakoZ i priisek pii-
mek cd’, ¢‘d na ptimce X se nalézati musf, soudime, Ze primky
a'b a ¢'d ptimku ac v témZ bodé protnouti museji. AvSak a'd
jest tecna B kuZelosecky v bodé & a c¢‘d jest teéna D v bodé
d; teCny B, D prochdzeji timtéZ bodem pifmky ac, z cehoZ plyne,
Ze soustava bodl abed jest harmonickd, a s. tak, Ze prvnf bod a
a tfeti bod ¢ jsou sdruZenymi a druhy b s étvrtym d.  (Viz:
Zakl II. dil ¢l 35, str..66.).

Privé tak a z tychZ divodd prochdzi pifmka bd, (kterd
jednou pimku a‘d a po druhé p¥{mku be’ zastupuje) tymz bo-
dem co teény A (= ad’), C (= ¢b’), bodim a, ¢ pFinileZejici.
(Sestrojeni obrazce ziistavujeme opét ¢tendfi.)- Oznaéfme priisek
teCen AC pismenou ¢’ a prisek teen BD pfsmenou ¢* a ko-
neéné ¢ prisek pifmek ac, dd; spojnice bodd ¢‘, ¢/ co poli
pifmek ac, bd jest poldra bodu ¢ a soucasné piimkou X proti-
najicf K v dvojnych bodech e, f cyklické prométnosti. Z toho
plyne, Ze body e, f jsou dvojnymi body kvadratické involuce
urené dvéma piry ac, bd:

»KaZdéd skupina ctyrprvkové cyklické prométnosti se
sklddd z dvou part harmonickych prvkd (ac, bd), kteréito dva
piry nédleZ{ do involuce kvadratické, jejiZto dvojné elementy
e, f jsou soudasné samodruzné prvky cyklické prométnosti.“

Trojihelnfk ¢ 6’6 jest sdruZenjym vzhledem ku kfivce K,
takie z t¥{ pard ac, bd, ef, kaidy z ostatnich dvou tymZ spi-
sobem vypljvid co par dvojnych prvkd cyklické prométnosti
ostatnfmi dvéma pary stanovené.

Soucasné nalézéme:
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,Ctyrprvkovd cyklickd prométnost jest uplné urena, zni-
me-li ¢tyry harmonické elementy (acbd) skupinu tvoifci.“

Pro tutéz prométnost zlistava 2, tudiz i ¢ pevnym; ac, bd
co strany sdruZeného trojihelnfku ¢ ¢/ ¢ jsou sdruZenymi
ptimkami vzhledem ku kiivee K a ndlezi tudiZz kvadratické pa-
prskové involuci, kterou K urcuje v bodu o co par pifslusnych
sobé paprskd, tvofice s tecnami kiivky K bodem & prochazeji-
cimi soustava harmonickou (viz: Zakl. vys. geom. IL dfl ¢l. 38);
teény ty dotykaji se kiivky K v bedech e, f:

,Pary sdruZenych ptimek kuZelosecky K, danym bodem o
prochazejicich, protinaji kiivku tu v ctyrbodovych skupindch
cyklické prométnosti, pro niz body dotyéné e, f teCen bodem o
prochazejicich, jsou body dvojnymi.*

Jsou-li ¢, f body redlné, bude ¢ mimo kuZelosecku umi-
stény bod, ze sdruZenych p¥imek ac, bd protne jen jedna kiivku
K v redlnych bodech, tak Ze skupiny cyklické prométnosti se
v tomto pfipadu sklddaji z jednoho redlného a jednoho imagi-
narného paru; p¥i pomyslnych bodech e, f jest ¢ uvniti K
a kazd4 skupina abed obsahuje étyry redlné prvky.

Jsou-li e, f nekoneéné vzdilené body kiivky K, jest =
nekonecné vzddlend ptimka a & co jeji pél jest sttedem; piimky
ac, bd co sdruzené, sttedem prochédzejici piimky jsou dva sdru-
Zené prumeéry kuzelosecky K:

,Sdruzené priméry kuZelosecky protinaji kiivku tu v étyr-
bodovych skupindch cyklické prométnosti, v niZto nekonecné
vzdélené body jsou samodruznymi.“

Prejde-li K v kruh, skladaji se skupiny abed patrné z vr-
cholii ¢tvercd kruhu vepsanych.

12. Je-li na kuZeloseéce K cyklickd prométnost n-prvkova
a je-li abed ... p libovolnd skupina bodd, z nichZ kazdy pro-
métné predchazejicimu p¥isludi, tak Ze body bed...pa soucasné
za body a'b’...p’ povaZovati miZzeme, pak se musi opét pri-
seky pifmek ad’, a'b; be!, b'c; cd’, ¢'d;. .. vieobecné xy’, x'y
nalézati na pifmece X protfnajlef K v samodruznych bodech
e, f; piimky a‘b, b'c, ¢‘d...p‘a jsou tetny B, C, D,... P, A
kiivky v bodech b, ¢, ... p, a, kdezto pifmky ab’, be’... jsou

pimky ac, bd, pb,... vrcholy n-helniku abe...p stiidavé spoju-
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jicf. Priseky piimek ac, B; bd, C; ce, D;... pb, A museji se
tudiZ nalézati na ose 2.

Takto vznikne na piimce £ = bodd «fy...x, v nichz
piimka ta se setkdvd s te¢nami ABC...P bodl abc...p.
‘Kazdym z bodi ef... = prochiz{ viak mimo jiZ uvedené piimky
jesté jisty pocet dalsich primek spojujicich vrcholy # - thelnika
abe...p. O celé soustavé mizZeme sobé ndsledujicim spisobem
jasny piehled sjednati. Celou skupinu abc...p miZeme poci-
najice libovolnjm .prvkem jejim probéhnouti dvojim smérem;
potneme-li na ptiklad prvkem c, jest sled prvkd v jednom
z obou moznych sméri cdef...pab a v druhém jest sled cbap...
...fed. 'V sméru prvnim odpovidd prvku ¢ prvek d co prvni,
e co druhy, f co tfeti element sousedni atd., a ve sméru dru-
hém jest b prvni, a druhy, p tfeti element sousedni atd. KaZdy
prvek md tudiZ dva sousedni elementy prvni, dva sousedni ele-
menty druhé, treti, ctvrté atd.; vSeobecné dva sousedni elementy
r-té a sice jeden s jedné a druhy s druhé strany. Prvni sousedni
elementy bodu ¢ jsou db, druhé sousedni elementy ea, tteti

jsou fp atd. Jest-li n cislo sudé, tu bude —;--ty sousedni bod

tentyZ po obou strandch; jest to vZdy protéj§i vrchol v n-thel-
niku abe. . . p. .

,lefna kaZdého z = bodl abe ... p, ptimky spojujici
prvoi dva body sousednf, druhé dva body sousedni atd., vSe-
obecné r-té dva body sousedni prochdzeji tymz bodem pifmky
X5 je-li n ¢fslo sudé, pak tymZ bodem prochdzi i teéna pro-
téjsfho vrcholu.® ' .

Diéikaz: Pro bod ¢ na p¥. miame dokizati, Ze pifmky C,
db, ea, fp... prochdzeji tymZ bodem pifmky Z'; to plyne vsak
ihned, uvdzifme-li, Ze C jest pifmka b‘%, kdeito db jest primkou
be! a pi{mky be’ a b‘c musi tymZ bodem, na X se nalezajicim,
prochdzeti; mimo to jest ale dd té% pifmkou a‘d a pifmka ea
jest ptimkou ad’, tak Ze i ea musi tymZ bodem pifmky X pro-
chizeti jake piimku db atd. Tim je véta dokdzdna pro bod ¢
a tudfz i pro kazdy prvek skupiny abc...p.

Je-li n &fslo sudé, mé ¢ jisty protéjsi bod, ktery jest %-ty

bod, sousedni po _6b6u str'ané.ch, tak Ze se vyskytne jeho tedna
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co primka prochéazejic{ tymz boden.l osy X jako veskeré ptimky
dfive uvedené. Soucasné vidime, Ze pro suda = pocet bodu na

piimce X se vyskytujicich, bude vidy —g— a kazdym z téchto

bodd prochdzi (—g— -+ 1) ptimek, z kterychZ dvé jsou tecny
kuZelosecky v dvou protéjsich vrcholech n-ihelniku abc...p
a z ostatnfch (—% — 1) ptimek obsahuje kazdd dva z vrchold,

které od onéch dvou protéjiich po obou stranich stejné jsou
vzdileny.

Kazdé dva protéjsf vrcholy vyskytuji se tudfZ co dvojné
body kvadratické involuce na K, v nfZ ostatni vrcholy tvoi{

(—g— — 1) pért involutorné sobé p¥fsludnych bodd. Viem témto

involucfm ndleZi ef taktéZ co pir bodovy.
»V kazdé skupiné n-prvkové cyklické prométnosti se su-
dym =, jsou kazdé dva protéjsi prvky (takové dva prvky, z kte-

rychZ, povazujeme-li jeden co prvnf, druhy pak jest (—;‘— + 1) -nf)
dvojné elementy kvadratické involuce, v kteréZ ostatn{ n — 2

2 pért, tak totiz, Ze vidy dva r-té

elementy skupiny tvoif -

sousednf prvky (r =1, 2,...) kazdého z onéch dvojnych prvki
tvofi par. Elementy e, f ndleii co pir téie involuci.“
Jest-li n ¢islo liché, pxochz’tzeji prisekem osy X a teény C

piimky db, ea ... v poctu —— bod ¢ jev{ se co dvojny bod

involuce kvadratické, v které body db, ea,... piredstavujf

pard bodu sobé prfsludnych.
»V kazdé skupiné =-prvkové cyklické prométnosti, s li-
chym n, jest kaZdy prvek dvojnym elementem kvadratické in-

voluce, jiZzto i ostatnf prvky v 72—_2-—1) péarti sefadény pfindle-

ieji, tak totiZ, Ze oba r-té sousednf prvky (r =1, 2,...) onoho
dvojného elementu tvoii pdr. Elementy e, f tvoif taktéz par
této involuce.“ '

15
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13, Abychom urcili v8eobecny zdkon naznacené jiz invo-
lutorné souvislosti,r mysleme si, Ze probihdme polygon skupinu
na K znazomujlci v Jednom z obou smexu a oznatme vrcholy
¢slicemi 1, 2, 3.

Riznfme-li sméry, v nichZz obvod polygonu probéhnouti
méizeme co positivny a negativny, tu budiZ smér, v ném# od 1
ptijdem k 2, pak ku 3 atd., positivny a opacny, v kterémz od
1 prijdeme ku n, pak ku n—l atd. bud negativny. Kazdy
vrchol, obecné vrchol @, mi v positivném sméru za ndsledujfct
vrchol (¢ -+ 1) a v negativném sméru za nésledujfci (neb v posi-
tivném sméru predchdzejici) vrchol (¢ —1); (x4 1), (x—1)
jsou tudiZz prvni sousednf vrcholy bodu @, z nichZ nazveme
(2 -+ 1) prvnim positivnym, (@ — 1) prvnim negativnym sou-
sedem; dale jest (x -} 2) druhy positivny a (z— 2) druhy ne-
gativny sousednf bod ku «, a obecnd budou (x-4n), (z —n)
n-té sousedni body (positivny, negativny) bodu x. Dle vztahu
prométnosti odpovidaji bodim 1, 2, 3...(x— 1)z (z-+1)...n
posloupné body 2, 3...2 1 co body 14, 2/, 3'...a ... tak
Ze vieobecnd jest bod ' totoZny s bodem (2 -} 1), p¥i kterémi
oznaeni patrné jest m 4+ p=p, t. j. (n - p)-t§f bod splyva
s bodem p-tym; aneb vieobecné p =+ kn = p.

Pozorujme nyni libovolné dva body x, y naSi skupiny
a jich positivné prvnf sousedni body (x 1), (¥ 4+ 1) a jich
negativné sousednf body prvnf (x — 1), (¥ — 1).

Dle svrchu fedeného jsou body , (¢-41) bodim (z—1) 2
prométné piislusné a maji tudiZ oznaleni (z — 1)‘ x‘ a pravé
tak jest bod y bodem (y — 1)’ a bod (y 4 1) jest bodem y-.
Pifmka, body zy spojujici, vyskytuje se tudiz jednou co spojiva
piimka bodd 2 a (y — 1)’ a musi tudiz X protnouti v témz
bodu co pfimka body «‘ a (y —1) spojujicf t. j. co pfimka
spojivd bodd (= + 1) a (y — 1).

Za druhé se jevi pifmka xy co body (x—— 1), y spojujici,
a musf tudfz X protnouti v témz bodu co pf{mka bod (x— 1)
s bodem y’ t. j. 8 bodem (y 4 1) spojujfct.

.. Z tvahy té plyne, Ze pf{mka ay protind Z v témZe bodu

co pmky @ —1) @ + 1), @ 1) (y — 1), .z nichz kaida
spojuje positivny prvnf bod sousednf jednoho z bodi @y s prv-
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nim negativnym sousednim bodem druhého z nich. Pouiijeme-li
téhoz vysledku vzhledem ku pfimkim
» (—1 @+, @+ F—1),
obdrZfme pHmky (x — 2) (y +2), (¢ -+ 2) (y — 2) proché-
zejfci tymZ bodem osy X jako pifmka ay atd.; vieobecné pro-
tfnd wy osu X v bodu, kterfm té% prochdzeji p¥imky
@—DFn @FnG—n r=123..)

Méme tudiZ vSeobecnou vétu:

,Primka, spojujicf body =, y, protind X v bodé, jimZ pro-
chiz{ kazd4 piimka spojujici positivny r-ty sousedni bod jed-
noho z obou bodil @, y s negativnym r-tfm sousednfm bodem
druhého z téchto bodd, »r—=123...¢

‘Aneb:

LJIsou-li », y, 2, w Cislice pfindleZejici ¢tyrem z bodd né-
které skupiny cyklické prométnosti na kuZeloseéce K, pak pro-
chézeji pifmky xy, zu tymi bodem osy X dvojné body e, f ob-
sahujicf, jest-li € — 2z =+ (y — u).“

Ptipomeiime, Ze pfimka spojujici bod = s bodem 2, tedy
pifmka xx jest tecnou kiivky K v bodu z; piimky spojujict
bod « s body (z — 1), (z - 1), jsou v bodé « se protinajici
strany tplného polygonu 123...x...n.

Jest-li n ¢éfslo liché, musi se v soustavé piimek, které
prochizeji prisekem osy X s pifmkou wy, t. j. v soustavé pii-
mek (x—r) (y -+ r) nalézati jedna tetna a jedna (k jejimu
bodu dotyénému protéjsf) strana polygonu 123...z...y...n.

Jest-li n éfslo sudé, pak se v této soustavé pHmek nalé-
zaji bud dvé protéjsi strany onoho polygonu aneb teény dvou
protéjsich vrcholé; prvnf pifpad nastane, je-li rozdil éfslic x, y
¢islo liché, a druhy prfpad nastane, jest-li rozdil ten cislem
sudym.

Vzhledem k libovolnym cyklickym pxometnostem miiZeme
posledni vyslédky ‘ndsledovné vysloviti:

,BudiZ déna cyklicki prvofadd prométnost n-prvkovi
$ dvojnymi elementy e, f. Libovolné dva prvky «, y libovolné
skupiny, uréujf co pér s pérem e, f kvadratickou involuci,
v které kazdému prvku z nad{ skupiny odpovidd co piislusny
element opét prvek u téZe skupiny od prvkd z, y v opaéném

15*
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sméru privé tak vzddleny, jako prvek z.*) Jest-li » &fslo liché,
pak obsahuje tato involuce jeden prvek skupiny co samodruzny
a par bezprostfedné po sobé jdoucich prvkd co par piisludnych
elementt. Jest-li = éislo sudé a jest-li mezi prvky «, y obsaZen
sudy pocet elementdi skupiny, pak obsahuje ona involuce dva
(protéj§f) pary bezprosttedné po sobé jdoucich prvké dané sku-
piny; pro sudé = ale lichy pocet mezi x a y obsaZenych prvki
skupiny, m4 ona involuce dva (proté&jsf) prvky skupiny co ele-
menty dvojné.“

14. Diive jsme vidéli, Ze cyklickd prométnost trojprvkova**)
jest uréena jednou skupinou tplné, a cyklickd prométnost étyr-
prvkova taktéZ tplné uréena jest skupinou harmonickou.

Mi-li pétiprvkovd skupina ndleZeti cyklické prométnosti,
musf kaidy z pétl prvki byti dvojnym elementem involuce
ostatnfmi dvéma pary urcené.

,Kazd4a skupina Sestiprvkové cyklické prométnosti se sklida
ze dvou trojin cyklické prométnosti trojprvkové o tychZ dvoj-
nych elementech e, f.

Neb jest-li 123456 skupina takové prométnosti na kuZelo-
seCce K, musf{ dle vSeobecné véty v trojihelniku 135 kaZda
strana protnout teénu protéjstho vrcholu v bodu na X se nale-
zajicim, tak Ze, (ponévadZ totéz plati o trojihelnfku 246) vskutku
trojiny 135, 246 néleZf cyklické prométnosti o tjchZ dvojnych
bodech e, f, které pro obé proemétnosti jsou priiseky osy = a
kiivky K. Dle vSeobecné véty protinaji se teny v protéjifch
vrcholech 14, 25, 36 v bodech pifimky X, z ¢ehoZz plyne, Ze

*) T. j.: Je-li z r-t§ positivny sousedni prvek vzhledem ku «x, na pf.,
bude u »-ty negativny prvek sousedni vzhledem ku y.

*%) Podotknéme, ze v cyklické prométnosti trojprvkové kazdi skupina
abe tvoif s kazdym z obou elementd dvojnych e, f soustavu aequian-
harmonickou. (Viz: Cremoniv dvod do geom. theorie kfivek, ¢eského
vydénf ¢l. 27.) Neb elementim eabc odpovidaji posloupné elementy
ebea, tak Ze maj{ dvojpoméry (eabc), (ebca) tutéZ hodnotu. PoloZfme-li

(eabe) == h, jest (ebca) = — 1

W (I c. ¢lének 1.), ¢fmZ méme

h=

aneb A2—h-4+1=0

a tudiZ je h imagindrni tiet{ kofen z jednitky zdporné. (1. c. ¢l 26.)
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kazda skupina se skldd4 z t¥i pard kvadratické involuce o tychz
dvojnych bodech e, f.
Vseobecné:

,Piry protéjsich prvkd (=, = 4 %) v cyklické promét-

nosti n-prvkové (n sudé) tvori involuci kvadratickou, jejizto
dvojné elementy jsou téZ dvojnymi v prométnosti.®

15. ,Sklddéd-li se » ze dvou faktord p, ¢, t. j. n = pq,
pak obsaZena jest v kaZdé cyklické prométnosti n-prvkové cy-
klickd prométnost p-prvkovd a cyklickd prométnost g-prvkova;
kazd4d skupina prvn{ prométnosti se sklddd z ¢ skupin druhé
a z p skupin tfet{ prométnosti.“

Dosta¢i libovolnému (x-tému) prvku skupiny 123 ...n
piitaditi prvek (¢ -+ ¢) resp. prvek (x 4 p) co prométné pii-
sluny.

Tak jest pro n =6, n=2.3 tedy p =2, ¢ = 3.

Kazd4 skupina 123456 se sklddd z tif skupin (pard) 14,
25, 36 prométnosti cyklické dvouprvkové (kvadratické involuce)
a z dvou skupin (trojin) 135, 246 prométnosti trojprvkové.

Patrné jsou elementy jedné trojiny ku pf. 462 harmonicky
sdruzeny k elementim 135 druhé skupiny vzhledem k partm
téze skupiny, t. j. vzhledem k pirim 35, 51, 13. To plyne
ibned z pfeneSeni skupiny na kuZeloseCku aneb z difvéjsich
vieobecnych vét, dle kterjchZ jsou (1435), (2513), (3615) sou-
stavy harmonické.

16. Polozme si otizku, zdaliZ a jakym spiisobem lze dvd
prométné Fady bodové vloZiti tak na sebe, aby tvofily promét-
nost cyklickou?

BudteZ v, «’ centrdilné body obou prométnych tad, t. j.
body prisluSné nekoneéné vzddlenym bodém v, w jich os, pak
jest soudin ve.wa’ vzdilenostf dvou pifslusnych bodd x2’ od
onéeh bodili centrlnjch hoduotou stdlou A2 t. j.

ve . e = k2

(Viz: Zakl. vy3. geom. L dil, ¢l. 30.) PoloZme nyni obé
fady bodové do téZe pifmky a budiZ e posud libovolnd vzdi-
lenost obou bodd centrélnfch, vu’ = a; pak jest

ve=ovu +wzr=a-t} v
a hotejsi rovnice prejde do ndsledujici:
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(a + vw'z) wa = k?,
¢ili
k2
atwz
polozime-li usetky w'e = § , w'a’ = ¢, mime
kZ
/= .
§ _a+§
Sestrojime-li nyni k #/ prométné piislusny bod 2” k tomu

opét pifslusny 2 atd. a jsou-li &7, &”... dseéky téchto bodd
od pocatecného bodu « pocitané, mime dle posledniho vzorce

wa =

§u.—. k2 Em.._ k?_ IIII:_E__ e
+§” a+§lf1 a+§"l
tedy .
gn__ m_._k'2 o
a~|—k2 —afk*
= atk*
at &’
EIHI-:k2
a -+ k*
a - k*
a:{-k’
Ta¥E
obecné
(nL k2.
— a-k?
a -+ k*
a-k*
a+ &

pti CemZ se v £® po pravé -strané k* n-krit vyskytuje.
Prométnost bude . cyklickd n - prvkov, - je-li .pro libovolné ¢
vidy & =¢§.

Urovndme-li rovnici &w —£a vyloucime-h v kazdém- pti-
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padé se vyskytujici Cinitel (£%-} a& —k%)*), obdrifme nd-
sledujfci podmineéné rovnice pro hodnotu a t. j. vzddlenost, do
jaké nutno piivésti centralné body vu’ fad prométnjch sou-
osych, maji-li tyto tvofiti prométnost cyklickou s m-prvkovymi
skupinami;

pro n= 2...... a=0

pron= 3...... a4+ k=0

pro n= 4...... a(a®-+}2k*) =0

pro n= b5...... a*-+}3a%k: - k*=0

pro n= 6...... a(a®*+ k% (a*+3k*) =0

pron= T...... a’4+5a*k? - 6a*k* k5 =0

pro n=— 8...... a (a® - 2k (a* 4 4a?k* 4 2k*) =0
pron= 9...... (a®* 4 k%) (a®*+ 6a%k? - 9a?k* + k%) =0
pro n=10...... a(a®+3a%k?+4 k%) (a*+5Ha’k? 45k =0
atd. atd. :

Radu tuto mfzeme snadno dale vyvinouti dle ndsledujiciho
jednoduchého zidkonu. Oznacime-li levou stranu podminecné
rovnice pro n =p pismenou U,, pak lze snadno ukazati, Ze
platf rekurentni vzorec:

Up=aUp_y +k*Up_s.

Jest-li p délitelno ¢islem », pak musi U, obsahovati U,w
Cinitel, coZ i z Clanku predchéizejfctho na jevo vychdz{. Z po-
slednfch rovnic plyne pro n=3, a= V' —%%; pro n =4,

a = V—2I?;pr0'n 5, a_sz___‘g_-'_é_\_./_f’_,pro n._.6

a = \V—3kk
Vyvineme-li podmineéné rovnice, obdrzime
pron= 2, U, =a -
pron= 3, U, =a®-} k?
pro n= 4, U, =a3-} 2ak*

pron= 5, U, =a*-} 3a%* -} k*

pro n= 6, U, =a®-{~ 4a%k?*4} 3ak*

pron= 1, U, =a® -} 5a*k® 4 6a’k* 4 k°,
pronz= 8, U, =a} 6a°* -+ 10a%* - 4ak®,

pron= 9, U, =a® 4 Ta’%?* -} 15a%k* - 10a2k“ + &,

*) Faktor ten ml_zi patme pro oba dvojné bod.‘y’, pro kteréz arm vzdy
plati cyklita.



210

pro n=10, U,,=a® -} 8a"k? 4 21a°k* + 20a°k® - Hak®,
pro n=11, Uu :a’°+ 9a'k’+ 28a°k“—}— 3batk® + 15a"k8+ k1,

: atd atd

Zikon, dle kterého jsou sestrojemy cCinitele Ciselné, jest
velmi jednoduchy. Prvni numericky faktor v rovnici U, = 0,
kterd ma tvar
Up=a? 1+ (p—2) a?=%k2 +fp 5 a2~ 5k* | fp 40P~k .. =0
rovnd se kladné jednicce, druhy faktor jest ¢islo (p — 2), tretf
faktor fp s obdriime, pfipocteme-li k tietimu faktoru ptedché-
zejic{ rovnice druhy faktor (numericky) rovnice piedpredchizejici
a vibec jest libovolny -ty numericky faktor souctem r-tého
faktoru predchdzejici a (r — 1)-tého faktoru predpredchizejici

rovnice, tedy
Jo,r =fo—1r +fo—27r—1.

Jak se maji v tomto clinku prozkoumané otdzky v pii-
padé dvou prométnych svazkt? Jaké hodnoty obdriime pro a
v piipadech n =7, n =8, n =9, atd.?

17. Jak v ¢lanku 6. dokdazano, mé cykli¢nost jedné skupe-
niny soumfstnych prométnych tutvari za nasledek tutéz vlastnost
pro vdechny skupiny.

Méme-li v roviné dva kollinearné systemy cyklické, troj-
prvkové (trilinearné; viz: Schroter, Theorie der Oberflichen
zweiter Ordnung etc. Leipzig 1880, pag. 402), odpovidi libo-
volnému bodu z, bod «,, tomu pak bod x, a bodu x, opét bod
x, ¢imZ jest skupina x,x,x, uzaviena. Rozumi se samo sebou,
7e ptimkim @x,®,, x,x,, x,x, posloupné piislusi piimky w,x,,
®,®,, ®,x,. VSeobecné: ,Jsou-li soumfstné kollinedrné roviny
cyklické vzhledem k jich boddm, jsou taktéZ cykhckyml vzhle-
dem k jich pfimkam.¢

JelikoZ kollinedrny vztah ttvard druhofadych ustanoven
jest CtyFmi pary sobé piislusnych prvkd, bude cyklicky vztah
trojprvkovy urCen, znime-li jednu trojinu «, x,x, a jeden par
¥,Y, sobé prfsludnych bodd (aneb ptimek). Budiz y, bod druhou
skupinu dopliujicf. Pi{mkim x,x,, ®,2,, 2,y,, ®,y, odpovidaji
prométné pﬁ’mky Cyyy Xy®y, XyYy, aczya, tak Ze obéma. svazkﬁm

sva_.zku @y, a v druhém x,x; a prﬁsek x, téchto dvou paprskd
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jest tudiZ stredem promitavosti (viz: Zdkl. vyS& geom. 1. dil,
¢l. 25.) Bodem x, musi tudiz prochdzeti piimka spojujici prisek
z, paprski @,y,, @,y; s prisekem paprskd @,y;, %y,; aviak
prisek poslednfch dvou paprski jest «,, procez pifmka uvedend
jest piimka @y, a tudiZ prochdzeji paprsky o,¥, To¥s, %3y,
tymz bodem z;.

Z cykli¢nosti plyne, Ze v ka¥dé skupiné mizZeme ukazo-
vatele 1, 2, 3, cyklicky permutovati, aniZz by se tim vztah
prométnosti poruSil. MiZeme tudiz z hotejsiho souditi (aneb
jako dfive piimo dokédzati), Ze téz ptimky z,y,, ®,¥;, €,¥; Pro-
chizeji tjmZ bodem z, a koneiné i pimky vz, 2%, %y
prochdzej{ tymZ bodem z,. Mdme tudfZ mezi libovolnymi dvéma
trojinami @, x,®;, ¥,¥,y; ndsledujicf vztah

Z,Y1s T2Y3, €3y, prochizeji bodem z,

LoYoy Z3Y1y T1Y3 D) n %

—_—

T3Y3y £1Y2y LYy » n 23
JelikoZ tfem pifmkdm prvniho F4dku prométné piislusi primky
drubého fiadku a tém opét pifmky tfetiho fddku, tedy piislusi
bodu 2, bod 2z, a tomu konetné bod z, t. j. body z,z,z, tvofi
novou skupinu cyklické prométnosti.

Chceme-li z trojiny w,x,x, a z piru y,y, uréiti bod y,,
mizZeme dle hotejsiho vzorce uréiti z, co prisek pifmek z,y,,
%3y, , pak z, co prisetik piimek x,y,, x,y, a y, obdriime co
priseéik pfimek z,x,, z,2,. Z vzorce toho vidime, Ze bodem

Y, prochdzeji piimky x,z;, ®,2;, 2,2,
Ya » n  LaZyy X3Zy, TyZ
X323y X)2yy X2y

CH) » »

dale prochazeji

bodem @, primky Yiz1s Y223 YaZe,

n Xy » Y% Y3 Y%

n T3 n  Ya% Y% Yo%
Z tii trojubelnfkd o, @,2;, ¥1¥:Ys, %127 jsou tudiZ kazdé
dva v perspektivné poloze (viz: Z&kl. vys. geom. L dil, ¢l. 38.)
a to trojim splisobem, p¥i ¢emZ vrcholy tretiho jsou stredy
perspektivnymi. Tak jsou na pf. trojihelniky Awx, Ay v poloze
perspektivné jednou s bodem #, co stfedem (kterjmi probihaji
pHmky ,y,, @,¥3, *39,) po druhé s bodem z, (prisek pifmek
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R AT w,ys) a po tret{ s bodem z, (prﬁsek primék 239,
%Yz %Yi)

~ »Nalezaji-li se dvé soumfstné Kollinedrné roviny v cy-
klické prométnosti trojprvkové, pak tvoif kazdé dvé trojiny dva
"na troji spisob perspektivné trojihelniky. Stfedy téchto tif
perspektivit tvofi opét trojinu cyklické prométnosti. Kaida
z téchto t¥{ trojin plyne z ostatnich dvou, sklidajic se ze stfedd
pe1spektmt onéch dvou trojin.“

Pro kazdou perspekt1vnou polohu tr OJuhelmku x,xzms, Y1Y2Ys
obdrifme osu perspektlvnou spojujici tfi priseky tii park pfi-
sluinych stran. Tak ohdrZime pro perspektivny stied z,, kterym
probihajf piHmky @y, %,¥s, %y, osu Z,, Vv nff obsaZeny jsou
priseky ptimek @@, ¥,¥3; %a%sy YoYss %3, Y,Ys. Bodu z, od-
povidd osa Z, obsahujici priseky pifmek x,®;, ¥,y;; %%y, Y3¥15
®, %y, Y.y, a perspektivnému stfedu 2, konecné odpovidi per-
spektivickd osa Z, obsahujici priseky pifmek x;2;, ¥3¥2; %,
1Y T%yy Yuyy. JelikoZ viak pifmky, jichZ priseky leZi na Z,
prométné prislusf pf{mkdm, jichZ priseky lezi na Z, a tyto opét
pifmkam, jichZ préseky na Z, le#f, toZ soudime, Ze ptimky Z, Z
Z, tvorf té% trojinu cyklické prométnosti, jelikoZ .pifmce Z,
odpovidd Z, a této Z,. Pravé tak obdriime pro trojihelniky
Xy Xyy, 242,75 tE1 08y perspektivné: Y,Y,Y,, které trojinu tvoii
a konetné pro trojuhelniky ¥,%,¥s,  2y2,2, obdriime trojinu os
X, X, X,.: Spojime-li - ze zndmych posud trojin dvé, které spojeny
jesté nebyly, obdrZime nové trojiny v poctu libovolném, opaku-
jeme-li tytéZ konstrukce déle. (Pokraovéni.)

———e e

Poznamka o sférické trigonometrii.

Napsal
Prof. F. Hoza.

Ze stran a; b, ¢ sférického tro_]uhelmka lze vypoclstl thly
Jeho @, ﬂ, y podle zndmyjch vzorci: :

"'v sin (s — b) sin (s — ¢) '(1);
Sinbsinc BN :
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