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Konstrukce bodti vratu vrzeného stinu sboreené
plochy tretiho stupné.

Hru$ka Vacl. A., kand. prof. v Praze.

'V tomto pojedndni vylozim konstrukei bodd vratu vrzeného
stinu sborcené plochy tietiho stupné o dvou Fidicich pfimkédch?).
Vylutuji tedy z toho t. zv. plochu Cayleyovu.

I.

Vrzeny stin m4 bod vratu tam, kde tetna meze vlastniho
stinu jde bodem sviticim. Dotyéné body téchto tefen ze sviti-
ctho bodu vedenych k mezi vlastniho stinu sluji ,body limitni“?)
Limitnf body maji ten vyznam, Ze oddéluji redlnou ¢ist meze
vlastnfho stinu od virtualné ¢dsti, Stalf tedy k feSeni pfedlozené
tloby najiti tyto limitni body.

Déna-li sborcend plocha tfemi iidicimi kiivkami n;, ¢ =1,
2, 3, a jeli aix; 4, k=1.2,3, ¢ +k poéet prisetikid kfivky
i-té s kiivkou K-tou, tuje stupeil » shorcené plochy ddn vzorcem?):

N==2. M. Ng. Ny — Ny Cyyg — Ny Ogyq — Ng. O 4

Tedy pro n=3, n, =n, =1, «,,, = 0*%) jde jako jediné
feSeni této rovnice bud:
ng=— 2, 0, = 1, t3,, =0
aneb:
n, =2, t,,, =0, a,, = 1.

Lze tedy kazdou sborcenou plochu tfetiho stupnd —
vyjimaje plochu Cayleyovu — uréiti dvémi mimobé&znymi piim-
kami a kuZelosetkou X, protinajici jednu z obou téch mimobézek.
Oznat ji D; druhou oznal 4. Pak bude D dvojitou piimkou

1) Na kaidé sborcené ploge tfetiho stupné existuji bud dvé primky
realné, které protinaji vSecky generatrie plochy, nebo existuje jen jedina
takova piimka a pak plocha sluje Cayley-ova. Viz: Ch. Wiener: Lhrb. d.
darst. geom. [I. odst. 42r.

3) Mannheim: Cours de géométrie descriplive de I'Ecole polytechnique.

8) Rohn-FPapperitz : Lhrb. d. darst. geom. IIL. odst. 246.

4) Kdyby bylo «;,, =1, tu by se obé tidici pFimky protinaly,
a vsecky generatrie plochy by lezely v téze roviné.
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plochy, kdezto 4 bude jednoduchd. KaZdd generatrie plochy pak
protind i D i 4. . .
Kazdd rovina o vedend nékterou generatrii G protind

plochu jests v kuzelosedce, kterd protini gemeratrii G ve dvou
bodech: v dotytném bodé roviny « a v bods, v némZ se protind
G s D. Kazdd rovina vedend pfimkou D protind plochu jesté
jen v jedné ptimce, kterd je generatrif, kdeZto kaZdd rovina
vedend pfimkou 4 protind plochu jesté ve dvou generatriich, které
se protinaji na D.

Protoze tend rovina sborcené plochy jde vidy nékterou
generatrii a naopak: kazdd rovina jdouef nékterou generatrif je
te¢nou rovinou plochy shorcené, je sborcend plocha stupné n-tého
vzdy také n-té tiidy. :

Bud nyni dédn sviticf bod s, lezicf mimo danou sborcenou
plochu tfetiho stupné Q. Mez vlastnfho stinu na plofe £ je
prise¢nice plochy £ s prvni poldrni plochou 3 bodu s vzhledem
k plose 225). Protoze D je dvojnou pfimkou plochy £, kterd je
tietiho stupné, je. 3 piimkovou  plochou druhého stupné a jde
piimkou D. Zbytek priseku ploch £ a X je hledand mez vlast-
nfho stinu M. Je tedy M k¥ivkou ¢tvrtého stupné druhého
druhu®), t. j. kromé& plochy 2 nelze proloziti kiivkou M zddnou
jinou plochu druhého stupné.

Vréeny stin plochy je tedy kfivka stupné ctvrtého.
Protoze plocha 2 je tFidy tieti, je také dotyény kuZel o vrcholu
s tidy tfetf, a tedy také vriemy stin je krivka t¥idy treti.

Dle vzorce Pliickerova:7)

v=nn—1)—28 —3o.

kde znali » stupeni, v tfidu, 0 poet dvojnych bodd a o podet
bodd vratu, jde pro » =4, v=23 jako jediné feSeni ¢ =0,
0= 3.

Ze vzorce dudlného:

n=v (v —1)—2. % —31,

5) Tuto vétu jakoZ i nekteré dalsi viz: Z. Cremona-M. Curtze: Grund-
siige einer allgem. Theorie d. Oberflichen in synthet. Behandlung,

6) Dr. Christ. Wiener: cit. odst. 427.

7) L. Cremona-Em. Weyr: Uvod do geometr. theorie kfivek rovinnych .
odst. 99.
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kde znaéf » potet dvojnych teten a ¢ polet bodd inflexnich, jde
pro n =4, » =3 jako jediné fefeni: x =1, ¢ = 0.

Vrieny stin sborcené plochy tretiho stupné je k¥ivka dtvr-
tého stupmé, treti t¥idy, bez bodd vicerondsobnyjch a bez bodd
inflexnich, s tremi body vratu a jednou dvojnou teénou.

Tato dvojnd telna je stopa roviny (s, ) na primétné a
jejf doty¢né body jsou vrzeué stiny prisetiki piimky - s obdma
generatriemi plochy lezfcimi v roviné (s, 4).

Mez viastniho stinu na sborcené ploe trettho stupné md
1 body limitnd.

Protoze vrzeny stin oné generatrie, kterd jde nékterym
bodem limitnim, je tetnou v piislusném bodé vratu vrZeného
stinu a protoZe plati véta®): Teény v bodech vratu k¥ivky treti
tridy jdow jednim bodem; lze sviticim bodem s vésti piicku
k ondm tfem generatriim plochy £, které jdou kazdd jednim
bodem limitnim.

Bud a jeden bod limitnf a A generatrie jim vedend. Teina
meze vlastniho stinu M v a, bud to 7%, jde bodem sviticim s,
a je druhou asymptotou indikatrie (hlavni teénou) v @®). A na-
opak kaZd4 hlavni teina plochy Q jdoucf bodem sviticim s do-
tykd se plochy 2 v bodé limitnim meze vlastniho stinu.

Nasi tlohu fe§ime tedy tim, najdeme-li viecky hlavni tetny
plochy 2 vedené bodem s. Hlavni teiny plochy £ podél nékteré
generatrie tvofi t. zv. oskulaéni hyperboloid. Najdu-li viecky
oskulaéni hyperboloidy plochy £, které jdou bodem s, mohu
najiti snadno body limitni. KaZdy z oskulatnich hyperboloidid
obsahuje pfimky D a 4; tedy kazdy z oskulainich hyperboloidi
jdoucich bodem s obsahuje p¥i¢ku S k mimobézkdm D, 4 vedené
bodem s, nebof S md s kazdym takovym oskula¢nim hyperbo-
loidem tfi body spole&né.

Jsou-li a, b, ¢ body limitni, 4, B, C' generatrie jimi jdouci,
14,1B, 1C resp. jich vrZzené stiny, tu '4,'B, 'C jdou jednim
bodem f, jak bylo odvozeno Lze tedy ku ¢tyfem mimobé&zkdm :

8) Véta tato je dudlng k vété: Body inflexni kfivky tfetiho stupne
lezi potrojmo na pfimece. Viz: Cremona-Weyr, cit. odst. 1395.
9) AManrnkeim, cit.



566

‘A, B, C, 8 vésti tii pitky, totiz: D, 4, ts; lef tedy pkimky
A, B, C, S na hyperboloidu. Toho pouziji k zjednodufeni kon-
strukee bodd limitnich.

II.

Kazdou sborcenou plochu tfetiho stupnd, lze uvésti do
kollineace'?) s plochou tfetfho stupn&, jejiz p¥imka 4 je v ne-
koneénu, a D je kolmd k roviné, jejiz Gb&znici je 4. Pro zjed-
noduseni konstrukce provedu ji na této specielni ploSe, coz je
dovoleno bez ujmy obecnosti, nebof konstrukce je tisté pro-
jektivni.

Za primétnu = volim tetnou rovinu podél jedné z ptimek
torsdlnych (obr. 1.). Smér promiténi je kolmy na #. .7 lezi
va ajeD ] n Tetnou rovinu podél drubé z pfimek torsél-
nich volim za rovinu ». Pfimky a roviny urifm stopami na
primétné a na roving ». Ridici kuzelosetka K protind piimku D
v bods g¢; rovina kuzelosetky K bud o; oznal h = (4, 3).
V naSem piipadé je tedy A (béZny bod primétné stopy roviny 4,
znatim ji P 9. Bud P, stopa roviny ¢ na roviné ». Jest
P,7|| P,9 a kuZelosetka K dotykd se obou pfimek P,¢ i P,s.
Priméty atvari prostorovych budu znaliti akecentem. Primét
piimky D je bod D‘=gq‘. Ved nyni bodem s ptitku S k D, 4.
Je S||w a S jde body D' a s'.

Vedu néjakou generatrii plochy 2 a oznatim ji G.
Jest G||m, G’ jde bodem D‘. Bud g bod v némZ G protne K.
Vedu ptimkami S, G néjaky sborceny paraboloid!!). Bud jeho
stopa na roviné » pifmka E. Tento paraboloid se protind s £
jiz v piimkdch D, kterd se ¢itd dvakrit, G, 4, které se
titaji kazda jednoduSe. Zbytek proniku je tedy quadraticky
a sice jsou to dvé mimobéZné generatrie. Nebof vedu li
nékterym bodem tohoto quadratického tdtvaru pti¢ku mimobézek
D a 4, je tato pfitka generatrii jak na paraboloidu tak na L.
Abych naSel tyto dvé generatrie tvofici zbytek proniku para-
boloidu s £, najdu si stopu toho paraboloidu na roviné ¢, protnu

10) Viz pozndmku na konci toboto ¢lanku.
11 Nebot oskula¢ni hyperboloid zméni se zde v oskula¢ni paraboloid,
nebot obsahuje tfi soumezné ptimky rovnobéiné s .
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tuto stopu s A, coZ se stane vedle v bodech g, g jedté ve dvou
bodech, a generatrie témito body vedené jsou hledané Stopa

paraboloidu na roviné & je kuZelosetka vedend body: g, g, e,
h, d = (F, S). Piitom F je prisetnice roviny & s horizontdlni
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rovinou vedenou pifmkou S. PoloZim-li body ¢, g, &, d, svazek
kuzelosetek, vytne mi na K involuci o pélu r = (F, ml), | = (X, dg),
m == (K, qm), gm||F. Podobns bude », = (PS mk), k=
(K, eg) pol involuce na K vyfaté svazkem polozenym body g,
g, h, e. Je tedy rr, spojnice priisetikii stopy paraboloidu na &
s K. Hled nyni vésti pifimkami G, S paraboloid tak, aby se
dotykal plochy £ podél nékteré jeji generatrie. To nastane ten-
krite, bude-li »r, tetnou ke K. Budte oba dotyéné body teten
z r ke K vedenych j, 7,. Pak generatrie J bodem j a J, bodem j,
maji tu vlastnost, Ze paraboloid vedeny pfimkami J, G, S dotykd
se plochy £ podél p¥imky J, kdeZto paraboloid uréeny J;, G, S
dotykd se podél J,. Body j, j, jsou také prasetiky K s po-
lirou R bodu r vzhledem ke A. Tato piimka R jde stdle pdlem f
primky F vzhledem ke K, at je r kdekoliv na F.

Pohybuje-li se nyni bod g po K, popie G celou plochu.
Body g, ! pak tvoii na K involuci, nebot g/ jde stile bodem s.
Protoze bod m je stdly a ddle protoZe je:

F(r,..)NF(R,..),

bude také:
K(g,..)~Nf(RB,...).

Oznaéfm-li tedy’ ® prisetnici promitaci roviny p¥imky G
§ rovinou 8, bude: & = gg a bude tedy:

g, .. )NS(R,...).

Tyto svazky vytvori tedy kuZelosetku Y, jdouci body g, /.
Oznal a, b, ¢ zbyvajici prisetiky kiivek K, Y, pak generatrie
vedené témito body a, b, ¢ maji tu vlastnost, Zze dotyény para-
boloid podél kazdé jedné z nich vedeny tak, aby obsahoval
ptimku' S, bude zdrovei plochu oskulovati podél dotyéné gene-
ratrie. Lze tedy bodem s vésti tfi paraboloidy oskulujici plochu £,
pravé jak bylo vyloZeno. Generatrie body a, b, ¢ vedené lze
tedy oznatiti 4, B, C a na kazdé z nich leZi jeden bod limitni.

Ozna¢ nyni prisetik ptimky, ® s F'pismenou p a (R, F) =p,.
Najdu-li ke kazdému bodu na piimce F bod odpovidajici tak
Jjako p, odpovidd bodu p, dostanu na /' dvé prométné soumistné
fady. ProtoZe jedna (totiZ fada bodd p) vznikne priisekem svazku
piimek & o vrcholu g s /' a druhd zase je prisekem F se svazkem
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piimek R o vrcholu £, ktery je s prvnéj§im svazkem prométny:
budou samodruzné body téch dvou fad bodovych prisediky
kuzelosetky Y s F. Protoze viak mimo to ob& ty fady jsou
v involuci — jak ihned dokdzi — budou body p, p, sdruzenymi
poly (harmonickymi) vzhledem ke kuZelosetce Y.

Diikaz, Ze body p p, tvoii involuci, je snadny, jsou-li
prisedfky # s K — oznaéim je d, b, — redlné. Stane-li se
totiz p = b, bude p, = »,, a naopak pii p = 9, bude p, =1b,.
Plati tedy pro jeden pdr bodi obou Fad zdménuost a platf to
tedy obecné. Jsou-li b, b, imagindrné nebo reilné — dikaz
plati stejn® — provedu napted v roviné ¢ takovou transformaci
kollinedrnou (homografickou), kters pfevede kuzelosetku K
v kruZnici, a dokdZi vétu pro kruznici. Pfirozené musi pak véta
platiti i pro kuzelosetku K. Za osu této kolineace vol piimku F.
Nakresli v roviné ¢ néjakou kruznici, kterd indukuje na I tu
samou involuci harmonickych pold, jako K. Bud stfed této in-
voluce 0. Pak bude ta kruZnice s K v kollineaci. Oto¢ nyni tuto
kruznici kol ¥ do roviny rovnobézné s primétnou. Jesté nyni
bude ta kruZnice s K v kollineaci dle jistych dvou center.
Oznal K" tuto ototenou kruZnici. K’ indukuje na ¥ tu samou
involuci, jako K. Abych narysoval K”, zvolim si jeji stfed s
na oc | F tak libovolng, aby bylo p,0 . or << 06®1?). Nad pri-
mérem ro opfsi kruznici, kterou protnu s kolmici z p, spusténou
na e vbodech 5", j,” *). Pak kruznice kol o polomérem o) =g/,”
opsand je hledang K”. Ptimka j”7,” je polarou bodu r vzhledem
ku K” Oba stiedy, dle nichZ jsou X, K’ kollinearné, JSOll body
("7, 7."7), jehoz primét padne mimo nakresnu a w = (5’7, 7,”4,)-
V obraze jsem zvolil . Body: ¢”, m”, g”, 1" korrespondujici
bodum resp.: ¢, m, g, 1, najdu pomoci: qw Jdeq 9"'m" je|| F,

¢’ jde bodem p,, wg bodem 0 g, dg” bodeml"al”m"bodemr
Nyni seznd se snadno, Ze je: or.op, = — M,, kde M, znall
mocnost bodu o vzhledem ke K. Dale jde z: A drl” o0 Adg"p,
ze je dr .dp, = + M, Oznatime-li d, pél sdruZeny s d vzhledem
ke K, seznime snadno, Ze vzhledem %: od,.od =— — M, jest:

19) P¥ p,0.o0r > 002 byla by K" imaginrni, pH pjo.or = 00%
redukovala by se na bod ¢, vlastné na obé& isotropické (minimalni) pFimky
jdouci bodem d.

*) V obrazku omylem misto j*, j"; psino j/, j';.
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dop . dopy, = M, + 0d2 = My, coz ukazuje, Ze skuteénd tvoii
body p, p, involuci. Jeji stied je d,.

Najdi nyni bod odpovidajici v této involuci bodu d. Kon-
strukee dd, Ze je to bod 0. Ted mohu pohodlné ustanoviti do-
statetny potet bodd kfivky Y. Dostanu tedy body na Y: 1=
(qd, fo), 2 = (qo, fd), 83 = (qho, fd,). Protoze ttyfroh gf12
je do Y vepsdn a F je jednou jeho diagondlou, je ¢ = (qf, 12)
pélem piimky F vzhledem ku Y. Protoze plati: (oq, of, o@, ok)
— — 1, jde o bodem ¢ na g/, pro né&jz je (q, u, t, h) = — 1.
Je-li tedy 7 v nekonetnu jako na obrdzku, jest gt = fu.

KuzZelosetka Y je ddna péti body: f, ¢q, 1, 2, 3. Jeji
konstrukce neni proto pravé pohodlnd. Proto pouZiji zjednodusent
ohlafeného jiz v prvé cdsti tohoto ¢lanku. — Piimkami 4, B,
(', S 1ze poloziti quadratickou plochu. Bud jeji stopa na rovingé &
kuzelosetka X. Ta jde body: ¢, %, d, a, b, ¢c. Prvni t¥ z téchto
bodd zndme. Stadi proto zndti jesté na pf. dvé teény. K jich
ustanoveni pouziji véty dobfe zndmé: Poldry néjakého bodu
ke vsem kuzelosekdm svazku jdou jednim bodem. K, X, Y
jsou tii kuizelosetky takového svazku. Poldra bodu 7 ke K je of,
ku Y je to gd,, a tedy je vk, kde v = (of, @d,), polirou bodu %
ku X a protoze jde bodem h, je to tetna k X v h. Stejné jde,
ze wd je tetnou v d; pii tom je w == (fd,, ot). K uréeni stiedu
kuzelosetky X najdu jests dle véty Pascalovy tetnu v ¢. Bude
to piimka zgq, kde je: y = (gm, wd). z = (vh, dq), = (y2, I').
Nyni zndme te¢ny v bodech d, ¢, k. Je-li A v nekonelnu, je 7%
asymptotou; dle véty, Ze bod dotyiny rozpoluje tsek teény mezi
asymptotami, najdeme asymptotu druhou M. Je-li ~ v koneinu,
zndme trojubelnik kuZelosedce opsany a dotyéné body jeho stran.
Pak snadno sestrojime dle znimych vét stfed, sdruzené praméry
a po pifpad® osy kuZeloseiky, aby jeji konstrukce byla pfesnd,
zvla§té v okoli prisetikdt s K. V pifipadé, Ze je v nekonelnu,
sestrojime také druhou asymptotu kfivky X snadno pomoei:
— ¢z = dn, aniZ bychom rysovali tetnu v g. Jsou-li nyni q, b, ¢
zbyvajici prisetiky kiivek X, K, tu hledané body limitni lezf na
povrchovich pfimkich A4, B, C’ body témi vedenymi. Bod
limitnf na pf. na primce A dostanu, vedu-li sviticim bodem s a
piimkou A rovinu a najdou jeji dotyény bod a. Ten je hledanym
bodem limitnim.

37
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Koneény tvar konstrukce pifmek 4, B, ('je tedy: Najdu
body: g = (9, D), h = (8, A\); sviticim bodem s vedu pricku S
k mimobétkam D, /\, oznatim I priseénici rovin & a (S, N\),
d= (9, S) leZi na F. Nujdu polary of bodu b a d,f bodu d
vehledem ke K, spojim qh a oznadin: (qh of) =u. Najdu ¢ tal,
aby (¢, u, t, b) = — 1, oznacim: (ot, d,f) = w, (gf, ot) = o,
(of, (pd,,) = v, pak vh Je tecnou v h a dm vd kX Jeli dile:
y == (gh, dw), z = (dq, vh), © = (yz, ), je xq teinou v q. Nyni
snadno marysuji X, jejiz priseéiky s K jsow body a, b, c.

Podotykdm jesté: Protoze kaZdou sborcenou plochu tiretiho
stupné 1ze uvésti do kollineace s konoidem Plickerovym, stati
dikaz provésti pro konoid PlickerGv. Pro tuto plochu je A’
kruznici a tedy pii dikazu odpadne pomocnd kruznice K.

Stanoveni oskula¢nich hyperboloidit sborcenych
ploch tretiho a ¢tvrtého stupné, jez lze jim danym
bodem vésti.

Dr. Franti$ek Kadefavek, assistent Ceské techniky v Praze.

Plocha sborcend ttetiho stupné P bud dana kuzelosetkou
A a piimkami B, C, z nichZ B protinej kfivku A; hledejme
oskulaéni byperboloid prochdzejic danym bodem s. Kdyby pied-
loZzend tdloha byla jiz vyfedena hyperboloidem H, oskulujicim
danou plochu podél piimky P, pak by rovina ¢ bodem s a libo-
volnou povrikou plochy P uréend profala plochy P a H v kuZelo-
seCkdch z a g, které by se v priseném bodé p piimky P
8 rovinou ¢ oskulovaly protinajice se je$té v bodé priseiném b
pHimky ‘B s rovinou ¢. Kfivka 7 mimo to musila by prochizeti
bodem s a prisetikem ¢ pifmky C' s rovinou ¢ — nélezejif obé
piimky B i C oskulatnimu hyperboloidu.

Z toho patrno, ze predloZend tloha redukuJe se na nisle-
dujfcf rovinnou dlohu:

Body b, ¢, s proloziti kuZeloseéku tak, aby oskulovala danou,
bodem b proché.zejici kuzeloseCku 7, kterouz tlohu i'eSime takto

Zvolme si na kiivee 7. (viz obr.) hbovolny bod d a sestrOJme
k¥ivku H, kterd jdouc body b, s, ¢ kfivky = se vbods d dotyka,
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