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dostaneme snadnym poftem kofeny ve tvaru

2k —1
e — — &% cotg® YT k=1,2, 3, Loum
a pro O, dostaneme rovndZ snadnym pottem
' _ §
L,
4n

Jsou tedy pro dosti velikou | & | kofeny & vesmds redlné a zd-
porné, &fsla @ jsou pak téhoZ znaménka jako £; uzijeme-li
téchto vysledkd ve vyraze (4) pro D:(X) dostaneme ihned, Ze
pro polynomy (10) é&fsla Ci, cx nabyvaji téchto hodnot

k (2k— -k (2k—
Ck:}/l.f 2k l), ck:ylg?nﬂ‘ ( 3),

pH Cemz n=>=>01;,>0.
V piipadé obecném jest tedy

Ci= p& 4 tleny v £ stupné nizstho nez & (2k — 1),
e = 7T 9 Keny v £ st. nizstho nez - 2m + & (2 — 3),
Poskytuje tudiz Fada (9) pro § — — oo pfesné 2m zmén
znaménkovych, pro §— oo pak Zddnou zménu znaménkovou a
ztrdci se nasledkem toho, %e & pfechizi spojité od —oo do -+ oo,
pfi tomto pfechodu celkem 2m 2zmén znaménkovych (aneb —
obdirnéji feCeno — o 2m vice se jich ztrati neZ zfiskd). Zaroveit
jest patrno, ze pocet hodnot £ pro které Cr & ¢ mohou
byti rovny nulle, jest konetny (kterouZto vlastnost maji i vyrazy
pozd&ji zavedené a oznmatené U (r,, 7y ...7s), a(ry, ...), jak
stejné patrno). (Dokonéeni.)

0 urcité imaginirné plose stupné 2. drubu IIL
Podal prof. Dr, Vino. Jarolimek.

I
1. Dvé redlné kuZelosetky A, B lezici ve dvou riznjch
rovindch 7z, o, ale na téze plofe 2 stupné g2
a) maji dva spoletné body x, y, redlné nebo imagindrné;
1) indukuji na priseénici rovin 7o = U touz involuci
harmonickych pold, jejiz samodruzné body jsou z, ¥;
’ 3
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¢) lezf na dvou KkuZelovych plochdch 2. .stupné «, 2, jsou
tedy proniky kuZele « (i ) s rovinami =, o.

Plocha 2. stupné ¢? miZe byti ddna dvéma redlnymi ku-
zelosetkami 4, B, jez maji dva spoletné body r, y, a jednou
redlnou tefnou rovinou wx. Mohou pak tu nastat pifpady tyto:

2. Rovina p sete ob& krivky A, /¢ v bodech redlnych:
kiivku 4 v bodech 7, {,, kiivku I3 v bodech »,, u,. Teénd ro-
'vina p obsahuje CtyFi redlné body plochy @?; tato musi tedy
byt sborcenou a spojnice 7, u,, t, u, (nebo t, u,, f, u,) jsou po-
vréky, ve kterjch rovina u plochu ¢? sete. Prisedik (¢, u,, #, uy)

== 7 je bodem dotytnym; fdicimi utvary 4, B, 7, u, B2 Je plocha

¢?, obecné hyperbolmd urtena s dostatek. Piimky 7, n,, 1, , daji
druhy hyperboloid dloze hovici; oba jsou redlné a sp]ynou v ]edno
dotyk4 li se tednd rovina p jedné z danych kiivek, A nebo /2.
Dotyka-li se rovina u olou danych kuzelosetek 4, B, je-li tedy
teénou k jedné z kuzelovych ploch e, 3, jez kiivkami A4, B lze
proloziti, plocha ¢® stotoziiuje se s kuZelem «, resp. f.

3. Rovina u nemé realnych bodd s kfivkami 4, B
vibec. Body ¢,, 7, wu,, wu,, ve kterych rovina p sete kiivky
t, ts
u’” ”‘2
jsou s$amodruznymi v elliptické involuci harmonickych péld kiivky

4, B, jsou tedy imaginirné, podvojné sdruzené. Body {

A I . o . nn = I
{ B’ jejiz osou jest prgaeémce {_;‘@ —
setiky imagindrnych sdruzenych spojnic (7,7, f,7,) = 2, (1 700
t.7,) = y redlné, i sestroji se podle G. P. IV. str. 31. a 32."),
kdyz prve stanovime stied apotenci involuce na ptimee P (resp. 1)
vytvofené kiivkou A (/)). legpd rovina u a dotyény jeji bod 2z
urtuji s kfivkami A4, B zddanou plochu ¢?® s dostatek ; rovina
prolozend bodem 2 tak, aby profala 4, /3 v redlnych bodech
1,2, 3, 4, protne plochu g¢* v kuzeluseéce: /, hterou prolozime
péti body 2, 1, 2, 3, 4, natez plocha ¢* jestanovena ttemi ku-
zelosetkami 4. B, E. Ze v8ak rovina u seie ¢? v piimkdch

amagindrnych t, T, t, 7, je plocha q*v tomto pHipadé nepiim-

Nicméné jsou pri-

1) G. P. IV, znaéi spis , Jarullmek Zakladové grometrie polohy v ro-
viné a v prostoru“, svazek 1V.
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kovd. Totéz plati o ploSe druhé, kterd jest urtena bodem y a
kiivkami 4, B"). ‘

4. Rovina u sete kfivku A ve dvou redlnych bodech 7,
t, (na ptimee um = P), kiivku B ve dvou imagindrnych bodech
sdruzenych u,, u, (na piimce wg = R), nebo naopak.

V tomto pi¥ipadé jsom p¥imky Huy, t,u, imagindrné, a ne-
jsouce spolu sdruzeny, maji i spoletny bod 2 pomysiny; a
totéz plati i o spojnicich ¢,m, #u,. Zidans plocha ¢?
je imagindrnd 2), majic na redlné telné roviné p pomyslny
bod dotyény. Tato plocha ¢2 obsahuje vSak dvé redlné kuZelo-
setky 4, B, ndlezi tedy ke druhu tFetimu (G. P. IIL str. 101.),
a md nutnd také dvé redlné teéné plody kuZelové 2. stupns.
7e tato vlastnost piislu$i imaginirné ploge stupné 2. druhu I7.
@?, dokdzali jsme v G. P. V. na str. 62.; %e vSak i na plochu
drubu III. ji roz§ifiti lze, jde na jevo z véty:

Imagindrnou plochu @* stupné 2. druhu I11. lze perspek-
tivnou kollineact transformovati v imagindrnou plochu @3,
stupné 2. druhu II. Poklddime-li totiz 4, B za podstavy ku-
zele « (ktery danymi kuZelosetkami A, B podle odst. 1. c) lze
proloziti), Sikmo sifznutého, lze briti kuZel o za relief wvdlce
primého «,. Dikaz. Budiz U prisetnice rovin =, ¢, ve kterych
lezf podstavy 4, B (obr. 1., kdeZ ndkresna postavena kolmo na
U), d vrchol doplnéného kuzele a. Rovina & poloZend vrcholem
d a piimkou U budiz rovinou tbéZnic (relief roviny ¢, neko-

netné vzdalené). Spustme dw | U, opiSme nad primérem d u
kruznici K, zvolme na ni stfed kollineace s (oko) a rovinu sa-
modruznou (¢. primétnu) || & (roviny =, 9, ¢ w, jevi se v o-
braze ptimkami). Aby kuZel 4 3 byl reliefem p¥imého vdlce
A4, B,, musi U byti ib&znici rovin =, || ¢,, ve kterych lezi pod-

1) Oznaéime-li prisedik (PR)Z r, bude xyz spoleény polérny troj-
uhelnfk svazku kuzelosetek EK, jehoz zakladmi body jsou ¢,, ty, uy, uy.’
Tento svazek jest pak pronikem roviny « se svazkem ploch 2. stupné
Y¢3, jez prochdzeji kuZelose¢kami 4, B (srovnej v G. P. III. str. 32; Vv na-
Sem pripadé bikvadralika L rozpada se v kuzelosetky 4, B).

2) Pfimky tyuy, tyu, daji drubou plochu imagindrnou v?2; plochy
¢? a y? jsou sdruzené, pronikaji se v red/ny’ch kuzeloseckich 4, B a jsou
vepsiny do dvou redlnych kuzeld 2 stupné y, J L

: 4
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stavy vdlce 4,, B,; stanovme tedy prisetnice rovin 7w = P,

ow = R, proloZme rovinu (sU), stopou P rovinu =, || (sU) sto-
pou R rovinu o, || (sU), a promitnéme z bodu s podstavy A, B
do A,, B, na rovindch =, ¢,. Sestrojime-li pély a, b kuZelo-
setek 4, B pro poliru U, budou a, » reliefy stfedi «,, b,

(jez obdrzime v priseticich paprskd sa, sb s rovinami =, o,)
podstav vélee 4,, B,, a protoze spojnice péli ah = O jde vrcho-
lem d kuZele «, musi spojnice a,b, =0, || sd; e viak sd | sU

Obr. 1.

(v kruZnici K), jest také O, | =, t.j. vélec a, je primy. Plochs
¢? proloZend kfivkami A, B je reliefem plochy ¢? druhu II.,
obsahujici kiivky 4, >~ B,. Stanovime-li stfed vilce o,, bude o,
zéroveii stfedem plochy @3, a rovina o, 6, | O, jednou hlavnf
jeji rovinou; ostatni dvé prochdzeji osou 0O, a osami kfivky 4,.

5. Ptikrotme nyni k tloze:

Imagindrnd plocha ¢* stupné 2. druhu [Il. bud ddna
dvéma yedlnymsi kuZeloseCkami A, B, jes ledice v riznyjch ro-
vindch =, @, maji dva spoleéné body z, y, a jednou redlmou
teénou rovinou u, kterd sele kvivku A v redinych hodech t,, t,,
kfivku viak B v imagindrnyjch bodech u,, u,; sestrojiti jest
obé redlné plochy kufelové 2. stupné 7, 0, kieré plose @? jsou
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opsdny. BudteZ v obr. 2. 4, B obrazy danych kuZeloselek, U

obraz prisetnice rovin =g, ktery v nafem piipads A, B nesele,
tudiz body «, y jsou.pomysliné. '

Obr. 2.

Ktivky A, B lezf na kuZeli e, jehoZ vrchol zobrazfme pri-
selfkem d vnéjSich spoleénych teten obrazit 4, B; tyto pak jsou
perspektivnd kollinedrné na ndkresné pro stfed d a osu U. Pély
a. b kiivek 4, B pro polaru U leZf na pifmce O jdouef bodem

_ @. Kuzel & je reliefem pfimého valce e;, jehoZ osa je O,; stied
ieho o, mé obraz sviij v bodd o, jejz obdrZime v prisetiku o
vnitfnich teen obrazi A, B (nebo, jsou-li teny pomyslné, .

druhém stfedu kollineatnim kiivek 4, B), kdezto bod d, jest
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tib&zny na O,. Je tedy O, jednou hlavni osou plochy g2, jejiz
reliefem je dand imagindrnd plocha q% a rovina (o U)=:c re-
liefem jedné hlavni roviny plochy ¢2. '

Tetnd kuzelovd plocha y,, jejiz osa jest O,, md vrchol ¢,
v priisediku osy (), s tefnou rovinou u, plochy ¢,, jejiz relie-
fem je dand rovina p; a kaZdd rovina =, | O, sele kuzel ;,
-v kuzelosetee A’,, kterd je homothetickd ') s kuzeloselkou A,
(danou reliefem ), a mé4 stfed svij na ose O. Obraz vrcholu
v kuzele y obdrzime takto: prolozme primkou O libovoluou ro-
vinu 2 a stanovme jeji priseénici s rovinou w:==(PR); vedme
stopu M roviny 4 na roviné sz bodem « smérem libovolnyw,
prisetik (MU)==spojme s bodem b piimkou N=:ug; M sete
P v bod& g, N piimku R v bodd h, gh je priiseénice rovin
»m a sebe pifmku O v zddaném vrcholu ». Rovina = sete pak
kuzel ;, v kuZeloselce A',, jejiz reliefem A’ bude kuZelosetka
homothetickd, jeZz ddna je pélem «, polirou U a tetnou P. Vedme
bodem (PU)=p tetnu pq ke kiivce A, dotyény bod g spojme
s pélem «, stanovme priisetik (ag, A)==¢’, a spojme pq’ tetnou
homologickou k A4’; dalsf body kfivky A', jakoZ i sdruZené pri-
méry, z nichZ jeden je || U a drubhy sdruZeny k U, sestrojime
podle zdkona kollineace kfivek A, A' dle osy U a stfedu a.

Kuzel y. stanoveny kfivkou A' a vrcholem v protne ro-
vinu 0 v kuZelosetce B’ urené tetnou R, jejiz obraz sestrojime

tim, %e vedeme bodem p tetnu pr k dané kiivce B, dotyény

bod r spojime s pélem b; br protne R v bod8 »’, nate% sestro-
jime kuzelosetku B’ kollinearnou ku B v soustavé (hU) pomoci
homologickych bodd #', , Drubhy kuzel J je reliefem kuZele J,,
soumérného s kuZelem y, centrdlng podle stfedu o, i orthogo-
nélné podle hlavni roviny o, s, ||7,. Osa kuZele 6, jest 0.
- vrchol w, ; je#to v,0, = o,u,, jsou body v,, w,, o,, d, (d, v ne-
konelnu) harmonické, coz musi platit i o jejich obrazech; obraz
vrcholu w (obr. 2.) obdrzime tedy jakozto &tvrty harmonicky
bod k obraziim », w, d. Kuzel ¢ sete rovinu = v kuZzelosefce

1) Podle G. P. V. str. 61. Obrazy A, A’, A" homotbetickych krivek
Ay, A", A", (obr. 2) oviem nejsou homothetické, nybrz toliko perspek-
tivaé kollinedrné podle obrazu osy U a obrazu stfedu a.
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A" >~ I’; obrazy téchto kfivek jsou homologické podle sttedu
d. Stanovme tedy na pi. k bodu /' na B’ homologicky bod «"
na A" [bf', U)=rk, (uk, df')=+"], a sestrojme kuzelosetku
A" kollinedrnou ku 4 v soustavé («l’) pomoci homoloomkych
bodi e, e.

Kuzel J, protne posléze rovinu o, v kuZeloseéce, jejiZ
obraz B" obdrZime obdobn&: stanovime bod /"' homologicky
k bodu ¢ podle sttedu , a sestrojime kuzelosetku B’ kolli-
nedrnou ku B v soustavé (hU) pomoci homologickych bodd /7,
1. KuZele y a o pronikaji se ve dvou kuZelosetkdch C, D, jichz
stiedy jsou o, d. Obraz kiivky C jest kollinedrny k obrazim
4', a B’ podle stiedu v a k obraziim A", B’ podle stfedu w;
osou kollinea¢ni v obou piipadech jest U, obraz stiedu o je po-
lem poldry U; a obdobné vlastnosti md obraz kiivky D. Tato
kfivka D (jejiZz obraz piipadd mimo nékresnu) je reliefem kuzelo-
setky D, nekoneiné vzddlené na ploSe vilcové «,, proloZené
kiivkami A4, =~ B,. — Kfivkami 4, B a kuZzeli y, 0 je sestro-
jena redind kostra. imagindrné plochy ¢* druhu III.

1L

6. Dva reélné kuzele 2. stupné y, d, jez maji rizné vr-
eholy », w, ale jsou opsdny téZe plose 2. stupné ¢,

a) maji dvé spoletné tetné roviny &, 1 "), redlné nebo
imagindrné;

b) na spojnici obou vreholé v =: O indukuji touz involuci
harmonickych rovin poldrnych, jichz samodruzné roviny jsou &, 7;

¢) pronikaji se ve dvou kuZelosetkach C, D), jsou tedy pro-
mitkami kuzelosetky C (nebo D) ze dvou bodd v,

Abychom tedy stanovili dva kuzele y, ¢ tak aby na_]lsto
mély dvé spoletné roviny tecné & n (redl. ¢. imag.), zvolme
rovinu o, vytknéme v ni kuZelosetku C, mimo rovinu ¢ dva
body v, w, a z nich promitnéme kiivku C kuzelovymi plochami
7, 0; tyto pak budou se nutné pronikati v dald{ redlné kuzelo-
setce D, a v priseiicich x, y kiivek C, D budou kuZele 5, &
miti spoleéné roviny teéné. Body . y, jsou-li redlné, obdriime

1) Rovina ¢ dotykd se kuzZeli podél pfimek Af, & a prisedik (4/)
==p je dotyénym bodem roviny ¢ na plode ¢%; a obdobné stanovi se do-
tyény bod ¢ roviny 7 na ¢3.
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takto: spojime vrcholy vw =0, stanovime prisetik p pfimky
O 8 rovinou ¢, a bodem p vedeme telny ke kfivce ('; body
dotyéné jsou z, y.

Plocha 2. stupné ¢ miZze byti ddna dvéma k nf tefnymi
redlnymi kuZzelovymi plochami 2. stupné y, 6, jez maji dvé spo-
letné tetné roviny &, 7, a jednim reilnym bodem m. Mohou
pak tu nastati tyto ptipady:

7. Bod m nachdzf se vné danych kuZeld; lze tedy bodem
m poloziti dvé redlné tetné roviny z,, 7, ke kuzeli y a dvé redlné
tetné roviny v, v, ke kuzeli 6. Priise¢nice 7,w,, r,y, prochi-
geji bodem m a jsouce povrikami sborcené plochy ¢° uruji
tetnou rovinu u této plochy v bodé m; roviny g, £, n s dotynymi
body resp. m, z, y urtuji s dostatek plochu ¢* sborceny to

hyperboloid. Prisetnice 7,v,, 7,v,, daji pak obdobné druhy
hyperboloid dloze hovici. Oba splyvaji vjedno, je-li bod m na
jedné z ploch y, d. Nachdzf-li se bod m na ohou plochdch kuze-
lovych 7, 6, tedy na jedné z kuZelosetek C, D, v nichz y a ¢
se pronikaji, degeneruje plocha ¢* v kuZelosecku C, resp. D.

8. Bod m nachdzi se vniti obou kuzeli y, J, tudiz tetné
roviny z,, 7,, y,, w, poloZené bodem m ke kuZelim jsou ima-
‘ T, T,

l y jsou samodruZnymi
1y 772

gindrné, podvojné sdruZené. Roviny

v elliptické involuci harmonickych polirnych rovin kuiele{ ZS

o vrcholu | jejiz osou je spojnice [mo =P Nicmens pri-
| @ mw =

setnice imaginarnych sdruzenych rovin z,v,, 7oy, ledi v redlné
rovind ¢ a prisednice rovin 7,9, 7,y vV redlné roving 7. Se-
strojime je takto: protneme involuce rovinové libovolnou rovinou
& v involueich paprskovych I, J (v kazdé dvé druziny), stano-
vime (podle G. P. IV. str. 32. a 33.) reilné spojnice Z, Y ima-
ginirnych bodd, ve kterych se protinaji navzdjem samodruzné
paprsky involuef 7, .J, a prolozime roviny (mZ)=¢{, (mY)=mn.

Bod m a teind rovina jeho { urtuje s tetnymi kuzeli 7,
¢ Zadanou plochu ¢® s dostatek. Vytknéme v rovind ¢ kdekoli
bod %, polozme jim tetné roviny 7, 7,, ¥,, ¥, ke kuZelim 7,
d, sestrojme kuZel 2. stupnd x, ktery se dotykd péti rovin §,
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Ty, T3 Y;, Y, protnéme jej rovinou (mxy) [kdez z, y jsou do-
tytné body kuzelid 7, o] v kuZelosetce K, podél niz bude se
kuZel x dotykati plochy @2 A obdobné opatiime si druhou a tietf
kuZelosetku na ploSe ¢® Jezto tetnd rovina ¢ sete ¢* v pfim-
kdch imagindrnych, je plocha ¢? neprimkovd ; totéz plati o ploSe
drubé, kterd je urtena tetnou rovinou # a kuzeli y, d.

9. Bod m nachizi se vné kuZzele jednoho, na pf. y, ale
vnitt kuZele drubhého 8. Teéné roviny t,, 7, poloZené bodem m
ke kuzeli y, jsou tedy redlné, kdezto tetné roviny ®,, v, polo-
zené bodem m ke kuZeli ¢ jsou imagindrné, spolu sdruzené.
V tomto piipads jsou priisetnice 7,4, 7,9, imagindrné, ale ne-
jsouce spolu sdruzeny, nelezi v jedné roviné redlné {; plocha
¢? tudiz majic redlny bod m, ale v ném te¢nou rovinu { po-
myslnou, nemiize byti redlnd; a totéZ plati o druhé plo3e, k niz
vedou priisednice 7,9, 7,%,. AvSak imaginirng plocha ¢* majic
dvé redlné tetné plochy kuzelové 7, J, obsahuje také nutné dveé
realné kuZelosetky A, B, z nichZ jedna prochdzi danym bodem
m. Vytknéme si tudiz @lohu, reciprokou k uloze 5.:

Imagindrnd plocha @* stupné 2. druhu II1. bud ddna
dvéma redlnymi teénymi kuZeli y, 8, jeZ maji rizné vrcholy v,
w, ale dvé spoleéné teéné roviny &, n, a jednim redlnygm bodem
m, ktery se nachdzi vné kufele y a vnit¥ kusele & ; sestrojiti
gest obé redlné LuZelosecky A, B, které lezi na plose @®.

Kuzele 7, 0 pronikaji se ve dvou kuZelosetkdch (', D, a ro-
viny jejich v piimce (. Stanovme pély o, d kuZeloseiek C, D
ku polafe U; spojnice jejich od je totoznd se spojnici vrehold
kuzeli vw = 0. Prolozme dale rovinu (mU) = =, v nfZ obsa-
Zena bude kuZzelosetka A; prisetik (Oz) =a. Rovina = sele
kuzel y v kuZeloselce A4’; jeji kollinedrnd transformace, uriend
bodem m, pro stfed a a osu U dd kfivku 4. K tomu bude tfeba
bodu =’ na A’ homologického ku sm; spojnice bodii ma protne
A" v bodé m', natez pomocf bodu m sestrojime snadno kolli-
nedrnou kfivku A. Druhou kuZelosetku B obdrzime takto: na
piimce O sestrojme bod &6 tak, aby dvojpomér (odabd)—=—1,
prolozme rovinu (hU)==o a sestrojme jeji prisek B s plochou
kuZelovou «, kterd jest urtena ktivkou 4 a vrcholem d. Kon-
strukce tyto jsou pfedchozimi tvahami oddivodnény s dostatek.
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