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setka 4 jest obalena spojnicemi dotyénych bodd vSech X .
K nim patii i spoletné tetny kuzelosetek R,, S,, T, a U,
nebof degeneruje li se X, v tyto tetny, lezi v nich spojnice
dotyénych bodd na 4 a B.

Prisetik 4 a C, bod %, jest dotyénym bodem tetny z ¢
k A vedené. Splyne-li P.e s touto tetnou, splyvaji spojnice
P9, & p',q, 8 kq,, takze se q, stane dotyinym bodem teény
té na kuzeloselee 4, kterd prochdzi takto definovanym bodem
q, na B, &mz posledni t4st véty dokdzdna.

Steiner pravi ddle, (I. c. 473.), Ze kuZeloselka 4 se do-
tykd piimek K a L v jejich priseficich s G‘;, coz viak, jak
v dodatku k sebranym spistim (l. c¢. 740.) spravné ukdzdno, neni
mozné. (Dokonéeni.)

Prispévek k matematické theorii invalidniho
pojisténi.
Dr. Emil Schoenbaum.

Ve svém pojedndni v Rozpravich &eské akademie ukazal
jsem, Ze matematickd theorie nékterych kolektivnich zjevi vede
k integrilnim rovmicim Volterrovym, tak ku piikladu theorie
invalidniho poji§téni, pfihliZfme-li k moZnosti op&tného nabyti
aktivnosti. V tomto ¢ldnku pievadim jiny problem, daleko jedno-
dussi, na feSeni integrdlni rovnice, pii temZz se naskytd piflezi-
tost, odvoditi také nové FeSeni nékterych jinych dloh v praksi
se vyskytujicich.

1. Mysleme si jisty souhrn aktivnich osob homogenniho
slozeni a uréitého stafi a pozorujme je po né&jakou dobu. Bg-
hem té doby zemie jich uréity potet a urtity pocet stane se
invalidnimi. Vzniknou tak béhem &asu z pivodniho poétu aktiv-
nich osob dvé skupiny: skupina aktivnich osob, kterd se zmensuje
invalidisacemi a umfirdnfm, a skupina osob invalidnich, ktera
roste pristupovdanim novych invalidi ze skupiny osob aktivnich
a zmen§uje se umfrdnim invalidd, jez nechf se idi jinymi zdkony
nez umirani aktivnich osob. Obé skupiny shrnuty uddvaji potet
osob, které jsou z oné pivodni skupiny aktivnich osob jest& na
#ivu bud jako aktivni nebo invalidni osoby.
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Pii tom neni tfeba invalidnost a aktivnost pfesné defino-
vatl, Sta¢i mysleti si pod aktivnosti jakoukoli vlastnost takovou,
7e se d4 o kazdém ¢lenu skupiny rozhodnouti, mé-li ji nebo ne.
V kladném piipadé je aktivni, ztrati-li tuto vlastnost, stivd se
invalidnim. (Pfikladem takové dichotomie pojmié jest schopnost
a neschopnost vydélkovd v urtitém povoldni) Pfi tom povazu-
jeme za tGelem zjednoduSeni ztrdtu aktivnosti, tedy invalidnost,
za definitivni, jinymi slovy nepfipoustime reaktivisaci, t. j.
moznost opétného ziskdni ztracené vlastnosti.

Mysleme si nyni, %e zndme z pozorovéni velmi obsdhlého
a homogenniho materidlu mérnd tisla Gmrtnosti a invalidnosti
osob aktivnich a udmrtnosti invalidd v jich zdvislosti na staif,
jakoZ i potatecni stav skupiny osob aktivnich ve stdti x,, v némz
neni jesté invalidi. MiZeme pak jednoduSe vyvoditi z téchto
dat tabulku dmrtnosti pro smiSenou skupinu, sestdvajici z osob
aktivnich i invalidd.

Bud

1*3(z) potet aktivnich osob ve stafi x, kteff zhstali aktiv-
nimi z pivodnfho pottu I*¥(z,), t. zv. tabulka vyluky (dekre-
mentu) osob aktivnich;

lii(z) potet invalidi ve stdii x vzniklych postupné ze sku-
piny osob aktivnich ?);

[(x) potet osob vibec aktivnich i invalidnich, ktef{ jsou
ve stdif x na Zivu z aktivnich osob staff x,. Patrné jest
Uz) = I*(z) + Vi(2);
li(z) potet invalidd amrtni tabulky invalidd.
Didle budiz

¢(x) pravdépodobnost (t. zv. zdvisld) pro z-letou aktivni
osobu, stiti se béhem roku invalidni pfed dosaZenim staf{
z41;

p* (x) = pravdépodobnost pro z-letou aktivni osobu, stati
se béhem roku invalidou a doZiti se stifi » 4 1.

1) Oznadeni voleno ve shodé s odbornou literaturou tak, Ze dvoji
index nahote znali stav na poéatku a na konci doby pozorovéni.
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pi(s), pi(s, ) pravdépodobnosti dle umrtni tabulky inva-
lidi pro s-letého invalidu, doZziti se stdif s -+ 1 po piipadé staii
x; patrné jest

. It 1 . . i . .
ro="0F2 v =10 =0 re+ ..
pi(z — 1).

Jest pak tkolem, zndme-li dekrementni tabulku osob aktiv-
nich, t. j dsla 122 (x,), l22(z, + 1), . .. 1**(x), ddle pravdépodob-
nosti p*(z) a pi(x) vypotitati dekrementni tabulku osob vibeec,
t. j. tisla (), l(x, + 1)... ().

Uloha ta Fe¥f se nasledujici rovnici, jejiz odvozeni je velmi
jednoduché:

) = 1%(@) + 1) = (@) + 3 1) () (s + 1, 0) ;

skutené znaéi jednotlivy Clen souttu na pravo, kolik osob z s-
letych aktivnich stane se invalidnimi béhem roku a doziji se
jako invalidové stdif z.
Uvéazime-li, ze jest
; _V@
p (3, x)'—ll(s)
a pifeme-li k vili kratkosti
as i)
l (S) 'lj(s+ 1)—‘ y(s)7

bude jednoduseji
x—1

l(x) = 122 (x) + li(x) & 7 (s).
)

Oznatime-li tedy jesté!) o
x—1
2 79 =TI@),
bude 1(z) = l*(2) + li(z) I' (). @

V praksi déje se oviem Ffeleni wlohy postupné, pocinaje
od stafi z,, kdezto rovnice (2) dovoluje vypotisti I(z) vycisle-
nim pomocnych velidin I'(x).

Cast&ji nez uloha privé ieSend vyskytuje se tloha opatnd:
Dédna jest tabulka umrtnosti osob vibec, t. j. fada tisel I(z) a

1) Uzivam oznateni pojedndni Tauderova: Die Sterblichkeitsuntersu-
chung in der Invalidenversicherung. Lowenbergs Samml. Bd. III.
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sla p2(x) a pi(s, ), a jest stanoviti tabulku tisel [22(z), t. .
dekrementni tabulku aktivnich osob.

Pred touto tlohou ocitd se ku pf. pojisfovna, uzivajici
urtité tabulky umrtnosti pro Zivotni pojiiténi, chce-li zavésti
dopliikem k Zivotnimu pojisténi pojisténi invalidni s pouZitim
pravd&podobnosti o invalidnosti a dmrtnosti invalidi odvozenych
z ciziho materialu, ktery md byti oviem dle moZnosti podobného
slozeni jako material pojistovny.?) "

Také tato tloha velmi zndmd a ddvno Fefend?) dd se
fediti rovnici (1), ktera stanovi rekurentni vztah mezi *2(x) a
l2a(x — 1), l22(x — 2), ... [32(x,).

Abychom obdrZzeli jednodudii feSeni nez se v utebnicich
udévé, pisme rovnici tu ve tvaru

L) 1) | 30 1*(s) poi (s) ) li(s)
F@ — T s, E) i+ 1)

a oznatime-li

Jaa U(r

Pl =00 5 =10,
wigey L) M) g

p (S') l,(s+ 1) p (q) h KQ),

bude
f@)=a@ + 2 g i), 3

0
kdez tedy ¢(x) jest nezndmd funkce, a f(x) a h%(x) jsou veli-
¢iny, které pro vSechna celd x pfichdzejici v dvahu jsou zndmy.
Z (3) plyne jests

FE+D=g@+D+2 g() ki)

a tudiZ odectenim e

SEFD—f@ =9 @+ 1) — 9@+ @) . 9),
¢Gli g+ 1) — o)1 — k¥ (2)) = 4f (). 4y

Rekurentni vzoree (4) hodi se ku vypottu velitin ¢(z) a
tedy i [*(x) daleko lépe nez pimé postupné pouziti rovnice (1)
1) Viz ku pf. Karup: Die Reform des Rechnungswesens der Gothaer
Lebensversicherungsbank str. 67, kde vsak se €ini pfedpoklad, Ze simrtnost
invalidi jest tdf, jako umrtnost osob aktivnich.

2) Viz ku pF. Pokorny: Dhchod invalidni.
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pomoci néhoz se obylejné tabulky &isel 22 (x) Vypotitdvaji.!) a
dd se pouziti jeho jednoduSe zmechanisovati, piSeme-li jej ve

tvaru
A (x) = — 1 (x) g (x) + Af ()-

Pii tom jest dilezito, ze koefficent A% (z) je mnohem mensi
nez 1,%) takZe piipadnd nepfesnost nékterého ¢ () nepiichdzi
do nésledujicich @ (x) zvétSend, na kierouz okolnost pri pouieti
rekurrentnich vzorci treba v praxi vidy dbdti.

Tieba ze tedy postupné vytisleni veliin ¢(x) a tedy
i 122 (z) dle vzorce (4) je velmi jednoduché a vyhodné, neni bez
zajimavosti urtiti jednou ze vztahu (4) ¢ (z) a [**(z) nezdvisle
na pfedchozich hodnotdch.

Za tim tutelem Fe¥me jednoduchou differentni rovnici 1.
f4du (4) zndmym zplsobem:

Polozme

sS=x

o@ =T (1—h%(@). C),

kde nezndmd funkce C(x) se urti dosazenim do (4) rovnici

Cat 1) — Cly=—2TD
11 (1 — 1%(s))
il o
coy="2 ¥ 4 @y
o 11 (1 — hei(s))
a tedy ’

yo)="T (1—k-=f<s>)[:§ : ("f 4 i@ | ®
= o 1T (1 — hei(s)

0
s=x

0
kde napravo jsou vesmés znimé veliiny.

Vzorec (5), tuto prve odvozeny, je oviem pro piimé vydi-
slenf velitin o (x) pfili§ slozity a hodi se nejvyse ke kontrolle

1) Viz ku pb. Schartlin: Die mathematische Theorie der Invaliditats-
versicherung 1907, Gguber: Wahrscheinlichkeitsrechnung II. Band 224, Ri-
chard: Etude sur l'assurence complémentaire, Paris 1911.

2) Pro vSechna x nepfevy3ujici uréité stati (ku pt. 60); pro x<z,
je oviem hsi(g) =0,
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vypottd dle rekurentniho vzorce (4), jsou-li vytisleny soutiny
(1L — h*(s)).

Zbyva ukdzati, jak stanovise ¢isla p2i(s), nejsou-li znama
piimo z pozorovdni. K tomu Gelu jsou nutny pfedpoklady o roz-
déleni invalidit a prib&hu Gmrtnosti invalidi b8hem roku. Na
zékladé nejcastéji ¢inéné hypothesy rovnomérného rozdéleni in-
validnich piipadd i dmrti béhem roku jest ku pi.

m(s)—a(s)( Q(S)) ()ki'i(s)_')’

pii ¢emZ si tedy myslime, Ze vSichni invalidové povstali pri-
mérné v polovici roku a podléhaji dmrtnosti invalidd jen pil
roku.

Pro tuto hypothesu jest pak

. pA(s)  d(s)/ 1
hai() = . ~— L = —— ——-+1).
o="TG="7 (75t
2. Doposud jsme za ¢asovou jednotku brali dobu jednoho
roku, vzorce v3ak odvozené se neméni, volime-li jednotku &aso-

1 c o e . .
vou —- roku. Nechéme-li risti » do nekoneina, mizeme pro-

vésti ivahy diive utinéné pro Casovy differentidl dz.

Mysleme si tedy opét velitiny (23(x), 1*(r) co redlné funkce
proménné x majici derivaci a misto pravdépodobnosti mysleme
si, Ze jsou ddny intensity:

1. intensita invalidnosti v (x), jejiz vyznam je ten, Ze
v(z)dx znamend pravd@podobnost pro z-letou aktivni osobu,
stdti se b&hem nasledujicfho nekonetné kritkého intervalu taso-
vého dz invalidni.

2. intensita umrtnosti invalidd wi(x), kde tedy w/(x)dz
uddvd pravdépodobnost mrti pro z-letého invalidu v dobé z az
do z + dux.

3. a intensita Wmrtnosti osob vibec u(x), tak Zze

{(z)p(x)de

udévd, kolik a-letych osob vibec (aktivnich i invalidi) zemfe
béhem ndsledujicfho intervallu ¢asového dz.

1) Jiné hypothesy viz ku pf. Pokorny, Déichod invalidni str. 15.—18.
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Pti tom jest dle definice

dali (z) _ ; ;
dar — 1 (.x).” (.’E)

a integrujeme-li, patrné

I (x)= Ce_s-;"" (QLUR
kde se pro pro z — s urti C' = 1Ii(s), tedy
li(z) ___e.___;ui(f)df
lis) =~ °
pravdépodobnost, Ze s-lety invalida dozije se stifi z jako inva-

lida, a uplné analogicky pravdépodobnost p (s, x), Ze s-letd osoba
vitbec dozije se stdi¥f = (bud jako aktivni nebo invalidnf)

=pi(x, 3)

p(x, s)= i_g)) —e¢ !/ RO

Jsou-li tedy dany intensity u(x) a wi(x) jako integrace
schopné funkce stdfi, zndme té% dekrementni tabulku osob vibec
a invalidd a tedy &fsla [ (x) a I/ (z).

Uréenf intensit déje se bud piimo ze statistického pozo-
rovini') methodami numerického differencovini anebo z jinych
veli¢in odvozenych ze zkuSenosti?).

Jest opét kolem, stanoviti funkei 722 (z), zndme-li intensity
v(x), ui(x), n(x) a potdteni stav aktivnich

12 (x,) = ().
Patrné jest opét
l(2) = 1(z) + V" (x),
kde lii(z) znati polet invalidd, ktefi vznikli béhem doby ze
souhrnu aktivnich a doZili se jako invalidové stafi x; uvdzime-li,
Ze jest pravdépodobnost pro s letou aktivni osobu, stiti se v nd-
sledujicim difterencidlu ¢asovém ds invalidni a doZiti se pak
stdff = roki patrné '
v (s) dspi(z, ),
1) Viz Karup: Die Finanzlage der Gothaischen Witwensocietat atd.

str. 41.
2) Viz ku pf. Spangenberg: Die Karupsche Theorie der unabhingigen

Wahrscheinlichkeiten. Versich. math. Abhandlungen 1911.
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najdeme ihned, integrujeme-li od x, do z, rovnici

1(2) = (@) 4/ 19(s) v ()i (z, 9) ds, @

kterd odpovidd rovnici (1).
7Z této rovnice uréime (po ptipadé numerickymi methodami
integrace) funkei I(z), ddny-li jsou funkce 1**(x), »(z), u!(x).
Nds zajimd viak tkol opalny, urliti {* (z) z danych u (),
v(r), u(x).
Za tim tcelem uvaZme opét, Ze
Pz, s)= l‘((s) e / wi(E) dg.

7 rovnice (7) dostaneme tedy

(@) __ () = (s) 9)
i) = T +f O

a polozime-li

l(@) _ % (x) _
i) =f(®), T — @ (2),

a derivujeme-li dle z jednou:
f(@) = ¢’ @ + @) () (8)
kde f(x) a »(z) jsou zndmé funkce a ¢(x) hleddme.

Linearni differencialni rovnice (8) 1. fddu skytd ndm pak
pro ¢(x) feSeni ve tvaru

(.Z) — C ya 1'(§)ds + e“‘:r/;)l'(f)ds f(w)ex/o v(E)dE dx,
o
a uvézime-li, Ze pro x = z,
1% (o) = U(x,)
a tedy ¢ (x,) = f(x,),

0@ = ¢, 0 1) + f 7@ el7O% ag),

0
Provedeme-li jesté partielni integraci v druhém séitanci,

bude po jednoduché redukei
§ @) = f(@) — el " / 6L 0% g a
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¢ili

=)
o) =f@— [,
%o

a vratime-li se k vyznamu funkef ¢ (x) a f(z)

L(t) =) v(E)dE ,

mpt o W ()
%o
¢imz nalezen jest pro hledanou funkei analyticky vyraz zavisly
na zndmych funkeich w(z), ui(x) a »(z) a tim tedy ukol uplné
feSen. (Dokonéeni.)

I (z) = l(x) — 1 (x)

0 téznych krivkach.
Napsal Bohuslav Hostinsky.

1. V knihovné Jednoty teskych mathematiki a fysikd nagel
jsem psané prednidfky Kulikovy o mechanice, které maji nadpis
»Hohere Mechanik. Nach den Vorlesungen des Jak. Phil. Kulik,
k k. Prof. zu Prag 1840/1 geschrieben von Wenzel Simerka.“
Mezi str. 32. a 33. bylo vlozeno né&kolik listd, které obsahuji
nedokondeny ndértek nadepsany ,O kiivkdch t&znych (t&znicich)“,
jehoz autorem jest smad Simerka. V Kulikovych ptednaskdich
jest ob&irnd kapitola o vlastnostech t6zisté, ale nenaSel jsem
tam nic, co by se vztahovalo bezprostfedné k onomu ndértku.
Jeho obsah jest takovyto: Zvolme na dané rovinné kfivce pevny
bod 4; pohybuje-li se jiny bod B po kfivce, opisuje tézisté M
jejiho oblouku A B t. zv. téZnou kriviu. Dokazuje se, Ze tetna
sestrojend v bodé M teéné kiivky prochdzi ptisludnym bodem I3
kfivky pivodni a odvozuji se rovnice pro téZnou kfivku krui-
nice. Jiny druh téZnych kiivek dostaneme, kdyZ sestrojujeme
tézi§té plochy omezené obloukem kiivky, osou usetek a dvéma
krajnimi pofadnicemi dané kfivky, z nichZ jest jedna pevn4,
drubhd proménnd. —

Domnivam se, Ze zvld§té pozoruhodnd jest prvni tecnd
kiivka, jejiz geometricky vztah ke kiivece pivodni nezdvisi na
volbé soustavy soufadnic. V ndsledujicich Fddcich odvozuji né-
které vlastnosti této tézné krivky; zobeciiuji jeji konstrukei ve
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