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. Casépls pro péstovéani matamatiky'a fysiky, rot. 75 (1950)

LA METHODE PROJECTIVE DE MONGE DANS L’ESPACE :
ELLIPTIQUE

G. PETROV, Praha.
(Regu le 16 Juillet 1949.)

Dans notre travail précédent nous avons traité la construction de la
méthode projective de MoNGE dans 1’espace hyperbohque en utilisant le
modéle projectif de CAYLEY-KLEIN.*)

L’ouvrage présent se propose d’exposer la construction de cette '
méthode dans I'espace elliptique en utilisant de nouveau le modéle de
CAaYLEY-KLEIN,

Avant d’aborder le sujet nous rappellerons quelques notions fonda-
mentales du plan et de ’espace elliptiques qui seront nécessaires pour la
suite.

La géométrie elhpthue du plan se réalise sur le plan projectif entier
et par conséquent aussi sur le plan euclidien entier complété par les é1¢-
ments infinis, en prenant comme absolu un cercle imaginaire (0;) défini
par I’anmpola,nte créée par le cercle (0,) ayant méme centre etrayon que le
module du rayon du cercle imaginaire (0,). — )

Le cercle (0,) s’appelle le substitut réel du cercle 1ma,gmaire (0y).
Tous les points du plan euclidien complété, y compris les points & I'infini,
se traitent commeé des points réels du plan elliptique. De méme on traite
les droites du plan euclidien, y compris leurs points & Finfini, comme des -
droites du plan elliptitjue. : '
- Tlen résulte que: .

Les droites du plan elhpt@que sont fermées et que deuz clroztes quel- '
congues du plan elliptique se coupent en un point déterminé. , ‘

- Pour abréger on désignera par el les éléments et les opératlons du ,
: plan elliptique et par Eu ceux du plan euclidien.

) On appelle égahte el chaque transformation homographlque du pla,n ,
projectif entier, qui conserve 1T’absolu (0,) c’est-a-dire qui conserve
Pantipolarité créée par le substitut réel el (O,) de (0,).

. On dit que deux droites AB et 4'R sont ega.les qua.nd il existe une .
égahte el qui transforme A—"A"et ‘B> B -

. ‘) Voir VI (cf la Blbhographle placée & la fm de cot art:cle)
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8i U, et V, sont les points de rencontre de la droite 4B avec (0;) et
UV, ceux de A'B’ avec (0;), on a alors:
(ABU{V,) = (A’B’U/Vi,).
Si 4 et B sont deux points el et que la droite qui les joint coupe (0;)

en U, et V,, on définit la longueur el de la droite 4B ou la distance entre
les points el 4 et B par le nombre

U4B) == )]

¢, étant le rayon de (0,).

De la définition ci-dessus il résulte que la longueur el d’une droite et
par conséquent la distance entre deux points el est toujours finie, c’est-a-
dire qu’il n’existe pas d’éléments & I'infini dans le plan.

Deux points sur une droite elliptique définissent deux droites ellipti-
ques qui se complétent et dont ’ensemble a comme longueur = pour
¢, = 1. Sil'une a comme longueur el a I’autre aura 7z — a.

Ces deux longueurs sont éga-
les seulement dans le cas ou les
points A et B sont conjugués
harmoniques par rapport aux
points principaux U,, V; de la
droite el AB. Dans ce cas les
points el A4 et B sont dits ortho-
gonaux.

Deux points el orthogonaux
sont conjugués dans l’antiinvo-
lution créée par (0,). Les deux
segments el définis par les points
A et B ont pour milieux S et S'.
Ces milieux constituent aussi un
couple de points orthogonaux.
Les points.S et 8’ sont le couple

Fig. 1. conjugué harmonique & la fois -
par rapport aux deux couples de -
‘points AB et A’B’ ot A’ et B’ sont des points el orthogonaux corres-
pondant & 4 et B (fig. 1).

Sur la fig. 1 on a de méme la résolution du probléme de la translation
du segment el: 4B sur la droite AB, 4 venant en C.

Ici on utilise le fait que la translation el sur une droite el est identique
3 I translation el sur un cercle euclidien. On trouve le centre de ce dernier
en utilisant la propriété que, de ce point, on voit sous ’'angle L= le seg-

‘. ment dont les extréinités sont deux points orthogonaux. Le rayon du

cercle est la distance du point d’intersection trouvé a la droite. Le rayon
“~du cercle est égal & Vr” + a2, ourestlerayonde (O,)etala distance dela
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droite du centre O de (0,). Son centre se trouve sur la droite, passant
par O et-est orthogonal & la droite 4 B. Tous les points orthogonaux & un
point el donné @, se trouvent sur la droite, polaire du point el G par rap-
port & I'absolu (0;) ¢’est-a-dire antipolaire par rapport au substitut réel
(0,) de I’absolu (0;) (flg 1, @ et 9)-

Deux angles el (a, b) et (c, d) sont el égaux quand il existe une ega,-
lité el qui transforme a — ¢ et b — d et par conséquent u; — u;’ et v;— v;’
ot u;” et v;" sont les tangentes & (0;) du point 8 = a X betu,;’, v, celles de
8§’ =cxd.

On a

(abuv;) = (cdu;'v,’).
. N\
La grandeur el de 1’angle (a, b) est donnée par
\
w(a, b) = }i In(abuw,).

Deux droites el a et b sont el perpendiculaires quand elles sont
conjuguées harmoniques par rapport & u;%et v,; en d’autres termes quand
elles sont conjuguées dans I'antiinvolution créée par (0,). '

On appellera le segment el sur ’antipolaire du sommet de ’angle el,
limité par les points de rencontre avec les cotés de 1’angle, segment corres-
pondant & ’angle el. Des définitions ci-dessus, il résulte que deux angles
sont-égaux quand leurs segments correspondants sont égaux, ou, en ter-
mes plus généraux:

Dans la géométrie elhpthue il existe un dualisme entre la mesure des
segments et les angles en remplagant les termes point et segment par
droite et angle.

Comme exemple on prendra:

I. Toute droite el perpendicu-
laire & la droite el p passe par le
pdle P de cette derniére par rap-
port & (0;).

D’un point el 4 = P on peut
mener une perpendiculaire el & p et
une seule.

Tout couple de droites posséde
une perpendiculaire commune —
la polaire par rapport a (O;) de leur
point de rencontre.

I1. Tout point el orthogonal au
point el P, se trouve sur la polaire
de P par rapport & (0,).

Sur une droite ela p il
existe un point et un seul el ortho-
gonal & P.

Tout couple de points posséde
un point orthogonal commun —
c’est le pole par rapport & (0,) dela
droite qui les joint.

La rotation el d’un angle @, defini par les droites a, b, passant par G

dans le plan el x, autour du point G présente dans le plan une homo-
graphie possédant G comme point double et la droite g dont @ est ’anti-
pole par rapport & (0,) comme droite double; cette homographie porte a
enb,cendeta’ enbd’, oucd est la position de ’angle ab aprés la rotation,
tandisque a’ et b’ sont conjuguées & @ et b dans I'antiinvolution donnée
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0 . par (0,). Les droites ¢ et d peuvent étre déterminées en faisant deux foisla ™
v+ - rotation d’angle %q;, qu1 est définie par @, get les couples as, 8b et a’s’
s : ou s est la bissectrice el de

angle (ab) et s’ est sa droite
conjuguée.

A part cette méthode, on
peut utiliser la transformation -
de larotation el en une rota-
tion ew (fig. 2), en la considé-.
rant d’abord commeunetrans-
lation el sur I’antipolaire g par -
rapport & (0,) du centre de ro-
tation G et ensuite transfor-
imer. la translation el en une
translation isomorphe ew sur
le cercle eu correspondant. La
rotation effectuée, on trouve
la position @ d’un point.el- P,
en faisant tourner la droite el
GP del’angle el  autour de G

: . oo ce qui donne la droite el GQ.
AR L Fig. 2. - " Les deux droites GP et GQ

: ' sont dans une posmon per-

; spectlve de centre perspectif S’, milieu el de la droite el AB, ou 4 et B
; sont les points de rencontre de GP et GQ avec la droite el g.
- On joint le point el P avec le point el 8’ et le pomt de rencontre de
, cette droite avec GQ est le point cherché Q. -
* " 'Tout cela peut nous aider & construire un cercle el (c) défini comme
> le lieu géométrique de tous les points el se trouvant & la méme distance
- d’un point el fixe. On peut utiliser une autre méthode (fig. 3) si I’on con-
nait le centre du cercle et un pomt (ou le rayon). On se sert du fait que le-.
. cercle el (c) est la conique, qui passe par A, par rapport & laquelle G et g
sont conjugués et pour laquelle I’ mvoluhon créée par (0;)-sur.g coincide .
‘avec V'involution créée par la conique cherchée. On trouve tout de suite _.
. sur 1s droite a = AG son second point de rencontre A’ avec la eourbe (c), -
en utilisant le fait'que [44'G@'] forment une division harmonique. On -
trouve les autres points en joignant A et A' avec les couples correspon. ’
dants-des points conjugués sur g. .
. L’espace el se réalise en complétant I'espace euclidien par les éle-
ents & I'infini. Les points eI, les droites el et les plans el coincident avec .
1es éléments euclidiens corfespondant a leurs éléments A Pinfini, o
-73- Comme absoln, on prend une sphére imaginaire au rayon unité et au- -
B 6entre donné défini par Pantipolarité créée par la sphére réelle (.Q,), au. - -
1.7 méme céntre et au rayon éga.l au module du ra.yon de la sphére lmagx-. '
n'ifé (Qi) ,i o . T
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- On a,ppéllé la sphere (£2,) le substitut réel de la sphére imaginaire (£2,).

- Dansl’epace el tout couple de plans el a une intersection réelle, toute . -

droite et tout plan ont entre eux un point el commun et enfin tout couple

de droites el se trouvant dans le méme plan el se coupent. La distance - .
- entre deux points el et 'angle el entre deux droites el se définit de.la méme

maniére que dans le plan el. o .
Deux plans « et § forment un angle w(x, f) qui a comme grandeur:

(e, ) = §i In(a, B, 91,9,

o1 ; et y; sont les plans tangents imaginaires & (£2;) menés par la sécante

s=a X f.

Deux plans el sont elperpendiculaires quand ils sont conjugués par
rapport & (£2;), ¢’est-3-dire quand 1’'un passe par P'antipdle de I’autre par
rapport & (2,). - ' E

Une droite el est el perpendiculaire & un plan el quand elle passe-par
l'antipéle de ce dernier par rapport &'(£2,), ¢’ést-a-dire que tous les plans
el perpendiculaires 4 un plan ' / :
el .se coupent suivant son
antip6le par rapport a (£2,).

- Les pdles par rapport a
(2;) des plans passant par
une droite el donnée g, se
trouvent sur une droite el g’.
Les droites g et g’ sont. conju-
guées dans P’antiinvolution
eréée par le substitut réel
(£2,). Les plans el passant par
une droite el sont perpendi-
culaires & sa con-
juguée, c’est-a-di-
re & la polaire de
cette droite.

Toute droite
coupantdeuxdroi-
tes conjuguées est

ces deux droites.

-Si on & une
droite el @ et un.
point -el 4. .qui

elle, ni sursadroi- - '
te conjuguée u’,

S s AL e xe
- T
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alors il existe -‘une drmte ét une seule passant par A et perpendmulaxre‘

‘da; c’est precxsément la droite d’intersection des plans ad et a’A. Si la
" droite el g est la perpendiculaire commune aux deux droites concourantes
. el, alors il en résulte que sa droite conjuguée g’ est aussi perpendiculaire
daetdbd.
En effet, pour que la droite el a soit perpendlculaxre ag, il faut qu’elle
coupe ¢', mais il faut aussi que b coupe g Reclproquement puisque a et b
_~coupent g, ils sont el perpendiculaires & ¢'.

Si deux droites el gauches possédent deux perpendlculaures commu-
nes de méme longueur el, il en résulte que toute perpendiculaire issue

". d’un point quelconque d’une des droites sur 'autre, sera une el perpendi- .

culaire commune et aura toujours cette méme longueur. Si deux droites el

" “"gauches ont deux perpendiculaires communes qui ne sont pas polaires’
entre elles, il en résulte que toute perpendiculaire issue d’un point arbi-

traire de 'une des droites sur 'autre, sera perpendiculaire el commune et

- aura aussila méme longueur. Deux droites gauches possédant.un nombre

vinfini de perpendiculaires communes dé méme longueur, s appellent
paralléles. de CLIFFORD. N

Par un point el donné, on peut tracer deux paralleles de CLIFFORD et -

deux seulement; on appellera I’une d’elles droite, et ’autre gauche

‘Le lieu géométrique des points el se trouvant 4 la méme distance
d’une droite el donnée a, distance égale & r (r < }7), s’appelle surface de
CLIFFORD, & I'axe a et au rayon r, et se de51gne par Cla,r). Il correspond
& un cylindre eu.

) La. surface C(a, r) de CLIFFORD correspond a la surface de CLIFFORD" :
. Cla ( , 37 — r); la droite a” est el conjuguée & la droite el a. Le plan el per-

.; pendlculan'e 4 a coupe C(a, r) suivant un cercle el dont le centre est sur a
_— ce plan s’appelle de premiére espece — et le plan el passant par a sui-

- vant un cercle el dont le centre est sur a’ — il s’appelle de seconde espéce.

Par chaque point de la surface de CLIFFORD passent deux paralléles de

- CLIFFORD par rapport 3 I'axe a. Ces droites el s’appellent génératrices

-, rectilignes de la surface de CLIFFORD. Deux génératrices rectilignes de la

~ surface de CLIFFORD ou bien se coupent ou bien sont des paralléles de

- . CLIFFORD.

, Tout groupe de trois droites de CLiFrorD, paralléles entre elles déter-
, -mine la surface de CLIFFORD dont elles sont les génératrices. La rotatlonel

. *d"une droite el o dans I'espace e est définie, comme dans le plan.el, parla

transformation homographlque qui conserve (£2;) et qui est détermmée/

ar: la droite o prise comme p-axe, ¢’est-a-dire pour droite double dont

. tous les points sont doubles; sa droite conjuguée o’ par rapport & Q,),
s ,prlse commie l-axe, ¢’est-3-dire pour droite double, telle que tous les plans .
_qui:la contiennent sont doubles; les couples de plans «f et yé comme
couples de plans correspondants, donc formant 1’angle de rotation; les
r% CDet A'B' comme. couples de points correspon- -

couples de points: A
da,nts da.nsla homographle Wo; § sur o', ol AB CD sont’ les ‘traces de: 0

.....

“4- \‘
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correspondant aux plans «, 8,7, d, et A’B’ correspondent & A, B, dans
Pantiinvolution créée par (£2,) sur o'. Ici il faut observer qu’on peut
trouver les plans ely, 4 en connaissant seulement les plans «, f, en
effectuant deux fois de suite la rotation de la moitié de I’angle formé par
les plans « et 8, rotation el définie par les couples de plans: ae, £ff oll € est
- le plan bissecteur des plans el « et f.

La correspondance qui existe entre les points d’un couple de plans
correspondants « et § est une homologie dont ’axe est identique 3 I’axe
de rotation et dont le centre est le pole E par rapport & (£2;) du plan
bissecteur des plans « et . Ce péle est le point situé sur O’ et conjugué .
harmonique par rapport aux couples 4B, A’ B’ et se trouvant sur les droi-
tes A B contenant les points A’ et B'.

Or, pour la construction de la méthode projective de Monge dans
Pespace el, on choisit pour surface absolue la sphére imaginaire (£2,) ayant -
comme substitut réel la sphere réelle (£2,) au centre O et au rayon unité.

- Comme plans projectifs on choisit deux plans el perpendlculalres
qu’on peut considérer comme étant diamétraux pour (£2;) et par consé-
quent pour (£2,) sans limiter de cette fagon la généralité de la méthode.
Ceci est vrai, parce qu’il existe une égalité el qui transforme deux plans -
perpendiculaires quelconques en deux plans perpendiculaires, diamétraux -
pour (£,). Leur intersection, ’antipolaire de cette intersection et I'anti-
involution créée sur elle par (£2,) se transforment respectivement en un
diamétre de (£2,), son antlpolmre & l'infini et I’antiinvolution absolue
créée sur elle par (£,).

L’antiinvolution créée par.(2,) sur une droite & 1'infini quelconque
coincide avec I’antiinvolution absolue de la métrique euclidienne. I18’en
suit que les angles el formés par deux plans diamétraux pour (£2,) sont
égaux aux angles euclidiens correspondantes, ¢’est-a-dire que deux plans
perpendiculaires diamétraux pour (£2,) sont de méme perpendiculaires
au sens euclidien et qu’une rotation el autour du diameétre de (£2,) coincide
avec la rotation euclidienne autour de ce méme diamétre.

Imaginons qu’un des plans de projection soit placé horizontalement
(on le désignera par u et I'on P'appellera plan horizontal ou I¢* plan de
projection), ’autre plan » vertical (on ’appellera plan vertical ou second
plan de projection). Le diamétre suivant lequel se coupent les deux plans
de projection el sera pris comme axe des z. L’axe des z sépare les deux
plans el en deux demi-plans dont on considére 'un comme positif et-
Pautre comme négatif.

On obtient les deux prOJectlons P, et P, dun pomt el P, en projet-
tant ce dernier orthogonalement sur les plans de projection g et »."Dans
ce cas la projection est en méme temps elliptique et euclidienne orthogo-
nale, parce que I'antipdle d’un plan diamétral pour (£2,) est le point a
Pinfini du diametre perpendiculaire.

On appelle les droites P, P et P,P droites el projettées. Elles définis-
sent-un plan qui est perpendiculaire aussi bien elliptiquement qu’eucli-
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dlennement & u et y, Par conséquent il est perpendmulmre aussi a Paxe
‘des z et coupe ce dernier au point el P'. Les pomts el P', P,, P, P, sont
les sommets d’un rectangle dont les cotés opposés ne sont pas égaux;
P'P, ' P,P et P'P, = P,P; en d’autres termes P'P, et P'P, ne déter--
minent pas les rapports du point el P avec les plans pro;ettes eluety.
Pour obtenir les images du point el P seulement sur le premier plan pro-
]etté el on effectue seulement une rotation el de » autour ’axe des =z,
- jusqu’d u, de telle fagon que le demlplan posﬂaf de » coincide avec. le
demi- plan négatlf el de He

Fig. 4. . . . - o "Fig..5.
Puisque, comme nous avons démontré, la rotation el autour de I'axe’
des 2 coincide avec la rotation euclidienne, la représentation des points
du plan el coincide avec leurs. representatlons dans le plan euclidien
(tig. 4).
Aprésla superposmon de avec ) les droxtes P'P, et P'P,se trouve-
- ront nécéssaireinent sur une droite qui est perpendmulau‘e aus51 bien dans
le sens elliptique qu’euclidien & I’axe des . L
On a alors le résultat sutvant. Les projections el P1 et P d’un pomt el P.
setrouvent sur une méme droite el perpendwulmre alaxe de.s z. On appellera
. cette droite ordinale. Inversement si 'on a deux points el P; et P, situés
*'dans y, qii se trouvent sur une droite perpendiculaire aussi, blen dansle -
" sens elhpthue qu’euclidien, 3 'axe des z; il en résulte qu'ils sont les -
- images'd’un ménie point. Et alors, par la rotation inverse autour de I'axe
des , on obtient la seconde projection P, du point, el P sury. On.trace
de Py et de P, les perpendxculmr,es oy et ». Elles se coupent au. pomt‘ '




,l’absolu du plan de pro]ectxon. o

"“'3."“: o

cherché P, ﬁ&’roe'qu’elles‘ se trbdvent’dans le plan'P,P;P perpendiculaire

a l'axe des z. ﬁ,a. projection orthogonale el d’une droite el est la droite el
suivant laquelle le plan el défini par le péle du plan projeté el et la droite .
donnée coupe le plan el.-Dans la projection de I'espace el de MONGE, une
droite el est définie par ses projections sur les deux plans el de projection.

Un plan el est défini par trois points el, ou deux droites el, ou par un
point et-une droite el.

D’une maniérq générale, on considérera un plan comme defxm sil’on
connait les projections des éléments nommés ci-dessus. Cependant le
plus souvent on définira un plan el & par les deux droites el suivant les-
quelles il coupe les plans el de projection. Ces droites s’appelleront les
traces du plan el et on les désignera par m,* et n,2. Il faut noter que les
traces d’un plan el « se coupent sur ’axe des z. Les problémes d’incidence
de deux éléments de I'espace el dans la méthode projective de MONGE -
exposee ci-dessus sont identiques &.ceux de I’espace euclidien. Pour cette
raison, ici, on s’occupera uniquement des problémes métriques fonda.-
mentaux.

A cause de la dualité qui existe entre la mesure des droites el et"'des -

angles el on examinera seulement le probléme de la construction de la
vraie grandeur d’un segment el. Cependant il faut noter que le substitut

réel de l'absolu d’un pla.n est un cercle eu dont le centre est la trace de la -

perpendlculau‘e menée du centre O de la surface absolue sur le plan et de
rayon Vr‘ T a%restle rayon de la surface absolue et a est la distance du
plan el au centre O,

Ceci dit on obtient la vraie grandeur el d’une droite, en faisant tour-

ner le plan el défini par la droite et le centre O jusqu’a ’'un des plans de .

projection et I’on obtient de cette mani¢re la grandeur cherchée du seg-
ment el (fig. 5). Il faut noter que cette rotation est en méme temps el et
euclidienne parce qu’elle s’effectue autour d’un diamétre de (£2,).

Si I'on veut amener un segment donné el sur une droite el donnée, -

on agit de la méme maniére, c’est-a-dire on améne la droite jusqu’au - -

plande pro;ectlon on la superpose avec la droite qui porte AB et ensmte

. “on raméne la droite donnée & sa position initiale.

On a vu qu’une droite est perpendiculaire & un plan dans le cas ol
elle passe par I’antipéle de ce dernier par rapport a (£2,). Ainsi’antipdle 4

. d’un plan donné x par rapport & (£2,) se projette comme I’antipéle de la "
trace correspondante du plan par ra.pport au lubstltut réel de l’absolu du

plan projettée.

La droite pro]étant P’antipdle 4 apparmt comme étant l’antlpolau'e ‘\

AR

~de la trace correspondante, parce qu’elle joint les antipbles correspon. - -’
_dants des deux plans el passant par elle, c’est-a-dire les antipoles du plan -
. donné « et du plan de projection,. - ’

* Alors la droite prOJettée A coupe le plan prOJetté a l’antxpﬁle de la- :f"
;tra.ce correspondante par rapport au cercle qm est Ie subsntut réel de.- (

A




On a: Les proyectwns des droites el perpendwulmres au plan el x pas-

sent par les antipdles des traces correspondantes par rapport auz absolus des
+ plans de projection.

"Il g’en suit aussi que Pantipolaire d’une droite donnée el se projette
sur sa droite conjuguée dans’antiinvolution créée  par le substitut réel de
I’absolu du plan de projection.

D’une maniére générale, on définira les projections de l’antlpolau‘e’
d’une droite el donnée par rapport & (£2,) au moyen des projections des
antipdles de deux plans el passant par cette droite el. Le plus souvent on

utilisera le premier et le second plans
projettant la droite el.
Ceci est nécessaire pour la con-
struction d’un plan el perpendicu-
laire el & un plan el donné, parce que
tous les plans.perpendiculaires & une
droite el donnée passent par- sa
droite oonjuguée dans I'antiinvolu-
tion créé par ( ') )
On examinera quelques probleé-
mes fondamentaux: :

1. Construire et trouver la vraie
grandeur de la distance el du point
el P au plan « (fig. 6).

Par le point el P on méne la
droite el g, perpendiculaire el du
plan el «. On trouve la trace S de la
droite el g sur le plan «. La distance
PS8 est la distance el cherchée. On
trouve ensuite sa vraie
grandeur.

2. Construire une droi-
te el p qui rencontre a I’an-
gle droit une droite el don-
née g et qui passe par le
point P (fig. 7).

Par ce point el P on
construit le plan el perpen-

c¢’est-d-dire qu’on construit
" leplan Pg’ = «. On trouve
la trace S de « sur g; SP
est la droite cherchée. -

3. On obtient les axes
de deux droites el.gauches

\

diculaire & la droite el g, =



a et b en construisant par les points el 4, B, C de la droite el a les plans
«, B,y perpendiculaires el & a, c’est-d-dire « = Aa’; f = Ba' et y.= Ca';
et les plans el &', f',y', perpendiculaires el & b, c’est-a-dire o’ = Ab’;
f = Bb', ' = C',a’ et b’ sont les antipolaires de a et b par rapport
a(2,). A

Fig. 8. - .

Les traces de «, 8,y sur b, c’est-d-dire a X b= A'; f X b = B;

Y X b=1" et de «’f’y’ sur b, c’est-d-dire o’ X b= A"; f' X b = B”;

?" X b = C”,-.définissent sur la droite b deux suites homographiques

A'B'C’...N A”B’C"... On détermine les éléments doubles S et R de
R ) - : o )

-

37



I’homographie ci-dessus. On trouve les traces Q et P-de la droite b’ surles
plans Sa’ et Ra’. Les droites SQ et PR sont les axes cherchés (fig. 8).

La justification de la construction ci-dessus résulte des remarques
suivantes. Les axes cherchés des droites el @ et b doivent couper aussi
leurs antipolaires a’ et b’ par rapport & (£2,) c’est-a-dire qu’il faut con-
struire les transversales communes & quatre droites gauches a, b, a’,b’.
Les trois droites a, a’, b" définissent un hyperboloide & une nappe.

On cherche les intersections de la droite b avec cet hyperboloide. Les
deux génératrices de P'autre systéme qui passent par ces intersections
:sont les transversales cherchées aux quatres droites gauches a, b, a’, b’.
Pour définir les intersections cherchées, on utilise la propriété de I’hyper-
boloide qu’un point d’une génératrice quelconque associé & deux géné-
ratrices du méme systéme forme un couple de plans qui coupent une
droite arbitraire en deux points correspondants d’une homographie dont
les éléments doubles représentent les traces cherchées.

-

Fig. 9.

i
On fait cette construction & partir des points de la droite a et des
deux droites a’, b’ et I'on obtient les faisceaux des plans perspectifs -
aPy A «'B'y’. Les deux faisceaux rencontrent la droite b suivant deux.
‘ponotuelles homographiques A’B'C’ A" A"B’C". On en construit les élé--
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ments doubles R et S. Les droites Ra’ X Rb = o et Sa’ x Sb' = ¢, sont
les droites cherchées. ‘

4. Construire les paralléles de CLIFFORD d’une droite el @ par le point
el P. ’

On construit la droite el p rencontrant la droite el a & ’angle el droit
et passant par le point el P. On construit encore ’antipolaire »’ de p par
rapport & (£2,). La droite el p’ coupe la droite el a parce que la droite el p,
comme étant perpendiculaire & a, coupe aussi a’. Il en résulte que b’
coupe aussi a et @', c’est-a-dire que la droite ¢l non seulement coupe la
droite a au point el K, mais aussi qu’elle lui est perpendiculaire.

On porte de part et d’autre du point K = a X p’ la distance el du
point P & la droite el a et ’on obtient ainsi les points el E et F. Les droites
el AE et AF sont les paralléles de CLIFFORD cherchées (fig. 9).

On peut représenter une surface de CLIFFORD enreprésentantsucces-
sivement les deux familles de paral-
léles de CLiFrorD & l’axe: on com -
mence par représenter les deux pa-
ralléles passant par le point donné
4, ensuite on choisit un point sur
unede ces deux droites et on repré-
sente la parallele de 1'autre famille
passant par le point choisi.

On représente ici la surface de
CLirrorp d’axe O, perpendiculaire
& p et passant par O (fig. 10). On
prend le point 4 qui définitle rayon
de la surface de CLIFFORD, sur le
plan tangent & (£2,) au point de ren-
contre avec 'axe O de la surface de
Crirrorp. Alors le cercle sur lequel D vl
se coupe la surface de CLirForD o6 ABNCHM DL EKFHG -
le plan passant par 4 et perpendi- .
culaire & ’axe O, est un cercle eucli- DA
dien qui a pour centre le point de
contact.

Les antipolaires des droites se
trouvant dans ce plan et passant par
le point de contact seront des droites [ A
qui se trouvent dans le plan tangent -
a l'intersection de 'axe O et de (£2,) -
et dans le plan perpendiculaire & ces 9’
droites. R
"~ - De méme, le rayon du cercle :
suivant lequel cette tangente coupe : G'L
la surface de CLIFFORD est égal au Fig: 10.
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rayon du premier cercle. On joint les points correspondants qui donnent -
Ies paralléles de CLIFFORD de o et par conséquent les génératrices de la -
surface. Sur la figure, la premiére projection de ces deux cercles est
placée au-dessous pour faciliter la compréhension. Dans ce cas, lasurface
de CLIFFORD coincide avec un hyperboloide de révolution & une nappe
et d’axe o.

Au début de ce travail on a vu qu’une rotation el autour d’un axe
donné o est définie, sil’on se donne I’axe et ’angle el de rotation, ce der-
nier étant défini par un couple de plans formant cet angle.

On examinera encore la rotation el du point el donné 4 autour d’une
droite el donnée o, de ’angle donné @, défini par les points doubles X

"~ et Y, sur la droite o’ conjuguée de o par rapport & (£2,).

Pour déterminer I’homographie w, sur la droite o’ on trouve le
milieu el Z de la droite XY, c’est-a-dire le point conjugué harmonique du
. couple de points XY et X'Y” qui se trouve sur la droite XY ne contenant
pas X' et Y'; X’ et Y’ sont conjugués dans ’antiinvolution créée sur o’ par
le substitut réel (2,) de la surface absolue (£2,). -
Alors en effectuant deux fois la transformation homographique
" définie par les couples XZ, ZY et X'Z’' ou par XZX'V'A ZYZ'T et
XZX'R A\ ZYZ'W, on définit le'couple de points ¥ et W. Les couples de
pointsel XY, X'Y’ et VW définissent ’homographiew,: XX'V'A YY'W.
" Pour effectuer la rotation el du point el 4 autour de la droite el o de
I'angle el donné on détermine la trace A’ de la droite el o’ sur le plan el
& = Ao. On construit le point el A’ correspondant au point el A’ dans
I’homographie w, c’est-a-dire qu’on a XX'VA' N, YY'WA'. Laposition 4
du point el 4 aprés la rotation, se trouve dans le plan & = Ao. On avu
que la correspondance créée entre les plans el x et & est yne homographie
dont I’axe est identique & I'axe de rotation O et.dont le centre est Je
péle U du plan el bissecteur des plans « et %. Le point el U se trouve au
" point O’ du segment AB qui contient les points A’ et B’ et qui est I'un
des deux points conjugués harmoniques par rapport & AB et A'B’ & la--
fois. - . , A
" Puis on définit le point U. Le point 4 est la trace de la droite el AU ~
sur le plan el & = Jo. Il faut noter que les points el 4 et 4 se trouvent
» dans un plan el g, qui passe par o’ et qui, par conséquent, est perpendicu-
_ laire & 0. Alors, on peut obtenir 4 en effectuant la rotation el dans le plan
. el p autour du point el 8, intersection de I’axe-et du plan g. La rotation el
- dansle plan el g est une transformation homographique plane, définie par
.. le point double 8, la droite double 0" et ’homographie wg, sur o’ déter--
~. minée par les couples de points homologues XY, X'Y* et VW. En outre;,

- A4 coupe o' au point U défini ci-dessus. Alors la-rotation &l du point e} 4 -
= autour de la droite o peut étre considérée comme étant une rotation dans
‘. le plan g, el perpendiculaire & o, que 'on appellera plan el de rotation,-
*"; autour du point S qui, de son c6té, sera le centre el.de rotation et la di-
:;"stance A4 sera le rayon de la rotationel. - =




Sur la fig. 11 est représentée la rotation el autour de 'axe o, pris
dans la position la plus générale. Dans cette représentation on construit
tout d’abord le plan el de rotation g. On trouve le centre de la rotation qui
est la trace de o sur g. On fait tourner le plan de rotation p jusqu’a u, en
utilisant ’homologie qui existe dans ce cas entre

o et u, et dont le centre est ’antiptle par rap- VZ'

port & (£2,) du plan el qui les bissecte. Dans u
on effectue la rotation el autour du centre de ro-
tation S et ensuite on rameéne la nouvelle position
obtenue apres cette rotation dans g..

Pour obtenirla rotation d’une droite

el ou d’un plan el, il suffit d’effectuer

la rotation des points el correspon-

dants qui les déterminent.

Fig. 11.

 Par les constructions fa.ltes ]usqu '3 present on a essayé de poser les
bases de la méthode projective de MoneE dans le moddle projectif de o

Pespace elliptique. -
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Mongeova projekce v eliptickém prostoru.
(Obsah pfedeslého &lanku.)

Pfedmétem &lénku jsou zdklady MoNGEOVY projekce v eliptickém
prostoru pomoci CAYLEY-KLEINOVA modelu.

Za absolutn{ plochu el. prostoru volime imagindrni kouli (£2;), jejim%
redlnym zdstupcem je jednotkové koule (.Q,) se stfedem v podatku. Za
prumétny volime dvé k sobé kolmé el. roviny prochézejici potatkem, coz
nenf na @jmu obecnosti. Antiinvoluce indukovans kouli (2,) na kterékoli
. pfimce v nekoneénu splyvéd s absolutni antiinvoluci eukl. geometrie.
Tud{% pro-diametrilni roviny koule (£2,) jsou el. thly rovny jejich eukl.
Ghlim. El priméty P, a P, libovolného bodu P jsou totozné s eukl.
kolmymi priméty. Jako obvykle otoéime druhou primétnu o pravy dhel
kolem priseénice s prvni primétnou, abychom dostali oba praméty do
~ jediné ndkresny. Piimka je definovdna svymi dvéma priméty, rovina
zpravidla obéma svymi stopami.

Incidendni dlohy se v MoNGEOVE projekei fesi pro el. prostor oviem
" stejné jako pro eukl. Proto stadi se zabyvati zdkladnimi metrickymi tlo-
~ hami. V el. roviné mdme dualitu mezi délkami tdsetek a dhly piimek.
Dile je dulezité, %e redlny zdstupce absolutni kiivky el. roviny je eukl.
kruZnice, jejiz stfed je v paté Kolmice spusténé z podatku na rovinu
a jejiz polomer je Vr2 + a?; r.je polomér jednotkové koule a a je vzdéle-
nost el. rovmy od poditku. Proto skuteéné velikost el. tisetky se obdrii,
otodime-li rovinu uréenou el. pnmkou a podatkem do jedné prﬁmetny
El ptimka je kolm4 na el. rovinu, jestlize prochézi antipélem této roviny
. vzhledem k (R,). Proto primétem antipélu 4 dané el. roviny x vzhledem
"k (82,) je antipd] piislusné stopy roviny vzhledem k redlnému zdstupci
absolutni kiivky promftané roviny. Priméty el. kolmic k el. roviné « -
- prochdzeji antipély pisluiné stopy roviny vzhledem k absolutni kfivce

pramétny. -

V &ldnku jsou reéeny tyto zdkladni dlohy: 1. konstrukee skute&né -

. velikosti vzdélenosti el. bodu P od el. roviny «; 2. konstrukece el. pﬂmky,
“" kterd prochdzi danym bodem a protiné danou pHmku pod pravym el.
-~ thlem; 3. konstrukce os dvou el. mimobéZek; 4. konstrukce CLIFFORDOVY
 rovnob&tky k dané pimoce prochézejici danym bodem; 5. konstrukce

. CLIFFORDOVY plochy s danou osou prochézejici danym bodem; 6, kon-

: stmkce el rotace danéh) bodu kolem dané piimky o dany el. thel g, -
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