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Zakladové geometrického poctu Grassmannova.

Poddvd A. Libicky, professor v Roudnici.
(Dokonéent.)

Interni soucin dvou bodit jednoduchiyjch. Predpokliddme, Ze
pro internf ndsobeni dvou bod& plati vSechny zakony, které
jsme poznali pfi internfin ndsobenf dvou vektord. Intern. sou- -
¢inu [A | B] miZeme d4ti tvar, jehoZ pozdé&ji uZijeme, uvdii-
me-li, Ze jest

(A-B): = A* 4 2[A | B] + B2¥),
(—A 4By =A* —9[A | B]+ B

odectenfm téchto rovnic obdrzime:
(A+B)*—(— A+ B)*=4[A | B]
aneb, protoze A +B=2C a — A 4 B se rovnd vektoru 2p,
[A ]| B]=C*—p2. (29)

Z toho jde, ze hodnota intern. souéinu dveu bodd se ne-
zméni, zlstdvaji-li oba body protéj§imi body plochy kulové, jejiz
stted jest bod C a polomér vektor p.

Bod C nazyv4 se dle Grassmanna stFedni hodnotow soutinu
[A | B]. Stfedn{ hodnotou dvojmoci A* jest dle rovnice C = A_42;§

jednoduchy bod A a stfedni hodnotou dvojmoci «A2 mnohond-

*) Obdobné rovnice pro vektory, totiz (a4 5)2 —a? 4 2[a | b] 4 b2
neb, poloZime-li ¢ =a b, téz c2 — a2+ 2[a | b] + b%, pFedstavuje
patrné vétu cosinovou.
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sobny bod «A. PonévadZ lze vektor poklddati za bod, jehoz
soucinitel jest nullou, rovnd se stfedn{ hodnota vektora nulle.

Podobné najdeme pro internf soutin bodu jednoduchého a
vektora vyraz:

[A ] 8] = (C:— DY), (30)

kde jsou body C a D uréeny rovnicemi
A+b=C, A—b=D.

Vedeme-li tedy bodem A v obou smérech vektory rovnobéiné a
stejné dlouhé s ndsobitelem b, obdrzime koncové body C a D,
jichZ souétem jest bod 2A. Stfedni hodnotou soulinu [A | b] jest
pak polovice vektora b. Nebot za [A|b] lze také psati
[A|](-—-A+C)]=—A2+[A|C] a sttednf hodnotou tohoto
souétu jest — A + E, znaif-li E hod uprostted A a C polo-

Zeny; vektor ten rovnd se pak —Z—

Budiz zde je§té poznamendno, ze hodnota soucinu bodu A
a vektora b se neméni, poSineme-li bod A do polohy A’, kter4d
se nalézd v roviné, bodem A-kolmo ku b vedené. Nebof Kkla-
douce — A’ 4+ A = r, obdrzime

(A1) =[A ) | B]=[A [ 8] [ | ] = (A" | 8],

jezto intern. sou¢in dvou na sobé kolmych vektord » a b se rovnd
nulle.

Koneéné ustanovime tymz zplisobem pro interni soudin
dvou vektor hodnotu:

[a]8] = (¢ — ), (31)

kde jest c = a + b, d = a — b. Stfedni hodnota tohoto soudinu
jest nulla.

- Eaxternt déleni. Hleddme-li z extern. soucinu dvou geom.
veli¢in a jednoho jeho ¢initele Cinitel druhy, proviadime lyticky
“vykon, ktery nazyvime externim délenim. PonévadZ nen{ externi
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ndsoben{ vykonem zd&ménnym, obdrifme obecné dva rizné po-
dily dle toho, je-li dany <&initel v souéinu na prvnim neb na
druhém mfsté. Je-li na pi. délencem extern. soulin dvou vek-
torti [adb] = A, miZe byti délitelem bud vektor a neb &; v prv-

nim piipadé oznacime s Grassmannem hledany podil ;lé, ve

druhém -% . Pripojend tecka v déliteli ndm tedy uddvd, na

které misto vzhledem ku déliteli jest klasti podil, abychom ob-
drzeli délence. V prikladé tuto vytknutém jsou oba podfly co
do absolutnf hodnoty stejny a 1iSf se toliko znaménkem; v ji-
nych pifpadech mohou oba podily byti stejny i co do zna-
ménka.’ Tak na pi. je-li délencem extern{ soucin tif vektori

[abc] =B a délitelem soucin [bc] = C, jest (1;- = —%, poné-

vadz [bc.a]=[a.bc]. Obecné maji oba podily protivnd zna-
ménka, je-li délenec geometrickou veli¢inou stupné sudého a
d&litel stupné lichého; v ostatnich ptipadech jsou oba podily
stejné oznaceny.

Ale jesté jinak rozezniva se externf déleni od délenf al-
gebraického. Pozndme to nejlépe na uvedenych jiz prikladech.
Externi souéin [ad] rovna se patrné soutinu [a(b + a@')], zna-
¢f-li @’ néjaky vektor rovnobéiny s a, tedy jest téz

(%:b+a’;

a podobné v pifkladé druhém

g—:a—{—a",

je-li a” vektor rovnob&ziny s rovinou, danou vektory b a c.
Jeito za téchto podminek [aa’]=0 neb [bca”] = 0, miZeme

viechny vektory &' vyznatiti podilem ;?’ a v§echny vektory a”

podilem (TO ; tudiz piSeme:

21%
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A 0
a v drubém piipadé

B 0

¢.=°tao-

Jiz z téchto ptikladd jest ziejmo, Ze pfi extern. déleni
mé podil neséfslné mnoZstvi hodnot, které vSak jsou vSechny
geom. veli¢inami téhoZ druhu; k jedné z téchto hodnot musf
se jako pfi integraci pripojiti vSeobecnd stdld, aby se obdrZel
podfl tplny. JakoZto doklad k tomu bud zde uvedeno, Ze jsou
neuréitymi dlohy geometrické jako na pt. z dané plochy rovno-
béznfka a jedné strany ustanoviti stranu druhou, neb z obsahu
rovnob&Znosténu a podstavy ustanoviti tfetf jeho hranu a pod.

Neurcitost tuto odstranime, uréime-li néjakou danou geo-
metrickou veli¢inou misto, které pifslusi hledanému podilu; veli-
¢ina ta musi byti nezdvisld na déliteli a zdroven s délitelem
niz8iho stupné nez jest délenec. Tak na pi. obé uvedené tlohy jsou
urtité, pripojime-li podminku, Ze druhd strana rovnobéznfka neb
ttet{ hrana rovnobéZnosténu ma byti rovnobé&Znd s danym vek-
torem, ktery vSak nesmi byti rovmobéiny v prvém ptipadé
s vektorem uddvajicim délitele a v druhém pﬂpadé § rovinou,
v niZ lezf podstava rovnobéznosténu. Bud obecné A délencem.
B délitelem, €’ zminénd velitina, ustanovujfci misto podilu, ne-
z4visld na B; pak lze vidy nalézti takovou veli¢inu B’ stejno-
rodou s B, aby

A =DBC.
Tudiz jest hledany podil:
. A - B'C’ - &
C=p.=8-

Misto vyrazu na pravé strané této rovnice piSe Grass-
mann 1133- €’ a zabyvd se v prvnim vyddni své ,Ausdehnungs-
lehre“ (pag. 95—109) podrobné podilem dvou stejnorodych

geom. velitin l;, dokaque o ném, %e m4 viechny vlastnosti



325

isla (veliiny stupné nulltého), zejména, Ze plati pro spojent
takovych podili pospolu i s velicinami geometrickymi pravidla
arithmetiky obecné. Jest tedy podil g totéz, co jsme jiz d¥ive

oznatovali malymi pismeny Feckymi a za extern. podil dvou
geom. veliin miZeme psiti:
A

— — al

B.™

Poéitani geometrickymi veli¢inami stupné druhého
' a tretiho. :

Secéitani. Je-li setitati » danych exfernich souciné o dvou
¢initelich: [a,b,], [a,b,], . . . [@:b.], seteme jejich dopliky; do-
plnék vektora takto ureného jest hledanym soultem.

Secitani rotorss. a) Osy vSech séitancd tvori svazek pa-
prski o sttedu O. Dame-li danym rotortim tvary [OA,], [OA,], ...
[OA.], obdrzime

[OA;]+4[OA,] + ... +[0A,] =[0(A, +-A; + ... +Ay)]
aneb, kladouce

A A, A =S,
Z[0A:] = n[0S]. (32)

Z toho plyne pro n =2, Ze souétem dvou rotord o osdch
se protfnajicich jest rotor, jehoZ osa i délka jsou stanoveny
thlopiftnou rovnobéznika, sestrojeného z délek obou séftanci
vnesenych na oséch jejich od spoletného priseéiku.

b) Osy vSech stitanci tvoff osnovu paprskii. Ted piSme za
dané rotory vyrazy e, [Aa], e,[Aa], ... @, [Aqa]; soulet
jejich jest

(A + oAy + .« + anAy) a],

coZ jest rotor, jehoZ osa jest rovnobéind s osami séftancd a
prochdzi bodem e;A; + @,A; + ... + @A,; délka jeho rovnd
se souttu délek danych rotort.
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Jest-li tu o, + a4 ... + =0, jest soulet ZeAs
roven néjakému vektoru a soufet Zay[Aza] rovnd se externimu
soutinu dvou vektord. '

Tak na pi. pro soucet dvou rotord [AB] a [CD] o osdch
rovnobéznych a délkdch stejnych, ale protivné oznacenych, ob-
drzfme :

[AB] -+ [CD] =[A(— A+ B)] +[C(—C + D)]
aneb, protoZe

—C+D=—(—A+B)
téz
[AB] +[CD] =[A (— A+ B)] —[C(— A+ B)]
=[(—=C+A) (—A+B);
tudfz md piislu§ny rovnobéznik zdkladnu rovnou spolecné délce

danych rotord na kterékoli ose vnesené a vySku rovnou vzdd-
lenosti obou rovnobéznych os.

¢) Osy vSech rotort lezf v jedné roviné. Zvolime-li v této
roviné dva vektory ¢ a j, miZeme ddti kaZdému z danych ro-
torll [Axax] podobu [Ax (4 + yes)]; 1 bude soucet jejich

2 [aun] = 2 [ @i + )] = £ [0 ] + 2 [pehad]

Oba souéty na pravé strané lze dle oddflu (b) stanoviti;
i obdrzfme

3 [1:A4) = @ [Si],
1

HMg

[9:Axg] = v [T],

znati-li # = Zxy,, y = Zy;. Posifime nyni. kazdy z rotord [Si],
1 1 -

[Tj] ve své ose aZ k priisetfku O obou os; tim nabudeme:
3 [Awa] = [0 (@i + 9] =[Or]

Jest tedy souttem takovych rotord opét rotor, jehoZ osa
se nalézd v roviné os danych séitanci; polohu jejf v této ro-
viné jakoz i délku souttového rotoru uréfme snadno na zé-
kladé ptedchdzejici tvahy. ‘
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d) Osy rotort jsou mimobézné. Dle rovnice (20) lze kazdy
z danych rotord [MNi| vyjddtiti vyrazem

PIAB]p® [BC] 4 p [CA] +p [AD}4-p [BD]+-p®[CD];
plati tedy
21: [MiNe| = g, [AB] g4 [BC] -+ q;, [CA] + ¢, [AD)

+ g5, [BD] + g5, (CD], (33)
znadi-li Qi = Zpgk).
1 L

Ve vyraze tom miZeme soudet téi rotor, majicich bod A
za jeden Cinitel, nahraditi jedinym rotorem, nebot

9:5[AB] 4 g5, [CA] + 0,,[AD] = [A (¢,,B — 45,0 +¢,,D)] =[AS].

Osy ostatnfch tif rotor: g, [BC], g,, [BD], g,, [CD] lezi
v téZe roving, body B, C a D poloZené; dle c¢) jest souttem
jejich rotor [TU], majici osu svou téZz v této roving.

Rovnici tim zpisobem odvozenou
2 [MN] = [AS] 4 [1U] (34a)

lze vysloviti takto: Soutet rotort, jichZ osy jsou libovolnd
v prostoru poloZeny, jest rovnomocny souétu dvou rotord o osdch
mimobé&znych; osu jednoho z téchto rotord lze vésti tak, aby
prochdzela libovolnym bodem A a osu druhého tak, aby lezela
v libovolné roving, kterd vSak neprochdzi bodem A.

Tento soucet upravime jesté v jiné podobe. Bud [AV]
rotor, jehoZ osa jest rovnobéZnd s osou rotoru [TU] a ktery
md s timto rotorem stejnou délku; i mizeme vzurec (34a) také
pséti:

2 [MNi] = [AS] + [AV] +[TU] - [AV].

Za soucet [AS]—+ [AV] polozfme jediny rotor [Ar], jenZ
dle (a) snadno sestrojime; rozdil [TU] — [AV] rovnd se dle (b)
externimu soucinu dvou vektord [(~ A + T) (—T 4 U)] a ten jest
doplikem né&jakého vektoru c¢. Druhy tvar souétu rotort o osdch
mimobéznych jest tedy :

Z[MN,] = [Ar] + | . (34b)
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V tomto tvaru sklddd se soucet ten opét ze dvou C4sti:
rotoru [Ar] a dopliku vektora c¢; obecné osa rotora a vektorc
maji béh rizny.

VySetfme nynf, jak se ménf obé tyto Edsti souctu = [MN],
prejdeme-li k jinému bodu A’ v prostoru. Poznacime-li

—A+A=d jest A=A —d
a posledni rovnice prejde ve .

E[MN:] =[(A"—d) r] + |¢e =[A7] — [dr] + .

Kladouce jesté

[dr]=]¢ a |e—|c =]|(c—¢)=]¢", (a)
obdrZime :
Z [MiNi] = [A7] + | ¢”.

Z toho plyne, Ze rotor [A’r] neménf ani své délky, ani
béhu své osy, provedeme-li secitdni vzhledem k libovolnému
bodu v prostoru; jenom druhd &dst soucétu X [MiNi], totiz doplnék
vektora ¢”, zdvisi na poloze bodu A’. PredevSim jest patrno,
%e |¢” (a tudiZ i vektor ¢’) se neménf, pokud zéstdvd bod A’
na ose rotora [Ar]. Nebof pak vektory » a d = — A }A’ maji
tyz béh, z tehoZ jde, Ze externi souéin [dr] v pifpadé tom
roven jest nulle a tedy |¢” = |c. Nalézd-li se bod A’ mimo osu
rotora [Ar], md soutin [dr] hodnotu od nully rozdflnou, ale
hodnota ta jest stilou pro vSechny body A’, jichZz mistem jest
piimka rovnobéind k ose tohoto rotora. Vzhledem ku viem
témto bodim neméni se totiz | ¢’ =|c—|[dr]; i vektor ¢” zi-
stdvd co do b&hu a co do délky tyZ pro vSechny body takové
piimky, ménf se viak, jestliZe v osnové p¥fmek, stanovené osou
rotora [Ar] piechdzime od jedné pfimky ke druhé.

Hledejme ‘ddle misto bodd, vzhledem k nimz :p¥islusny
vektor ¢, a vektor » majf tyZ béh. Mistem tim jest patrné
ptimka ndlezejici k praveé vytéené osnové piimek; vzdalenost jejf
od osy rotora [Ar] uréfme co do polohy i co do délky vektorem

d, takto*): Bod A’ prve libovolny bud nyni bod A, tak voleny,
aby vektor — A Ay = d, stdl kolmo na ose rotora, i bude

dle (a)

*) T tuto dvahu snadno si zndzornime -obrazcem.
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lG=le—]cw
ked | ¢, =[dyr]. V této zvlistn{ poloze jest d, | » a jelikoZ
jest d, téz kolmo ku c| jakozto dopliku souéinu [d,r], stojf
kolmo k roviné R, poloZené osou rotora (Ar) a vektorem c
pfipojenym v bodé A. Z rovnice | ¢, = | (¢—c;) pak soudime,
ze ¢, =c—c, ¢li c=¢,+c,. Vektor ¢, mé vSak v tomto
pifpadé béh vektora », proleZ lze soulet ¢, + ¢, provésti v ro-
viné R, z tehoZ zase vysvitd, Ze jest d, také kolmo ku c.
TutéZ polohu mé i doplnék extern. soucinu vektord r a ¢; tudf
maji d, a |[rc] stejny béh, i miZeme poloZiti
dy = a | [rc].

Jest nynf stanoviti soulinitel e« vyskytujici se v tomto
vyrazu; za tim dcelem ndsobfme obé strany rovnice ¢, = c¢—c,
externé vektorem 7. I obdrZfme, uvdzice, Ze [rc,] = O jako ex-
terni souéin dvou rovnobéznjch vektori:

[re] = [re,] = [r | dyr].
Dle vzorce (27a) zjedndme si pro [r | d,»] rovnici:
[rldrl=[rld].|r—{do.[r]|r]=—r*]d,,
protoZe [r | d,] = 0. Srovnajice takto vyhledanou hodnotu

[re] = —#* | d,
s hodnotou

[re] = ’i | dys

kterd plyne z rovnice d, = « | [rc], obdrzime:

1
0= ——5
1‘_
tudiz
c
d,=— r[_r ]
aneb, ponévadZ [rc] = — [cr], posléze
4= 1ol 1en
0o — T,z — |r |2 )

¢fmZ jest hledané misto bodd A, ustanoveno.
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Extern. soutin [rd,] jest pak din vzorcem:
iy = Lol

pouzijeme-li opétné relace (27a) nabudeme:

[rdo]_—_.l_"_‘ o. | ’"_z‘i c.lrir] _ [rlc]z. | »
z Cehoz vychdzi:
lor =1 o—[ap) =-ZLe |y,

r:

Tak jsme nabyli pro soucet rotoré vyraz:
NI =)+ @)

Interni souéin [r | ¢] jest invariantem tohoto souctu, nebot

provedeme-li vy8e naznatenou redukei vzhledem k libovolnému
bodu A’ jest

e =]e—|¢;

ndsobice vektorem » obdrzime:

[rlel=Drle]—=[rlc]

ProtoZe ¢’ | », jakozto doplnék extern. soutinu [dr], jest
[r ] ¢]=0, tedy

[rle)=1r|cl

t. j. hodnota soucinu [ | ¢“] nezdvisf na poloze bodu A’.

Vyraz —[ﬁl; ] poznaéime p,; numerickd hodnota jeho

ddna jest zlomkem: !

|7].]c¢“]| cose

| r|? '
znacf-li « dhel obou vektord » a c”.

Je-li ¢, rovnobéino s », jest

—1al
P

Po=

I miZeme soucet danych rotorlt psdti ve tvaru:
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Z[Me Ne ] =[Agr] +p4 | 75 (35a)

vyraz na pravé strané této rovnice jmenujeme dle Clifforda
motorem.*) Piimka, jejiZ vSechny body vyhovuji podmince, Ze
vzhledem k nim osa rotora [A,r] a piislu§ny vektor ¢, jsou
rovnobéZny, jest osow motora; soulinitel p, jest jeho para-
metrem.

Je-li v souttu [A,7]-+p, |7 délka vektora r neuréitd,
ptedstavuje vyraz ten Balllv Sroub; p, jest pak vyskow neb vy-
stupem jeho.

Seditdni internich souciné. Jsou-li ddny interni souciny
bodl e, [A, | B,], « [A; | Byl, . .. @ [Ay | B,), jichZ soucet jest
ustanoviti, piSme dle (29):

e [Ax | Bi] = & Cf — ;.

V tomto vzorei jest, jak zndmo, C, bod rozpolujici vektor
— Ak + B). sy 2]))5.
Tudiz jest
Zap[Ar | Be] =2 o CF — Z oy pZ, - (36)

¢imz udloha ta pfevedena jest na jinou: urciti soutet dvojmoct
danych bodd.

Vedeme-li z libovolného bodu O k mistim bodd Cp vektory
— 0 + Gy = ¢, bude

Z(Xk C% :.Z'ak(()—{-—ck)i:OEerk +—2[Ot Eakck]+2akc§

Dle rovnice (13) jest Zayci —=os, jeli 6 =2Za;
tudiz

2o, C; =00+ 206[0 5] + Z e} 37
2 op[Ax| By ] =060 4-26[0|s] + Z ax(¢; —p7).
V poslednf rovnici jest
oy —pg = [(ee —pa) [ (cx +p&)] =@ | e ],

zavedeme-li

*) O vyznamu, ktery maji geometrické veliiny: rotor, rovnobéznik
dvojice, motor atd. v theoretické mechanice nebudu se tady SiFiti.
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e —pr=—0+4+C —(—A:+Ci)=—O0 + Ay = s,
¢ +ps=—0 4 Cy + (— G+ By) = — 0 + By = bs;
pak lze psiti:
Z ar[An|Br] =602+ 26[0|s]+ Z o [ar | bs]. (38)
Zvolime-li libovolny dosud bod O tak, Ze jest mistem souctu
o S bodit a; C, aneb, coz jest totéz, bodd -”2‘2 Ay a ‘;" By (poné-

vadz G, = A ;_ Bu ) ,bude s = 0 a vzorec (38) se zméni v jedno-
dussi:
2 Oy [Ak | Bk] =08 + 2oy [a,‘c’ I b/i-)_l. (38&)

Z toho, co bylo povédéno na pifsluSném misté o intern.
sou¢inu bodu a vektoru, jde ddle, Ze hodnota tohoho soutinu
jest stdlou pro vSechny body O lezicf na povrchu plochy kulové,
jejimz sttedem jest S, nebof vzhledem k témto bodim neménf
se ve vzorci (38) [O |s] a pro Zay|an|b:i] dokdZeme touz
vlastnost niZe. A

Je-li ddna jeSté druhd soustava intern. soucini [D, |E,],
[Dy | E,], .. . [Dw|En), obdrzime podobné pro soucet jejich:

2 B (D | Ei] = 0, 0* 4 20,[0 | 8,] + Z B [ | €x)-

Maji-li oba souéty = o [Ax | Be] a = B [Ds| Ex] byti rovno-
mocnymi, musf se dosti uciniti témto podminkdm:

=0

s=s, (39)
2o [an | br] = Z B [di] ).
Prvni dvé lze dle rovnice (11) nahraditi jedixioii, totiz
X Cp= X By Iy,

mé-li bod ¥, v drubé soustavé obdobny vyznam jako bod C;
vV prvé.

Jak bylo jiZz pfi setftdnf hmotnych bodid dokdzdno, zistdvd

tato rovnice platnou, uéinfme-li jiny bod O’ pocdtkem vSech
vektordi; co se pak tyce tieti podmfnky, miZeme psati
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Xy [an| ] = Z oy (¢; — pi) = 2 ay[(— O 4 Cp)* —p;]
=Ze[(— 04 0'— 0+ C»>—p;]

aneb, poznacéime-li vektory
—04+0=r, —0+Ci=c
kratceji
Zaylan|be) = Z e [(r + ¢ ——-pi]
=Zaf ot 20 el —p)
=X (c’i —g);-) +2[r| Zarci] + or:
=2 O [a’k | bl]c] + 2 [T. l Sl] + Gri.

Jest tedy Zay [ax|bx] stily pro s =0 a pro totéz », t. j.
pro vSechny body, lezfef na povrchu plochy kulové, jejimz
stfedem jest misto souétu &S.

A podobné nabudeme pro X f; [dy| ex] vzorec

Z By ldi| &) = Z Pud'n| %] 4 2[r| s’ ]+ o' ™
Dle prvnich dvou podminek (39) jest 6 = ¢, s, =s';;
jestlize je§té dle tietf podminky (39)
Zoy[ar| by ] = Z Pr[di| €],
povstane rovnice
2 oy [a’k I b‘k] = Eﬁk [dlk | C'k].

Ponévadz jest X a; Cy, sttedni hodnotou souttu X e [Ax| B,
miZeme vysloviti vétu:

Dva soutty Z a;[Ax| Bi] a Z B8,[Ds| Ex] jsou rovnomocnymi,
rovnaji-li se sobé jednak jejich stiedni hodnoty, jednak soutty
pifsludnych intern. soucind vektord, vedenych z libovolného bodu
v prostoru k danym bodém.

Naopak lze ukdzati, Ze plati-li rovnice:

2 (143 [A}c l Bk] = Zﬁk [Dk ‘ Ek]’
jest sprdvnou té% rovnice:
2y [ap | bk]‘ = Z B [di] exl;

t. j. v rovnici, jejiz ob&é strany obsahuji mnohondsobné intern.
souciny boddi, mohou se body nahraditi vektory, vedenymi
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k mistim jejich z libovolného bodu v prostoru, aniz se tim
spravnost rovnice porusi.

Nejjednodussi piipad aequivalence dvou souétdi tuto uve-
denych vznikne, redukuje-li se druhy soucet na jeden séitanec

o[T|V]. Jezto jest stfednf hodnota tohoto soutinu ¢ T—; v
obdrzfme tu podmine¢né rovnice tvaru:
o, Ch=o0 #:6&
kde jest poloZeno
T4V _ S

Zoplax|be) =0 [t|v] =0 (s — ¢2),
uzijeme-li vzorce (31) a uvdzime-li, Ze

tv=2s
t—ov=—2.

Prvni rovnici jest stanoven bod ¢S, jestit to soutet bodi

o Ay a B By

2 2

k bodim T a V obdobny vyznam, jaky mél vySe vektor p
vzhledem k bodim A a By, totiz 2 = — T + V.

Pro tento vektor plati:

; drubou urtuje se vektor ¢, majic{ vzhledem

2 \ 1
q—:si—72ak[aklbk],

v temz s =— 0 + S a X ax[ar]| b se vyhledd pomoci vzorce:
P ap [ak l bk] =2 o (Cl% p,f).
Volime-li za potitek vektord misto bodu ¢ S, nabudeme
pro g jednodussi rovnice:

2 1 ] 0
9= = —?Zak.[ab [ 5]

Sludi tu rozezndvati tii piipady: bud jest X a; [a? | by
negativnf, neb se rovné nulle, neb jest positivni.
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V pifpadé prvém jest g redlné, tudiz stiva redlné plochy
kulové (jejimz sttedem jest misto bodu ¢ S a jejimZ polomérem
jest q), prfsluejfci souéinu ¢ [T | V]; kazdé dva proté&j§f body
této plochy mohou byti misty hledanych bodd T a V.

V piipadé druhém jest ¢ = O, tudiZ mista bodi T a V
splyvajf v jedno s mfstem bodu S a

Eﬂ%[AlekJ:GSE.

V ptipadé tfetim konecné jest ¢ imagindrné. Tu pouZivd
Grassmann k vyjddfenf souttu X e« [Ar|B:] jiné plochy kulové,

jejiz polomér jest
T ——
9, = anh [aklbk].
Jsou-li T, a V, dva prot&j§i body této plochy, jest dle (38a)

o 2 2
Zo [Au|Bi]l =08+ ¢) =5 (S +a ] +[5—a]}
aneb, ponévadz tu

S+q1:T1’ S_QI:VI
téz

2oy [Ar|By] = i; (T2 -+ V2).

Z téchto tuvah pozndvdme, Ze pro soulet intern. soucint
bodi md zvldstni dilezitost urlitd plocha kulovd, zvand stredni
plochou souttu X ey [Ax | Bi]; kterymikoli dvéma body protéj-
Simi této plochy jest soutet ten ur&en*).

Pomfijeje nékterych zvldStnich pifpadd, které se tu mohou
vyskytnouti (plochy kulové mohou se na pt. proméniti v roviny)
podotykdm je§té, Ze véty podobné pravé vyvozenym vétim
0 X ay[Ax|By] maji platnost téZ o souttu mnohondsobnych
dvojmoci danych bodl, ktery vznikne z pfedeslého, stotozni-li
se bod B, s bodem A.

Secitdant rovin. a) Mista rovin momentovych tvol{ svazek
rovin. Zvolme v ose toho svazku dva body A a B a dejme
danym rovindm tvary

*) Grassmann nazjvd, proto intern. soucin dvou bodd a soutty takovych
soudind veliinami kulovymi.
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[ABC,], [ABC,],...[ABC.],
i jest soudet jejich
(40) 21.7' [ABC:] =(AB (C, 4 C, +. ..+ Ca)] = n[ABS],
je-li soucet bodd C,, C, ... C, dén bodem »S.

) Pro » — 2 plyne z toho tato jednoduchd konstrukce: Usta-
novime-li obé dané roviny rovnobéZniky tak, aby mély v pri-
setnici jejich mist spolenou jednu stranu, sestrojme z druhych
(riznych) stran rovnob&Znfk; dhlopficka toho rovnobéZnfka jest

jednou stranou, spoletnd délka druhou stranou rovnobéznika
piisludného ku hledaného souctu.

b) Mista danych rovin momentovych tvofi osnovu rovin.
Tu bude vyhodno, ddti rovinim tém tvary:

[A; 8, ¢,], [Azdy¢], -« . [Anbacal;

rovnobézniky soutin@ [b,-¢,], [0, ¢, ... [bnca] leZf tu v rovi-
ndch rovnobéznych, lze tedy vSechny numericky odvoditi z jed-
noho [bc], jehoZ rovina méd tyZ béh. PiSeme-li pak

[bb C],] = 0 [bC] y
obdrzfme pro hledany soucet

Z[Anbee] =[(&y A, + &, Ay +. . . + ay Ay) be]
= 0o [Sbc],

kde jest ¢S soucet bodd e, A,, &, A,,...a, Ay Soultem rovin
momentovych, lezicich v rovindch rovnobéZnych, jest rovina
momentovd, jejiz misto jest rovina téZe osnovy a jehoz obsah
rovnd se souttu danych obsahd (jestit

Lo [be] = T [be] = Z [y ci]). 7
Je-li zvla8t »n = 2, uréfme polohu souétu rovin momen-
tovych, sefteme-li body ¢, A, a e, A;; z rovnice (8a) vychdai,

Ze v tomto pifpad® prochdz{ rovina souttu bodem A, stanove-
nym pomérem

(41)

Je-li tu jestd
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KRR

=—1,
tedy

o, A, + e, A, = (o, + ;) A = 0A,
obdrzime jednak:

[A, B, 0]+ [As b, 6] = (@A, + ,A,) be] = 0 [Abe],
jednak:

[A; by c]+[Agdy 6] = (e, A, —a, Ay) be] = a, [(— A, +A)) e,
¢ili, polozime-li — A, + A, = a, téz’

(41a) TTAbie,] + [Ad,0,] = —a, [abe] = —[ab, ¢,] = [bc,a],
jelikoz [b, ¢,] = «, [be].

Soucet dvou rovin momentovych, jichz mista jsou rovno-
béznd a obsahy stejné, ale protivnymi znaménky oznacené, jest
rovnomocny rovnobéZnosténu, ktery md (nehledé ke znaménku),
za zdkladnu jeden ze stejnych obrazcii a za vySku vzdalenost

obou rovnobéZnych rovin.
¢) Mista rovin momentovych

[A; by ¢,],[A30; 6], - - . [An B ca]

jsou libovolné v prostoru poloZena. Tu upravme kaZdy séitanec -
[Ax bs ¢x] na podobu:

[Ax b ce) = [(Ax— O + 0) by e] = [0bx cx] + [(— O + A) brcrls

je-li O bod libovolnd zvolenf. Pifme kratteji — O < Ay = ai
i bude
[Ak b), 6‘],] = [Obk ck] + [a;, bk Ck] .

Pro hledany soucet najdeme pak:
P [Ak bk, Ck] = [02 b/,; Ck] + P [ak bk Cb] .

V prvnim élenu na pravé strané této rovnice miZeme za
Z [by ¢x] kldsti soutin dvou vektord [bc]; podobné druhy clen

P [ak b;.\c,,] = [abc] N

{lvaiime-li, Ze jest ndm tu secitati pifsluiné rovnobéznostény,
. 22
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¢imZ vychdz{ né&jaky rovnobéZnostén, ktery lze vidy tak pro-

méniti, aby dvé jeho hrany byly vektory & a c.
Proto jest

Z[Ax by ] = [Obc] + [abe] = [(O + a) be] = [Abe],
" nebof soutet bodu O a vektora a jest koncovy bod tohoto A.

Rovnd se tedy souet rovin momentovych obecné roviné
momentové, jejimz mistem jest rovina, vedend bodem A pravé
stanovenym v osnové ptfslusné k X [byci] a jejiZz obrazec md
smysl a obsah dany timto soudtem.

Je-li ve zvldStnim pifpadd
Py [bk C/.,] =0 )
jest soutet rovin roven né&jakému rovnobéznosténu [abc].

Nasobeni. Extern. soudin dvow rotord. Zndsobime-li dva rotory
[MN] a [P Q], obdrZime t&leso extensivnf [M N P Q]. Obsah jeho
lze vyjddiiti Sesterondsobnym obsahem ctyfsténu, kterj ma
za prot&j§f hrany délky danych rotord. PonévadZ se stanovi
obsah Ctysténu Sestym dilem soucinu utvofeného z délek pro-
téj§fch hran, z nejkrati vzdalenosti d mimobézek, v nichZ pro-
téjsf hrany leZf a ze sinu dhlu e téchto mimobézek miZeme za
obsah souéinu dvou rotord (zvaného téZ vedjemnym momentem
danych rotort) psdti vyraz

délka rot. [MN] X délkou rot. [PQ] X d sin .

Jsou-li dény oba rotory soufadnicemi, totiz:

[MN] =p,, [AB] + 125 [BC] 4 py; [CA] + pyy [AD] + a4 [BD]
~+ g4 [ D] )

[PQ] = 9’15 [AB] 42’55 [BC] 41’ [CA]+p'w [ADJ ‘+‘ P’ [BD]
+ 2’5 [CD],

obdrzfme pro soulin jejich vzorec:

[MN] [PQ] = (Prg P'ss + Pag P14 + P51 Vs +py, P'ag + Py D'y
(42)  F P Ph) [ABCD],

ponévadZ vSechny ostatnf ¢dstecné souciny se rovnaji nulle.
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Tudi% soutadnice dvou.rotord, jichz osy se protinajf, vy-
hovuji podmineéné rovnici:

(428) P1oP'sit PosP'1ut P5al sut P1aP 25t Doul 51+ P3P'12=0.

Ndsobeni rovin. ProtoZe se jiZ v sou¢inu dvou rovin vyskytuje
Sest bodid jako Cinitelé, nemélo by dle pozndmky ucinéné pfi
extern. soutinu &yt vektord takové ndsobenf{ Zddného vyznamu,
kdybychom se na tom neustanovili, ¢ 1) chceme jako u n4-
sobeni stereometrického extern. soucin ¢ty bodi poklddati za
¢islo; 2) soucin ten ndm bude koefficientem geom. velitiny,
kterou tvoli zbyvajici &dst celého soucinu®).

Na tomto zdkladé snadno zndsobfme dvé roviny momentové
JestliZe nejprve mista jejich se protinajf, pime je ve tvaru
[MNP] a [MNQJ, kde jsou M a N body, lezfcf na priseénici
obou mfist; ptihliZzejice k pravidlu o oznateni extern. soucinu,
zaménfme-li pofddek cinitell, dostaneme:

[MNP] [MNQ] — [MNP] [QMN] = [MNPQ . MN]
= [MNPQ] [MN] =« [MN].

Cislo @ udavé tu patrnd pomér obsahii Gtyisténu, jehoz
rohy jsou body M, N, P, Q a Ctyfsténu zdkladnfho, k némuz
vztahujeme vSechny Cinitele.

Jest tedy soucin dvou rovin moment., jichZ mista se pro-
tinaji, rotor, majici za osu prisecnici obou mist a délku akrdt
vétSf neZ jest délka spole¢né strany obou ¢initeld.

Jsou-li mista obou rovin momentovych rovnobéznd, uZijme
opét tvaru [Mmn] a u[Nmn], ktery jiz pFi setiténf téchto
geom, veli¢in byl zaveden; znisobenim obdrzime

[Mmn] . p [Nmn] = u [MNmn| [mn]

Polozime-li za vektory m a = rvozdily bodi — N P,
— N+ Q, vychédzi pro soutin w [MNmn] vyraz
# [MN (— N+ P) (—N+ Q)] = ¢ [MNPQ],
tedy &fslo e, znadfci pomér obsahu rovnobéznosténu, jehoZ jednou

(43)

*) Ndsobeni za téchto podmi’nek jest zvldstnim pi{padem obecnéjstho
drubhu ndsobeni veliéin extensivnich, které nazjvd Grassmann regres-
sivném. Viz jeho ,Ausdehnungslehre“, II. vyd., pag. 61.

22%
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sténou jest rovnobéZnik w[mn] a jehoz vySkou jest vzddlenost
rovnobéznych mist obou &initeld k obsahu rovnobéZnosténu zi-
kladnfho [ABCD].
Tudiz
(4) [Mmn] . u [Nmn] = & [mn],

t. j. soutin dvou rovin momentovych, jichZz mista jsou rovno-
béZnd, jest extern. soutin dvou vektor rovnobéznych k mistim
danych &initeldi; obsah rovnobéZnika tfmto souinem uréeného,
jest akrdt véts{ neZ jest obsah prvého Cinitele, méd-li &fslo @ vy-
znam pravé vytteny. v

Utzijeme-li i v tomto piipadé pravidla platného pro souéin
dvou rovin moment. o mistech se protinajicich, milZeme téz
Fici, 2e soucinem dvou rovin moment. o rovnobéZnych mistech
jest rotor, jehoZ osou jest pifmka ibéznd. Srovndnim obou vy-
sledkii pozndvdme, Ze takovy rotor jest rovnomocny rovnobéz-
niku sestrojenému ze dvou vektori. A podobné rovina momen-
tovd, jejiZ mistem jest rovina Ubéznd, jest rovnomocnd urcitému
rovnob&znosténu.

Z toho znova vysviti, pro¢ musime ptisuzovati tjz stupei
(druby) rovnobézniku dvojice a rotoru, a tyz stuperi (tfetf)
rovnobéZnosténu, ptisluejicimu extern. soutinu tif vektord a
roviné.

Soudin tif rovin niomentovych, jichZz mista jednim bodem
M prochdzeji, jest

[MNP] [MNQ] [MPQ] = [MNP] [QMN] [PQM]
— [MNPQ] [MNPQ] M = «*M

tedy bod mnohondsobny, jehoZ mistem jest spoleény bod danych
tH mist.

Soutin étyF rovin moment., jichZ mista tvoff ¢&tyfstén
o vrcholech M, N, P, Q, jest

[MNP][MNQ[ [MPQ] [NPQ] = [MNP] [QMN] [PQM] [NPQ]
(46) — [MNPQ] [MNPQ] [MNPQ] = *,

tedy ¢islo, uddvajicf trojmoc obsahu &tyisténu, danymi éiniteli
utvofeného, je-li obsah Cétyfsténu zdkladniho jednotkou.
Pomfjim zde daldich pffkladd, jako jsou: nésobiti rovinu

(45)



341

bodem neb rotorem, atd., ponévadZ proveden{ jejich nepodléhd
#4dnym obtiZim; podotykdm toliko jeSté, Ze stereometricky
soudin dvou rotord se rovnd nulle, lez{-li osy jejich v téZe
roviné, Ze stereometricky soucin dvou rovin moment. jest roven
nulle, splyvajf-li mista jejich v jednu rovinu atd., coZ ndm po-
skytuje kriterif o téchto zvldstnich polohdch velitin geometrickych.

Ku konci jest mi jeSté krdtce se zminiti o zékonu duality,
ktery plati o veliindch geometrickych; dle zdkona toho jsou
veli¢inami dualnymi: bod hmotny a rovina momentovd, veliinou
neutralnou jest rotor. Budtez zde uvedeny jen tyto pfiklady:

Sou¢in dvou bodi hmotnych
jest rotor.

Soutin tif bodd hmotnych jest
rovina.

Souéin bodu hmotného a rotoru
jest rovina.

Soucin dvou rovin jest rotor.

Soutin tif rovin jest bod
hmotny.

Souéin roviny a rotoru jest bod
hmotny.

Opvava. Na str. 284. viddce 5. shora jest vypustiti slovo:
dvojmoci.

Prispévek k fotogrammetrii.

Napsal
B. Prochazka,

professor v Karliné.

Pti urcovanf hlavni horizontaly a hlavntho bodu jistého
obrazu fotografického, jakoz i prislusné distance stfedu optického
z jediné fotografie, nepiihliz{ se k tomu piipadu, ktery se ve
skuteénosti zhusta vyskytuje, kdy na takovém obraze jest ob-
sazena Cdst rovné hladiny vodni néjakého jezera, rybnika a p.
v., jichZ situaéni plén méme po ruce.

V tomto pifpadé netfeba ndm pouiiti problému péti bodd *)

*) Dipl. Ing. Eriedrich Steiner: Die Photographie im Dienste des In-
genieurs, Ein Lehrbuch der Photogrammetrie. 1893, str. 24.
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