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0 kuZelosetkach a jich kruzich zakiivenosti.

(Pfednéska, kterou% prof. Dr. Emil Weyr due 20. ¥{jna 1872 zapotal novou
¢innost Jednoty ceskych mathematiki.)

Pro veskeré ulohy, tykajici se pouze vzdjemného rozpoloZeni
. bodu téZe krivky, osvédCuje se byti velmi vyhodnym upotfebenf
jediné proménné veliiny — parametru —, jejimiz hodnotami
pak jednotlivé body dotycné kiivky urceny jsou. Kazdd vlastnost
kiivky, tykajici se pouze vzdjemné polohy vice bodil této kiivky,
vyjadfuje se pak jistou rovnicf, do kteréZ vchazeji pak para-
metry onéch bodd.
Jest-li moznd stiditi takovou souvislost hodnot parametru
a piislusnych boddi ktivky, Ze kazdému bodu jen jedind hodnota
parametru a naopak kazdé takovéto hodnot® jen jediny bod
odpovid4, pak nazyvime kiivku ,raciondlni®. '
Takové raciondlni k¥ivky jsou i kuéelose¢ky. Vrcholova
rovnice kuZelosecek plo souradnice pravoﬁhlé zni, jak zndmo,
= 2px + qz* (6]
prlslusna, kuzelosecka Jest cllipsou, parabolow neb hyperbolow

dle toho, Jjest-1i q
Budiz gonlomemcka', tangenta uhlu, jejz tvoif osa =z
s ptimkou spojujici bod (zy) kuZeloseCky s bodem poldtecnim
t. j. budiz:
Y
s =" (2)

PonévadZ kazdd pocitkem prochdzejici pfimka kuielosecku
jen v jediném bodu protind (mimo pevny vrchol) a ponévadi
naopak kazdy bod kuZeloseCky jen jedinou takovouto pi¥fmku
uréuje a ponévadZ konefné hodnotou % ona pi¥fmka a piimkou
hodnota veli¢iny % 1plné uréena jest, tu soudfme, Ze hodnoty
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poméru « uréujf uplné a jednoznaéné (eindeu‘ig, univocamente)
body prislusné na kuZelosecce. Velidina » jest tudiZ parametr
druhu vy$e vyznaCeného a kuZeloseCky jsou tudiZ skute¢né kiivky
raciondlni.

A MizZeme nyni kritce mluviti o bodu # na$i kiivky, ¢imz
vyrozumivime onen bod kiivky, jehoZ parametr (—;J?) ma zvlastni
hodnotu . ’

Pravoiihlé souradnice 2, ¥ bodu « vyjadfuji se velmi jedno-
duSe pomocf parametru . Neb z (2) plyne y = ux, coZ vlo-
Zeno do (1) ndm da:
2p
u:—q
a déle: 3)

— 2pu

r =

Soufadnice stanou se soucasné nekonecné velkymi, jest-lize
w? = q aneb u =+ y¢. Nekonecné vzdilené body nasi kuze-
lose¢ky maji tedy parametry 4+ Vg a — VYV q. JiZ z tohoto vy-
chdzi na jevo, Ze kiivka jest hyperbolou, je-li ¢ =0, ponévadz
pak Vg jest realni a tedy i oba nekonecné vzdidlené body.
Obdobné plyne, Ze pro ¢ << 0 méme ellipsu a pro ¢ = O parabolu.

Abychom mohli uréiti téZ parametry vrchold, scstrojme
sobé nejdtive vyraz pro smérnici p¥imky spojujici dva body
kuZelosecky u, u,.

Je-li B iihel pifmky w, u, s osou z, tu mime, jak zndmo,

L T S
— U —Y _ Y% 2—q uzz—Q1
tgé Tay—x, 1 1
ui—q  u—q
aneb po snadné redukei, n _
U, U q
top = L2 T 4 4
9B u, - )
Z tohoto vzorce plyne, Ze p¥fmka w, u, rovnobéznou bude s osou
z, jest-lize ty Uy ¢ =0,

a rovnobéZnou s osou ¥, je-li:
%+, =0.
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Jsou-li u, u, u, tii body nasi kuZelosecky a jest-li u, u,
j[kosex a e L 2 Uy Uy /| kosey, pak body u, u, Jsou body protilehlé,

t. j. ®, u, jest primérem nasi kiivky.
Mime pro tento piipad rovnice:

u, U +qg=0
ty +uy, =0,
z ¢ehoZ ihned plyne:
Uy Uy =4

co podminka, by body «, wu, byly body protilehlymi.
Z rovnice (4) plyne smérnice fge pro tecnu bodu u, uci-
nfme-li u, =, =%, coZ nim da:
u’+tg
o ©)

]

tge =

Smérnice asymptot obdrzime, vloifme-li do tohoto vzorce
u=*Vgq, coZ ndm di {ga =+ V.

Spojime-li kuzelosecku s libovolnym kruhem

2+J —an_—ZﬁJ+1n2_ ) (6)
kde m=a?}pB%—r?,
- @& chceme-li ur¢iti parametry u, w, w, w, ¢ty boddi, v nichZ
kruh kuZelosetku protini, tu vloZme hodnoty z (3) do rovnice
kruhu (6), ¢imZ po snadném zjednoduseni obdrZime biquadratickou
rovnici:

m® u® — Afp u® - (4p* — dap — 2m’q) u* + 4Bpqu

+ (p* + dapg + m*q*) = 0.

Koteny této rovnice jsou parametry prisekd kruhu a ku-
Zelosecky. PonévadZ kruh jest tfemi body tpiné urcen, nechd
se ocekdvati, Ze mezi hodnotami w, u, u, u, feCenych parametri
bude stivati takové souvislosti, Ze kaZdd z nich ostatnimi tfemi
uplné uréena bude. ,

Piipomeneme-li si zndmou souvislost kofend a €initeld
rovnic, shleddme z posledn{ rovnice, 7e :

), = .ﬁp y W)= _f%l’zi’

®); +q W), = 0; )
(W), = thy Uy 103 -0y,

(16)y == 0y g 1~ Uy g thy = Uy 25 g = Uy 205 84,

tak Ze tedy

pii éemz

B*.
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Rovnice (7) vyjadiuje souvislost, o které jsme se dfive
zminili a kterd nam dovoluje uréiti jednoduchym spiisobem jeden
z Ctyt bodd w, w, u, u,, zndme-li ostatni tii. Rovnici (7) lze
povaZzovati za podminku, by ¢étyry body u, w, u, wu, nadi kuZe-
"loseCky na tomtéZ kruhu se nalezaly.

Zajimavé jest upotiebeni rovnice (7) k ditkazu véty o kru-
_ zich zaktivenosti, vytknuté slavnym Steinerem (viz Crelle sv....)
a dokdzané analytickym splisobem (vSak jen pro ellipsu) slovut-
nym mathematikem Joachimsthalem (viz Crelle sv....) jako#
i geometricky p. Augustem (ibid. sv....). Rovnice (7) ndm do-
voluje ndsledujici pro kuZeloseCky viibec platnost majici vétu
dokdzati.

wHazdym bodem kuelosecky prochdzeji tri Lruhy zakiive-
nosti, které sc dotykaji kuzeclosecky v t¥ech bodech mnalezajicich
se s puwodnim bodem na obvodu téhod kruhu.*

Budiz u, libovolny bod kuzeloscéky, kterym proklidame
kruhy zakiivenosti. Jest-li « bod, v némZ se takovyto kruh
kuZelosetky dotykd, tu mezi u, a u stivd relace, kterou obdr-
iime z rovnice (7), polozime-li u, — u, = u; = u. Tu jest
predevsim

’ (), = 3u—+u,,
(W), = u®3u’u,
a rovnice (7) prejde tudiz v ndsledujici:
w? 4 3uu, + 3uqg+u,q=0 €))

Rovnice tato jsouc stupné tietiho ndm pravi, Ze kaZdym
bodem (u,) prochdzeji tfi kruhy zaktivenosti, (mimo kruh zakii-
venosti, ktery se v tomto bodu u, dotykd), jejichz body styku
maji kofeny rovnice (8) za parametry.

Oznatfme-li tyto kofeny w, w, u,, fu plyne z rovnice (8)

- bezprostfedné: _
W Aty +uy = — 3u,,

wy Uy - vy oy - 0, u, = 3q,
, Uy Uy Uz = — qU,;
z prvnich dvou rovnic dédle plyne

ty =y -ty -, = — 2u,,

Wy Uy Uy = Uy g Uy - wy w6, = Squ, .
Pii¢teme-li rovnici w, w, u, — —qu, k posledni, obdrZime
(u); = 2qu,
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a ponévadz
g @), = — 2,

(0); + q(w), =0
7 ¢ehoi dle (7) soudime, e body wy u, %, 4, skuteéné na tom-
téz kruhu se nalezaji, jak dokdzati jsme chtéli.
Pii jiné piileZitosti ukdZeme, jak vyhodné lze parametri
(#) k FeSeni jinych rozmanitych o kuZeloseckdch jednajicich
uloh pouziti.

mame konecéné

Geometrické upotfebeni nékterych poutek

o determinantech.
(Sepsal Prof. Dr. I, J. Studnicka.)

Kdo se chee vyeviciti v uiivani zikladnich poucek o de-
terminantech platicich, nenalezne snad vdéénéjSiho pole nad
analytickou geometrii jak v roviné .tak v prostoru. Neb tu
vyskytuje se stile Fefeni rovnic, vyluovani rozlicnych velidin
jakoZz i ptetvotovani vyrazli, samé to tlohy, kteréz, jak znidmo
z déjin theorie determinantd, prvnf podnét daly k jejimu vyvinutf.

A jelikoz nynf jiZ na lepSich §koldch stiednich moZnd si
zjednati nejprvnéjifch znadmosti determinantii, sestavil jsem tuto
analyticky rozbor trojihelnfku a Ctyrsténu, abych ukézal, jak
prospesné se tu pouZiva nékterych jednoduchych vlastnosti téchto
zajimavych vyrazii kombinatorickych, doufaje, Ze mnohy t{m
bude povzbuzen k d®fmu studiu v oboru tomto.

1. 0 trojuhelniku.

vy

Nejjednodussfm splisobem uréi se analyticky trojihelnik
v roviné, ustanovi-li se bud pravoihelné soutadnice jeho vrcholi
neb rovnice jeho stran, nafez se snadno vypoliti obsah jeho,
urél délka stran a vySek jakoZ i velikost uhli jeho.

Znagi-li v pifpadé prvnfm zx, ¥ soufadnice bodu B, bude
plocha trojihelnfku B, B, B, — obr. 7. — patrné

P = (411410 — @ — 1D);
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