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Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

Geometrické transformace prvniho stupné v roviné
a jich grupy.

Napsal dr. Jan Vojtéch v Lipniku.

Piitadime-li kazdému bodu v prostoru jiny bod (obecnéji
prvek prostorovy) dle uréitého zdkona, pravime, Ze dany prostor
transformujeme; kaZdy geometricky utvar ptvodniho prostoru
pitejde takovou transformaci v novy ttvar, ktery nazyvdme trans-
formovanym onoho, o obou pak fikdme, Ze si odpovidaji ¢ili jsou
v korrespondenci (jsou pfibuzné). Poloha, tvar i velikost nového
atvaru zdvisi patrné na obdobnych vlastnostech plivodnfho a na
zvoleném zdkoné transformaénim; ponévadZ pak zdkony trans-
forma¢ni maji platiti pro vSechny body prostoru, jest moZno
abstrahovati od zvld§tnich utvarii geometrickych, které trans-
formujeme, a vySetfovati ony zdkony transformaéni samy. Nej-
dilezitéjsf jsou transformace, pfinichz kazdému bodu pivodnimu
odpovidd v novém prostoru obecné jediny bod a naopak kazdy
bod nového prostoru odpovidd jedinému bodu pévodniho; tyto
transformace obapolné jednoznatné (jedno-jednoznaéné) jsou jesté
velmi rozmanité. Zcela jednoduché a specidlni pifklady trans-
formaci prostorovych jsou: zvolime v prostoru pevnou rovinu
a kazdému bodu ptitadime koncovy bod tsetky, spusténé s onoho
bodu kolmo na pevnou rovinu a prodlouZené na druhou stranu
o dvojndsobnou (na pf.) jeji délku; nebo sestrojime ke kazdému
bodu korrespondujici bod tim zpidsobem, Ze zvolice pevny bod
a pevnou rovinu v prostoru, nalezneme na spojnici kazdého bodu
s onfm bodem pevnym bod étvrty, harmonicky sdruzeny s uvaZo-
vanym bodem vzhledem k pevnému bodu a priisetiku zminéné
spojnice 8 pevnou rovinou a pod.

: 17
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V dal§im omezime se na rovinu a jeji utvary a vychdzejice
od nejjednodussich transformaci, zndmych z elementdrniho vyuto-
véni planimetrického, budeme vySetfovati povahu transformaci,
vznikajicich skldddnim onéch jednoduchych transformaci. Jestlize
totiz Gtvar geometricky U pfevedeme transformaci 7', v novy
utvar U,, coZ piSeme U, = T, (U), t. j. novy utvar je funkei
ptivodniho a jakost této zdvislosti je ddna transformacnim zi-
konem, ddle pak Gtvar U, pfevedeme v U, transformaci 7, ¢ili
U, =1T,(U,), vznik4 otdzka, jak souvisi U, s pivodné danym U,
kdyz — jak plyne pouhym dosazenim — plati U, = T, T, (U);
bézi patrné o povahu transformace 7,7, sloZené z T,, napfed
vykonané, a T,, potom provedené.

ﬁvahy, ¢inéné pii tomto ndzorném postupu konstruktivaim,
doplnime vZdy poletnim vyjddfenim zdkladnich i odvozenych
transformaci dle zpidsobu analytické geometrie.

1. Utvar geometricky v roviné proménime v soumérné
sdruzeny dle daného stiedu s,, spojime-li kazdy bod jeho (v praksi
dostatedny potet vyznaénych bodd) s s, a tyto spojnice za bod s,
0 jejich délku prodlouzime. Transformaci tuto, soumérnost stre-
dovou, jmenujme S, ; Gtvar dany U, dtvar transformaci vznikly
U, nebo 8, (V).

a) Applikujeme-li na S, (U) touZ transformaci dle téhoz
stiedu s,, dostaneme tutvar S,S; (U) ¢&ili, jinak psdno, S?(U),
a patrné plati 83 (U)= U, t. j. utvar druhy opétovanou trans-
formaci pfejde v pivodni. Vysledek tento plati o jakémkoliv
utvaru geometrickém, jest tedy nezdvisly na jakosti jeho, a piseme
proto obecné

Si=1,
znatice 1 transformaci identickou ¢&ili transformaci, pfi které se
nic neméni (kazdy bod korresponduje sobé samému). Transformace,
jejiz dvojndsobnd applikace na geom. ttvar vede k identickému
atvaru, sluje nvolutorni; jest tedy stfedovd soumérnost trans-
formaci involutorni. .

Nazvali jsme transformaci, kteri pfevddi dtvar U v U,,
strutné S,; transformace, jez naopak ptevddi U, v U, sluje
inversni k S, a znativd se S7?, kteréZto oznafeni se hned
osvétli. PonévadZz pii transformaci v8ech bodd v roviné v body
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soum&rné sdruzené vzhledem k pevnému bodu s, této roviny
ptejde kazdy bod @ v bod @, a spolu a, v @, plati ST' = §,,
¢ili (ndsobime-li celou rovnici velitinou S,, t. j. provedeme-li
po transformaci S transformaci S, s druhé strany po trans-
formaci S, zase S,) 1 = 8!, jakoZ nalezeno nahote.

Obr. 1.

b) Applikujme na S, (U) transformaci touz dle jiného stredu
sy, tedy transformaci S,; dostaneme §,8,(U) (obr. 1.). Lze
ttvar S, 8, (U) dostati pfimo z U néjakou transformaci a jakou ?,
¢ili

S5¢8, (U) = X(U), strutné §,8, = X.

Pouby pohled na obrizek ukazuje, Ze dtvar §,S, (U) ob-
drZime z utvaru U, posinouce dtvar tento smérem spojnice s,s,
obou stiedid soumérnosti o délku 2.s,s,, jest tedy transformace X
posunuti ¢ili éranslace (T):

8,8, =1T;
pravime, Ze vysledek (produkt) dvou soumérnosti stiedovych

pki riiznfch stfedech je translace.
17*
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Je zndmo i patrno, Ze translace je transformace, p¥i niZ
vSechny body tutvaru se posunou jednim smérem o touz délku.

Ze hotejif vysledek, vzaty z ndzoru, jest sprivny, dosvéd-
tuje tvaha: Piejde-li dtvar abc transformaci S, v dtvar a,b,¢,,
tento transformaci S, v a,b,c,, pfejde v ném a nejprve v g,
a, potom V a,, a plati dle definice soumérnosti stiedové: body
a, s, a, lezi v ptimee a jest as, = s,a,, body a,, s,, a, lei
také v pffmce a jest a,s, = s,a,; odtud plyne a,a:a;s, =
4,8y a;8, (=2:1), jest tedy aay||s,s, & aay:s,8, =2:1 &ili
aa, = 2.5,5,. Co plati o bodd a, vzhledem k @, plati ovsem
0 ka?dém bodu utvaru i celé roviny.

Analyticky, volime-li za zdklad soustavu soufadnic pravo-
thlych jakkoli poloZenou a oznatime-li v této soufadnice pevného
stfedu s, (m, »), bod pivodni (z, y), transformovany bod (z,, v,),

1+-73 y1+y

plati dle definice stfedové symmetrie ——— —=m, “——> =n;

odtud vychdzi
sy =—2z+2m y =—y+ 2n (1)

jako analyticky vyraz transformace S,.

Sttedovd symmetrie zdvisi pouze na poloze stfedu; ponévadz
pak bodd jest v rovind o? (soufadnice m miZe méniti svou
hodnotu od o0 do -+ oo, rovnéz =), existuje o? stfedovych
soumérnosti v roviné.

Analyticky vyraz transformace S, (mé-li stfed s, soufad-
nice m’, »" a bod vznikly z (z,, y,) drubou transformaci sou-
fadnice (z,, ¥,), jest

2, = —z, + 2w, y,=—-y, + 20'; (2)
dosazenim z (1) do (2) plyne vyraz transformace S,S, :
Z, =z — 2m 4 20/, y, =y — 2n + 20/,
¢ili g =+ 2(m —m), yo =y + 2(n" — n). 3).

V piipadé a) jest s, =s,, Cili m" = m, »" = n, a dosta-
neme xz, =z, Y, — y: kaZdy bod zistane na svém misté.
V pHpadé 5) jsou vzorce (3) analytickym vyjddfenim translace.
Pro translaci bodu (z, y) v bod (z,, y,) plati totiz z, —z=w,
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Y, — Y = 0; —Z— uddvd tg dhlu sevieného smérem translace

s osou + X, \u? + »? pak stanovi délku posunuti. Vysledns
nage transformace je dle toho translace, jejiz smér svird s osou + X

_;: a jejiz délka jest 2\(m' — m)®* 4 (W — n)*;

nl
tihel arctg p
n —
m —

+ " — n)? je jeji délka.
Translace je dostatetné charakterisovdna smérem posunutf
a velikosti jeho; smérd je v roving oo, usefek rizné velikych

jest také oo, existuje tedy v roviné oo? riiznych translaci. O tom
svédéi také analyticky vyraz translace

vskutku arctg “

uddvéd smér spojnice s,s, a \/(m — m)?

z,=z+4uy,=y+m
kde « i v nezdvisle mohou nabyti o hodnot.

Obdrzeli jsme translaci jako transformaci ekvivalentni po-
stupng vykonanym transformacim napfed S,, potom S,, coZ
pieme 7' = §,8,, Ctouce od pravé strany k levé; md tentyz
vyznam produkt S,S, obou uvedenych transformaci, ¢ili dojdeme
k témuz vysledku, provedouce napfed S,, potom S, ? Konstrukce
i potet ukazuji, Ze nikoli; transformace S,S, jest ekvivalentni
translaci, vykonané sice o touz délku 2.s,s, jako prve, ale opaé-
nym smérem. Neni tedy dovoleno zaméniti poiddek dvou stie-
dovych soumérnosti, i pravime, Ze tyto transformace nejsou
kommutativni.

¢) V dalsim postupu pfichdzime k otdzce, jaky je vyznam
transformace S;S,S,. Jestlize Gtvar abc prechdzi transformact
S, v a,b,c,, tento transformaci S, v a,b,c,, tento novou trans-
formaci S; v agbse;, jest mozno obdrZeti a,b,c; pimo z abe
a jak? Rozeznivejme dva piipady: 1. bod s,;, novy stfed sym-
metrie, lezi na spojnici s,s, (obr. 1.); pak S,8,S, =S a platf
85, = 8,5, co do sméru i velikosti. 2. bod s, lezi mimo piimku
8,855 1 zde jest S;8,8, = S a platf ss, 1t 5,5, tak Ze stiedy
S1y Sy 3 a stfed s vysledné transformace S tvofi rovnobéznik
g(’bl‘- 2). Body a, a,, a,, a; jsou zajisté vrcholy &tyrihelnika,
Jehoz strany jsou pileny body s,, s,, S5 & 5.
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Kombinace vzorcd pro jednotlivé stiedové symmetrie vede
k témuz vysledku. Tteti stfed sym. S; mé&j soufadnice m”, n”
transformace S; je ddna vzorci

Ty = — 2y + 2m”, y3; = — y, + 20,
dosadime-li pak sem za z, a y, vyrazy (3), vychdzf
y=—z+2(m—~m'+m"),

Ys=—y+2mn—n" +n"),

Obr. 2.

coz je stfedovd soumérnost, jejiz stied md soufadnice m — m’
+m"”, n —n' 4 n”. Body (m, n), (m’, w'), (m”, "), (m —m’
+ m”, n —»' 4 %”) jsou vrcholy rovnobéznika, nebot m’ — m
=m' —(m—m +m’)an —n=n"—n—n"+4n"). Jeli
ve zvld§tnim pfipadé (1.) bod s; na spojmici s,s,, jest oviem
i stfed transformace S,S,S, (4. vrchol rovnobéZnika) na této
spojnici a plati vztah uZ uvedeny.

Ptipojovati jesté &tvrtou (a dalsf) transformace téhoZ druhu
ke tfem uZz uvaZovanym neni tfeba, jeito, jsou-li 3 stfedové
symmetrie ekvivalentni jedné, jsou 4 ekvivalentni dvéma a maji
tedy za vysledek obecné translaci, ve zvl. pfipadé identickou
transformaci.
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Translaci, ke které jsme dospéli sloZzenim dvou stfedovych
soumérnosti pifi riznych sttedech a jejiZz obecny vyraz analyticky
jest

z, =z +u
T 1 ?
‘{%=y+m
uvaZzujme nyni samostatnd. 7' Cili translace inversni k T,
znati patrné posunuti opalnym smérem o touZ délku, tedy

T_l{wlzx—u,
Y=y -

i

Obr. 8.

Vysledek dvou translaci je zase tramslace: 7,7, =T}
podrobnéji: Applikujeme-li na né&jaky ttvar U transformaci
T,(®, =z + u, y, =y -+ v), na ttvar vznikly T, (U) potom
transformaci T, (x, =z, +«, y =y, + '), dospéjeme k ttvaru
T,T,(U), jenz vychdzi z utvaru piivodniho U také jedinou trans-
formaci I'(xy, =24 u-+ o, y, =y +v4'); tato T je zase
translace a sice sméru, ktery je odchylen od 4 X o uhel, jehoz
Zi::,, a velikosti V(u + w)? 4+ (v + ¢')* (obr. 3.).

Pravime proto, Ze v8echny translace v roviné tvoii grupu.
Grupou transformaci{ nazyvd se totiZ v mathematice soustava
transformaci takovd, Ze produkt kterychkoli dvou transformaci

tg jest
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soustavy jest zase transformace této soustavy. Grupa translaci
md oo? ¢lend, jakoz prve uvedeno. Stiedové soumérnosti pevného
stfedu tvof{ grupu o dvou ¢lenech (1 a S), stfedové soumérnosti
pii riznych sttedech netvofi grupu, ale ovSem spolu s trans-
lacemi tvoi{ grupu.

Plati konetné 7,7, = T, T, (zndzornéno na obr. 3.: T, T,
pievddi a v a, cestou aa,a,, T, T, cestou aa’;a,).

Hlavni vysledky dosavadnich dvah shrnujeme takto: Stre-
dovd soumérnost je transformace involutorni; existuje o® riz-
nych stredovich soumérnosti v roviné, mejsou kommutativni. Dvé
stfedové soumérnosti pii riznych stiedech jsou ekvivalentni
translaci, jejiz smér je rovnobéiny se spojnici onéch stFedi
a velikost dvojndsobek vzddlenost: jejich. Vsechny translace
© roviné tvori grupu s x? cleni; tramslace jsou kommutativni.

2. Ponévadz smérem dosud sledovanym nedochdzime uz
k transformacim nového druhu (tvofif translace grupu), nutno
vyjiti znova od néjaké zcela jednoduché transformace; budiZ to
pravovhld soumérnost osovd (orthogondlni symmetrie axidlnf).

Zvolena-li v roviné pevnd osa. proménime dany Wtvar
v soumérné sdruZeny dle této osy, jestlize spustime s kazdého
jeho bodu (ve skuteCnosti s dostatetného pottu vyznaénych bodd)
kolmici na osu a prodlouZime ji na druhou stranu osy o kolmou
tisetku, omezenou bodem a patou kolmice na ose; znatkou
transformace takové budiz O.

a) Kazdy udtvar U, soumérné sdruzeny dle osy O, s U,
~ tUtvarem to soumérné sdruZenym dle O, s pivodné danym U,
jest totozny s U; jinak feteno, pravoiihld soumérnost osovd pii
pevné ose je transformace involutorni: O] =1 &li O7* = 0,.

b) Applikujme na U, == O, (U) transformaci O, dle jiné
osy O, (obr. 4.); mozno utvar takto vznikly U, = 0, (U,) =
0,0, (U) obdrzeti ptimo z U a jakym zpisobem? Ndzor uka-
zuje a kratkd ivaha dosvédiuje, ze jest to otoleni, rotace kolem
prisetiku o obou os O, a O, o thel rovny dvojndsobku ihlu
osami sevieného. Utvar abc (kladny trojihelnik) piejde trans-
formaci O, v Gtvar a,b,¢, (zdporny A\), tento transformaci O,
YV aybyc, (kladny A\); v&imnéme si blize bodu @ a jeho trans-
formovanych (nebo kteréhokoli jiného). Plati pfi prvé transfor-
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maci a,0 = ao, pH druhé ag0 = a,0, tedy a,0 = a0 ; je-li pak

A
<a00;, = e, 0,0, = ¢, plati dile: < 0,0a, = @00, = q,
tedy aoa, = 2e, <t Oy0a, = < 0,0, + < 0,0a, = <t 0,04,
— 0,0, = — @, < 4,00, —a — ¢ a konetné¢ < aoa,
= aoa; + a,00, + Oyo0a, = 2¢ — (& — @) — (@ — @) =2¢.

Obr. 4.

Pravothlych symmetrii osovych v roving jest =? (jest oc?
piimek-o0s), které netvofi grupu, jezto vysledek dvou sym-
metrif je rotace, transformace jiného druhu. Obecné nejsou kom-
mutativni, nebof transformaci 0,0, dojdeme k jinému utvaru
nez transformaci 0,0, ; plati totiz pii transformaci O, 0, (na-
pfed dle 0,, potom dle 0,), Ze <t ava’y = a00, + 0O,0a’;, +
@100, + 0,00/, =+ —(9+H— @+ p=—29p. Dv&
orthogondlni osové symmetrie jsou kommutativni patrné jenom
v pfipadé, kdy — 29 =+ 29 — 360", (ili 2¢=—180° ¢ili
¢ =90". Jsou-li osy ¢, a O, navzdjem kolmé, jest vysledek
transformaci 0,0, (= 0, 0,) rotace kolem (0,, O,) o thel 180°,
tedy sttedovd soumérnost. Transformujeme-li Gtvar néjaky U
v utvar U, soumérny s U dle osy, U, pak v U, soumérny
8 U, dle osy kolmé k prvé ose (nebo v opatném poiddku) jest
vznikly dtvar 0, soumérny s U dle prisetiku obou os.
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Analytické vyjddfeni orthogondlni osové soumérnosti jest
velmi jednoduché; zvolime-li osu soufadnic Y za osu symmetrie,
plati dle vyméru z, = — z, y, = y. Jest vidéti, Ze O} mi
vyraz: z, = — &, = x, y, = y, = ¥, a jest tedy identickon
transformaci.

M4-li osa (), obecn&jsi polohu pimky jdouci poédtkem
(y = uf), plati: pfedné spojnice bodfi, daného (z, y) a trans-
formovaného (z;, y,) jest kolma k O, ¢ili

1
KA ‘-y:‘7(x1 — 1),

dsle pilici bod této spojnice ﬂ%——f, y—‘—;-i/ lezi na O,, t. j.

Yy, +y=u (2, + x); spojenim obou rovnic dostaneme

U —u“_{_7 2u
A I T
2u 1—ut

h=C AT Y T
Témto rovnicim transformadnim lze d4ti prehlednéjsi tvar,
dosadime-li za « hodnotu jeho ¢g »; dostaneme
T, =z cos 20 + y sin 2w,
* Y =z sin 20 — ¥y cos 2w,

Vysledek transformace této O, a druhé dle osy y—=tgo’ .£:

0, [ 2y =z, cos 20" + y, sin 2,
| ¥ = 2, sin 20" — ¥, cos 20,
jest
[ #* =2 cos 2w cos 20" 4 y sin 20 cos 20" + x sin 20 sin 20"
0,0, J — y cos 20 cos 20" = '
zcos 2 (0 —w) — Yy sin2 (0" — o),
l Y=z sin2 (0" — o)+ ycos 2 (0’ — o),

¢ili nazveme-li dhel obou 08 ®" — @ =g, jest vyslednd trans-
formace (rotace kolem potdtku)

R xz:xcos?@—ysi’n?q),
Yo = 5in 29 1+ ¥ cos 29.
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Rotace roviny jest transformace, pii niz kazdy bod v ro-
viné se ototi kolem téhoZ bodu (stfedu rotace) o tyz dhel, tak
totiz, Ze privodi¢ bodu v nové poloze vzhledem ke stfedu je
roven starému privodi¢i a svird s nim thel pro vSechny dvo-
jice korrespondujicich bodi tyz. Rotace je urtena svym sttedem
a uhlem. Riznych rotaci v roviné kolem pevného stiedu jest
o, ponévadZ existuje o 1ihli rotatnich, a tvoif grupu o= ¢lentd
kommutativnich, jezto rotaci o tdhel &, potom ;3 dostaneme tyz
vysledek jako rotaci o dhel 3, potom e, totiz ten, ktery plyne
jedinou rotaci o dhel a + 3.

To plyne také jednoduchym poltem: Rotace o thel «
kolem pocdtku a potom rotace o uhel g kolem téhoZ poldtku,
totiz

R Jxlzxcosa—ysina, |z, ==, cos B — ¥y, sin f,
“lylzxsina—{:ycosa, ﬂ\y2=xlsinﬁ+ylcosﬂ,

ddvaji slozeny transformaci

2, = cos (& + ) — y sin (@ + B),
Yo =z sin (& + ) + ycos (4 p),

coz je rotace kolem poldtku o thel ¢ 4 g nebo g 4 «. PiSeme
tento vysledek
Ra . R,g = Raﬂq = Rf).]{a.

Rotace pii pevném stiedu o thel, jenz je délitelem plného
dhlu (nebo jeho %-ndsobku) tvoff grupu o koneéném pottu ¢lend,

)
totiZ rotace o tihel ¢ tvoif grupu s » = :q% ¢leny (po piipadé

2{)1 tleny); polohy bodu takto transformovaného vSemi » rota-

cemi koneéné grupy urluji jako vrcholy pravidelny #n-tihelnik
(po pf. mnohodhelnik %-tého fddu).

Viech riznych rotaci v roviné jest oc3 v souhlase s tim,
Ze jest v roviné oc ? bodd, kolem nich? jako stiedd rotace miiZe
nastati, a pfi kazdém oo riznych dhld rotacnich. Jaky je vy-
sledek dvou rotaci pfi riznych sttedech?

Abychom to vySetfili vi&imnéme si, jak lze sestrojiti ne-
zndmy stfed rotace k dvéma ttvardim, z nichZz jeden vznikl
z druhého touto transformaci. Stfed rotace lezi patrné na sym-
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metrile kazdé usetky spojujici dva korrespondujici body; pri-
setik dvou tak\ovych symmetrdl je hledany stied.

Applikujeme-li na dany ttvar abe (obr. 5.) rotaci dle
stiedu o, o tuhel ¢,, na Gtvar tak vznikly a,b,¢, pak rotaci kol
stfedu o, o thel @,, povstane dtvar a,b,c,, kterj lze obdrzeti
z abc jedinou rotaci kolem sttedu o o dhel 9 =¢, 4+ ¢,. Vy-
sledek tento poddvé konstrukce a tvaha i polet jej potvrzuje;
mdme-li na zfeteli nejprve ttebas uselku ac a jeji transformo-
vané a,c¢,, a,c,, jest jisto, Ze symmetrily spojnic aa,, cc, urti
svym prisetikem stfed rotace, kterd previadi ac v agc,; touZ

Obr. 5.

rotaci piejde viak také utvar nad ac sestrojeny v dtvar s nim
shodny, sestrojeny nad a,c, (s podminkou, Ze wihly utvaru a,b,c,,
a tedy cely dtvar ten, jsou smyslu souhlasného s thly dtvaru
piivodniho abe). Ze pak thel vysledné rotace je souttem thld
jednotlivych obou rotaci, vidéti odtud, Ze pfimka ac pfejde ro-
taci prvni v piimku a,c,, pfi ¢emz thel rotatni ¢, uddn jest
thlem kolmic spusténych na ac a a,c, ze stfedu o,, rotaci
drubou pak pfejde a,¢, v pHmku a,c,, a thel rotace druhé ¢,
Jjest zase thlem kolmic na a,e;, a a,c, ze stfedu o¢,; rotaci
vyslednou ptejde pak ac v ptimku a,c, a thel piisludnych
kolmic z nového stfedu o, totiz dhel vysledné rotace @ = @,
~+ @5, jezto kolmice na a,c, ze sttedd o,, 0y, 0 jsou rovnobézné,
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rovnéz kolmice ze stfedd o, a o na ac a ze stfedi o, 0o na
a,¢,. Vychdzi tedy, Ze
Roy, g5« Royy 3 = Ro, ¢, kde 9 =g, 4 @,.

Za utelem analytického poddni véci nutno vzorce pro ro-
taci zobecniti pro libovolny stied rotace (m, x). Jest patrno,
7e bod, jehoz soufadnice vzhledem k (0, 0) jsou (z, y), md
vzhledem k (m,n) soufadnice (x — m, y — n), podobné (x, y,)
zase (x, —m, Yy, — n).

Plati tedy pro rotaci kol stfedu (m, n) o thel ¢, tyto
vzorce transformadni:

Rov ¥1 {

Pripojime-li potom transformaci

z, = (x — m) cos ¢, — (y — n) sin @, + m,
Yy, = (x — m) sin @, + (y — n) cos ¢, + n.

xy = (@, —m') cos @, — (y, — W) sin @y + m/,
Yy = (&, — m') sin @y 4 (y, — n') cos @y + '

dle sttedu (m’, »’) o thel @,, dostaneme substituci ze vzorct
pro Ro,, ¢, do vzorcid Ro,, ¢, transformacéni rovnice, které svim
tvarem svédéi o rotaci Ro, ¢, kde ¢ = @, + @,.

Celé odvozeni lze jinak podati tim, Zze kaZdou rotaci Ro, ¢
kolem stfedu o rizného od poldtku, pfevedeme na rotaci kolem
pocdtku. Utvar abe prevedeme zajisté v a,b,¢, bud pimo ro-
taci kolem stfedu o, nebo také postupnym provedenim téchto
transformaci: translaci celé roviny tak, aby o pfiSel do poédtku,
rotaci kol poldtku o dhel @, potom translaci celé roviny ta-
kovou, aby poldtek priSel zase do o (tato drubd translace je
oviem inversni k prvé) ¢ili plati

ROH (S Tl 'R'Pl 'TI_I)

Roz; 92 {

podobné
Rog,q\2 —_— T2 ..R<p2 . T;I,
tedy konetné
Roz, @9 .Rol, 9 = Tl 'R‘Pl .Ti—' 'T2 ..Rq*g ._T;l,
coZ je rotace, jestliZe produkt translace a rotace jest rotaci.
To pak jest uz z toho divodu, Ze translaci mozno poklidati za
rotaci se stiedem v nekoneénu.
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Dosli jsme toho vysledku tedy, Ze vSechny rotace v ro-
viné v poftu oo ? tvoii grupu; jeji Elenové, jak se snadno pie-
svédéime, nejsou kommutativni. Ddle vychdzi, Ze rovnéz viechny
translace a rotace tvofi dohromady grupu; sloZime-li translaci

T{xlzx -+ m
h=y+n
R{xzle cos @ — ¥, Sin @,

Yo = 2, Stn @ + Y, cos @,

s rotaci kol potdtku

dostdvame transformaci

RT{%: (x4 m) c<_>s<p~(y-|—n)sinq1,
Yo = (y+m) sin ¢ + (y + ) cos g,
Jjindy

Ty, =X COSP — Y Sin® + m

Yo = sin @+ ycos ¢ + n,

tak ze vychdzi odtud R7 == TR, tili translace a rotace nejsou
kommutativni.

Hlavni vysledky jsou: Osovd pravouhld soumérnost je
transformace involutorni; existuje ©* rdangch osovych soumér-
nosti pravouhlych v roviné, je? mejsou kommutativni, vyjimaje
pripad kolmych os. Dvé osové soumérnosti pri raznych osdch
Jjsow ekvivalentni rotaci, jejis st¥ed jest v priseCiku os a hel
rotaéni dvojndsobek hlu jejich. Viechny rotace kol pevného
stredu tvori grupu o' élend zdménngch; pozoruhodné jsou
grupy pravidelnych mnohovhelniki (s koneénym pocltem élendt).
Viechny rotace v roviné tvori grupu o3 élend nekommutativnich.

Uz bylo uvedeno, Ze translace a rotace tvofi také grupu;
mezi rotace patfi jako zvl4stni p¥ipad (p = 180°9) stfedové sou-
mérnosti. VSechny tyto transformace méni pouze polohu dtvaru
rovinného, neméni jeho tvar, velikost ani smysl. Grupa téchto
transformaci sluje grupow pohybié v roviné (déplacement, Be-
wegung); md oc? &lenti. Utvary transformované jsou pii této
grupé shodné s pivodnimi a stejného smyslu s nimi. Rozsfi-
me-li transformace grupy pohybil v roviné o o0sové soumérnosti
pravoihlé, vznikne op8t grupa, jejiz transformace zachovdvaji
tvar i velikost dtvard, ménice po piipadé smysl jejich; Gtvary
transformované jsou s pivodnimi shodné a smyslu souhlasného

oz |
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nebo protivného. Neproménnymi (invariantnimi) pri této nej-
Sirst grupé, ke které jsme dospéli dosud, jsou tedy fwar a ve-
likost #tvard rovinnych. Dva dtvary shodné, v roving jakkoli
poloZené, prechdzeji jeden v druhy n&jakou transformacf uve-
dené grupy.

3. Geom. tutvar proménime v homotheticky dle daného
stfedu a daného poméru, spojice kazdy bod dtvaru se stfedem
a rozdélice kaZdou tuto spojnici dle téhoz daného poméru, totiz
tak, aby pomér vzdilenosti transformovaného bodu od stfedu a
vzddlenosti pivodniho bodu od sttedu byl konstantni (p). Strany
piimotarého tGtvaru transformovaného jsou rovnobéiné s korre-
spondujicimi stranami pivodniho, spojujice koncové body stejno-
lehlych dsekd ve svazku paprskovém. Transformaci uvedenou
nazveme H ; je charakterisovdna pomérem p a stiedem s, Skl4-
dejme homothetické transformace

a) pri pevném stredu s. Zde plati
H, .H, = Hy,,

t. j. dvé homothetické transformace dle poméru p a g, prove-
dené postupné, jsou ekvivalentni jedné takové transformaci dle
poméru, jenz je soutinem onéch jednotlivych pomért (pq). Nebot
jsou-li bod plvodni @, prvni transformovany a,, druhy a,, jest
dle definice

oS __ AyS

s P 5:5 =9
a proto

ayS __ 08 a8

as — a,s as =42

Homothetickd transformace neméni v nitem daného ttvaru,
Je-li pomér jeji 1. Md-li vysledni transformace byti identita,

jest nutno, by pg =1, t. j. ¢ = —11’—

Homothetickd transformace pevného stiedu i poméru, ap-
plikovand n-krit vede k vysledni transformaci H,”, jejiZ pomér
je p*; pifeme (H,)* = H,”. Aby homothetickd transformace
byla involutorni, t. j. aby (Hp)?= 1, jest nutno, aby p?=1,
i vychdzi, z2¢ p =+ 1; v prvnim pipadé jest to identickd
transformace, v druhém soumérnost stredovd, vysetfovand v odst. 1.
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Jest z uvedeného jasno, Ze vSechny homotheti¢nosti dle
pevného stfedu tvofi grupu oo transformaci, jejiz &leny jsou
kommutativni. Jediné totiz, co urtuje transformaci takovou pii
pevném stfedu. jest jeji pomér, pomér pak vysledné transfor-
mace jest pq = qp-

Transformace homothetickd dle stfedu (0, 0) a poméru p
jest ddna rovnicemi

% =D 1/?}1‘ =D
tili
H,: 2, = pz, y, =py.
Druhd homotheti¢nost téhoz stfedu poméru p’ jest
H' :z, =p'zy, ¥y, =0'ys,
vyslednd pak H,’.H, = H,,:
&y = p'px, Yy = P'pY-

b) dle raznych stiedi. Prevedeme-li dtvar U v homothe-
ticky U, dle stfedu s, a poméru p, : U, = H, (U), tento pak
v homotheticky U, dle jiného stiedu s, a poméru p, : U, =
H, (U,), ukazuje se, Ze spojnice korrespondujicich bodd twtvarii
U a U, prochdzeji jedinfm bodem s, jenz lezi na piimce s,s,
a je stiedem nové homothetie H—= H, . H,: pomér jeji p = p,p;,.

Médme-li totiz (obr. 6.) na zfeteli tsetku ab, plati o jeji

s a,b
transformované a,b,, %e jest a,b, || ab a ;bl =p,; O trans-

agby __ .
a,bl - pQ ] tedy

formované této, totiz a,b,, plati a,b, || a,b, &

celkem a,b, || ab a %b—“ = p,p,. Jsou proto paprsky a,s, as,

déle bys, bs Vv poméru témz p,p,, utvary ab, a,b, souvisi spolu
transformaci homothetickou o stredu s a poméru p,p,. Stfed s
lezi na s,s,: vedeme-li totiz pomocné rovnobézky a,t||ays,
b,t]| b,s, jsou trojthelniky a,b,s, a,b,t homothetické stfedu s,,
tedy body s, ¢, s, lezi na téze pkimce, rovnéz trojihelniky abs,
a;b,t jsou homothetické sttedu s,, coz znamend, Ze s, ¢, s, lezi
na jediné piimce; zminéné dvé piimky majice dva body spo-
letné (s, ¢) jsou totozné, Cili s lezi s body s,, s, v pfimce.
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Analytické vyjddieni transformace homothetické pti stiedu
(m,, n,) a poméru p, plyne, podobné jako prve, z rovnic
xl__lnl__) ?/1‘"&_])”

z—m ~ YV y—mn,

totiz
rn=pz— @ —1m, y =py— », — 1) n,.

Drubd, transformace stfedu (im,, n,) poméru p, mg vyraz:

Zy = Poty — (po — 1) mg, Yy = poyy — (py — 1) ny,

Obr. 6.

tak Ze sloZzenim obou vychdzi transformace

Zy = P01 % — (Popy — 1my + py — Lmy),
Ys = papry — Papr — 10y + py — 1 my).

Protoze pomér sloZené transformace jest, jak uZ zndmo,
nebo jak uddvd soutinitel u x a y ve vzorcich, soudin p,p,,
jsou soufadnice stfedu nové homothetitnosti
P —m +(po—Dmy py (0 — 10y + @ — 1)1y .

popy — 1 ’ Pop; — 1
Nebot vyraz pro z, {na pf.) ukazuje, Ze tsetku stfedu m,

dostaneme, délice absolutni tlen jeho, zdporné vzaty (p, — 1m,)
18
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vyrazem p, — 1, totiz cCislem uddvajicim pomér transformace
zmen$enym o 1. Soufadnice nového stfedu

s — 1
p— 1

Pol(py — 1) p,— 1 Pe(py — 1)
2l o, = m
Papy —1 +172p1 —17% Py — 1

ny + ]f: 2y
maji tvar xm, + Am,, %zn, + An,, coZ znamend, Ze novy stfed
lezi na spojnici obou danych stfedu.

Kdybychom na ttvar U, applikovali dal$i homothetickou
transtormaci, jejiz stfed » bychom zvolili na ss,, dostaneme
utvar U,, ktery s U souvisi zase homothetii o stfedu poloZzeném
na piimce s;s,». Jest vidéti, Ze v3echny homothetitnosti, jichz
stfedy lezi na téze piimce, tvofi grupu oo ® transformaci; oo ?
v souhlase s oo poltem pomérd a oo poitem stiedd na této
piimee volitelngch.

Viech homothetickych transformaci v roviné jest oo, jeito
stfedd jejich lze zvoliti wo? a pomérit v kaZdém piipadé oo. Tvoif
grupu transformaci nekommutativnich. U'tvary homothetické jsou
podobné, transformace homothetickd zachovdvé tvar atvart geo-
metrickych ; vedle toho jsou podobné poloZeny, zvlistni to pfipad
vztahu perspektivniho. Spojnice stejnolehlych bodt prochdzeji
pevaym bodem, stiedem homothetiénosti, stejnolehlé piimky
jsou rovnobéZné, lze tedy Ffici, Ze se protinaji na spoleiné ose,
pfimce v nekonelnu.

Applikujeme-li na Gtvar, vznikly transformnaci homothetickou
z daného Gtvaru, nékterou z transformaci diive uvedenych (pohyb),
dostaneme utvar pivodnimu zajisté podobny (pohyb neméni
tvaru), ne vSak vzdy podobné polozeny. Transformujeme-li U
homotheticky v U, (m, n stfed, p pomér), tento translaci v U,
(%, =z, +u, y, =y, +v), souvisi U, s U transformaci TH:

Z, = px — (p — L)m + u,
Yo =py — @ —Dn-+v,
0% jest, jak patrno, homothetickd transformace o poméru p
a stiedu gt%-y, (-p——(f;l—)_—?—l)—i, t. j. stied vysledné
homotheti¢nosti je posunut o
u v
S
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&ili o délku

smérem, jehoz fg jest 2;7 (opainym smérem, jimZ vykondme 7

0 délku (p — 1)krdt mensi).

Homothetickd, transformace sloZena s rotaci neddvd uz
homotheti¢nost; mdme zde dva ttvary (pivodni a po druhé trans-
formovany), jez jsou pouze podobny; transformaéni vzorce, které
dostaneme obdobnym dosazenim jako vidy, poddvaji z,, y, jako
vyrazy 1. stupné v z a y, stru¢né linedrni funkce argumenti
z a y. Transformace takovd, obecné tvaru x, = ax -+ by + ¢,
Yo, = dx -+ ey + f, sluje affinita; povaha affinity bez analytické
geometrie bude vyloZena pozdé&ji. Lze tedy vyslednou nasi trans-
formaci (produkt homotheti¢nosti a pohybu), zvldstni to p¥ipad
affinity, nazvati podobnostni affinitou.

Jako nejdalezitéjsi vysledky vySetfovdni pFedchdzejiciho
jest uvésti: Produkt dvow homothetickych transformaci jest
homothetiénost, jejiz pomér je soucinem poméri slofek. Homo-
thetické transformace téhos stiedu tvori grupu oo élend zdmén-
nych; transformace, jiché stiedy leZi wa primce, tvoFi grupu
x 2 ¢lentt nekommutativnich.

4. Roz8ifme transformaci v Gtvar osové soumérny (odst. 2.)
tim, e vypustime pozadavek vésti z bodi daného utvaru kolmice
na osu, stanovice pouze, ze jest vésti z bodi téch rovnobézné
primky, svirajici totiz s osou stdly thel. Proménime tedy tutvar
U v utvar U,, osové $ikmo soumérny s U dle osy O v dhlu «,
vedeme-li z bodd utvaru U piimky téhoz sméru, odchylené od O
o thel «, a prodlouzime-li je za osu o vzddlenost uvazovaného
bodu od prisetiku ptimky s osou.

Osovd §ikmd soumérnost je transformace involutorni. Ana-
Iyticky ji vyjddiime nejjednodudiimi rovnicemi, zvolime-li za osu
soumérnosti soufadnou osu X, ddle budiz ¢9 ¢ = k; i plati
&_.-2%125, Y ;hy-_-,,
lezi na ose X (prisetik pfimky, vedené body korrespondujicimi
a odchylené o thel « od osy; 8 osou), dile y — n = k(z — &)

18*

v pravouhlé soustavé soufadnic, Ze body
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Dosadice za § a n do posledni rovnice (pii nasi volbé osy sou-
mérnosti jest 4 = 0), obdrzime y:k(x —"ﬁi_—x) odtud pak

./1+/

T, =z — ?D y, k tomu pfistupuje 4 = =0 ¢ili yy =—y.

Inversni transformace ST (od itvaru U, k U) md rovnice

2
xzxt_f.yn

y=—"Yn
jak plyne z piedchdzejicich, i jest patrno, Ze
Ssi=4, tj =

Spojnice korrespondujicich bodid dvou utvard osové Sikmo
symmetrickych jsou spolu rovnobézné, jak uvedeno ve vyméru
této transformace, mozno tedy fici, ze se protinaji v jediném
bodé ubézném. Korrespondujici p¥imky protinaji se na ose sou-
mérnosti, jeZto body této osy jsou samodruzné, sdruZeny se sebou
samymi: vychdzi to také odtud, Ze sdruZené pfimky (na pt. ab,
a,b,) a osa spojuji mezné body umérnych tsetek (aay, bby; oy,
beb,), poloZzenych na rovnobézkdch (aa,, bb,), prochdzeji tudiz
viechny tfi spoleénym bodem. Transformace roviny $ikmou sou-
mérnosti osovou je urlena osou a smérem, v némZ (vzhledem
k ose) vedena osnova rovnobézek; jest tedy takovych trans-
formaci v roving oo®, Sklddejme transformace ty nejprve pii
pevné ose, potom pfi pevném sméru.

Transformujeme-li dtvar U, = S, (U) dle téze osy, v jiném
vsak sméru (transformaci §,) v utvar U, = S,S, (U) (obr. 7.),
neni nesnadno vysetfiti, jak souvisi U, s U. Plati zajisté a,q, : a,a
=a,dy : a,a, = 1:2, pro body b, c. d, ... obdobné timéry;
tuto, a obdobné ostatni, lze doplniti pomérem a,d’, : aa,
(= 1:2). Dile jest vidéti, Ze aga’g, bob g, CoCg; - - - jSOU V poméru
vzdélenosti bodd a,,d,,c,, . . . od 08y (jsouce stejnolehlymi stra-
nami v podobnych trojihelnicich a,a,a’y, byb,b'; - . .), tedy také
v poméru vzd4lenosti boddl a, b, ¢, ... od osy (jez jsou piede-
§ym vzddlenostem rovny); ve spojeni s pfedchdzejici vétou
aay = 20,0y, bb; =2 . byb'y, . . . Mme aa, : tbby eyt .. =
poméru vzdélenosti bodd a, b, ¢, ... od 08y. Visledek vieho

-
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jest, Ze spojnice korrespondujicich bodd v tdtvarech U a U, jsou

rovnobézny s osou a umérny vzddlenostem bodld t&ch od osy.
Transformace takovd sluje elace (E); piSeme

S,.8, =E,

dvé Sikmé soumérnosti s touze osou a riznymi sméry dévaji

dohromady elaci. Jezto

x _x'—"z
Sl{ 11— k?h

h=—%

podobné nazveme-li tg 8 =1 (B je Ghel rovnobézek v S, s osou)

2
S Lo — 2%, _—l—yl’

2

Y2=—Yo»
vychazi
1 1
E:;S'g.Sl‘%:x—?(_lc__T)y’
Yo=Y '

. 1
coz piseme strutnéji z, =z — ;n?' y, kladouce 1 1

EOl T m’
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nebo z, =z + ay, y, = y. Vzorce tyto uddvaji totéz, co odvo-
zeno uvahou: vzddlenost bodu od osy pfi transformaci F se
neméni, kazdy bod se posune smérem osy o délku dmérnoun své
vzddlenosti od osy.

Ptevedme atvar U v utvar U, dle osy O, U, pak v U,
dle jiné osy (O, neménice viak osnovu rovnobéZek (obr. 8);
ukazuje se, Ze twtvar U, jest s U ve vztahu, k jakému jsme

dospéli ptedesle, totiz U, — E(U). Osa této elace prochdzi pri-
setikem os O, O’ a jest rovmobéznd s onim smérem osnovy
rovnobézek. Dikaz je jednoduchy: p¥mky aa,, bb,, cc,, . . .
jsou rovnobézny; usetky aa,, bb,, cc,. jsou dvojndsobky usetek
ag@’g, byb'y, co¢’y, Umérnych svym vzddlenostem od priseciku
0s. K vili analytickému dikazu volme za osu soumérnosti piimku
y = ux, smér transformace vSak budiZz rovnobéiny s osou X,

tedy fg @ =0; obdobn& jako prve jest ‘Z;———% =k =0, tedy
o l -_—

z .
y, =y, ddle 2 ;— , 4 ;— J— y je bod osy, protez plati
y=u % ;— f, z tehoz vychdzeji vzorce transformacni

2
n=—2+—y hi =y
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Transformujeme-li po druhé dle osy y — w'z, p¥i temi jest
2
Yo = — 7, +;ryn Yo=Y

jest produkt obou transformaci ddén vzorci

1 1
Ty =2z — 2 ”u"‘;r).’/} Yo = Y-

Jest to elace, jejiz osou je osa soutadnic X, rovnobéZnd se
smérem Sikmych soumérnosti a jdouci priseéikem (0, 0) jednot-
livych os.

Produkt dvou gikmych osovych soumérnosti p¥i riznych
osdch i smérech jest affinita; nebof spojenim piislu$nych vzorci
transformaénich vychdzeji soufadnice bodu v U, jako linedrnf
funkce soufadnic bodu v U. Pouze ve zvlditnim piipadé, kdy
volime osu druhé transformace rovnobéZnou se smmérem prvé
transformace a zdroveni smér druhé soumérnosti rovnobézny s osou
prvé, jsou ttvary U a U, ve vztahu velmi jednoduchém, jsou
totiz spolu sounlérné sdruzeny dle stfedu, jimz jest priselik
obou os. Dikaz toho neéini zddnych obtizi.

Nastdvd nyni dkol vySetfiti novou transformaci, ku které
jsme dvakrdt byli pfivedeni, totiZ elaci. Spojnice korrespondu-
jicich bod@ jsou spolu rovnobézny, rovnéZ s osou, maji tedy
viechny spoleény bod v nekone’nu na ose. Ponévadz pak vzdd-
lenosti spojnic téch (na pt. aa,, hb,) od osy jsou Gmérny jich
délce, protinaji se korrespondujici piimky (abd, a,b,) na ose.
Elace jest uréena osou a koefficientem, jenz uddvd, kolikrdt je
posunutf bodu podél osy vétsi nez jeho vzddlenost od osy; existuje
v roviné proto oo® riznych elaci.

Jest samoziejmé, 7e produkt dvou elaci pfi pevné ose jest
zase elace s touze osou, jejiz koefficient je souttem koefficientit
Jjednotlivych elaci; analyticky vychdzeji oviem také z rovnic

E, | % fx+a.7/’ E2{x2=xl + a’y,
\h=vy Yo =%
rovoice
. ) EQE,I%::”'*'(“'*'“’“/,
| ¥ =y
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Na poiddku koefficientd @, @’ v prvé rovmici patrné nezdleZi.
Tvoti tedy elace pii pevné ose grupu oo ¢tlentt kommutativnich.

Jaky je vysledek dvou elaci, jejichz osy jsou rovnobé&zny?
Analyticky vyraz elace, jejiz osou jest pt¥imka, rovnobéznd
s osou X ve vzddlenosti m, jest

E ]xl_..x—i-a(/—m)
=y
obdobné elace, jejiz osa je o délku » vzddlena od X:

=2+ b (o —n)
Ny =,

Obr. 9.

i jest produkt obou

E, . E, Jo, =2+ @+ by — am —bn
% =v ’
¢oZ jest, jak vidno, elace, jejiz koefficient jest soudet koefficient
obou slozek a jejiZ osa jest rovnob&Zznd s osami slozek, majic
od X vzddlenost 2 i;’ "
béznymi jest tedy grupou; grupa ta md oo? Clen& (oo rovno-
béznych os, oo koefficienti) kommutativnich.
Vsechny (o03) elace v roviné netvofi grupu, nenif produkt
dvou elaci pfi osdch riznych a obecné poloZenych elace, nybrz
jen affinita.

(obr. 9.). Soustava elaci s osami rovno-
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Hlavni obsah pfedchdzejicich ivah opakujeme: Osovd Sikmd
soumérnost je transformace tnvolutorni, je uréena osow a smérem.
Dvé takové soumérnosti piri pevné ose jsou ekvivalentni elaci
podél osy, rovnéZ dvé soumérnosti pii pevném sméru jsow ekvi-
valentni elaci podél osy, jdouci prisecikem os jejich rovnobéiné
se smérem jejich. Klace pii téZe ose tvori grupu o élend zd-
ménnyjch, podobné elace prii rovnobéinych osdch grupu o? élendi
zdménngych.

Osovd 3ikmd soumérnost méni tvar, ale neméni plochu
geometrickych ttvard; nebot (obr. 7.) A abc — pétithelnik
aygabee, — Ctyrihelnik a,acc , obdobné /\ a,b,c;, = aya,b,c,c,
— @10, (dle pak ayabec, = aga,bcicqy AACC; = @y C1Cy
(rovné zdkladny a vysky u lichobéznikd). Utvary pfimotaré lze
pak rozloziti v trojihelniky, k¥ivolaré lze poklddati za mezni
ptipad piimocarych; plati tedy rovnost ploch obecné. Neméni
ndsledkem toho velikost ploch ani elace, ani affinity, k nimz
jsme dospéli slozenim osovych Sikmych soumérnosti pii réznych
osdch a smérech a slozenim elaci pfi réznych osdch. Jest pfi-
padno proto nazvati affinity tyto stejnoplochymi. 7e na pt. elace
neméni velikost plochy trojihelnika s vrcholy (z, y), (¢, ¥),
(@, y”), vychdzi analyticky pouhou proménou determinantu:
trojihelnik s vrcholy transformovanymi mg plochu

'.’E,, :’/1) ll x"*‘“yr ¥ 1 ‘-7/'7 y, 1
'y, yn = o'+ ay, 3/7 1 =4, ¥, 1
'x TR ATI ‘ 2"+ ay’, ¥, lx") ¥, 1
ay, y, 1 z, y 1
+lay, ¥, 1| =2, ¥, 1|+0,
’ ay”’ y”, 1 x", y’l, 1

coZ je plocha trojihelnika ptvodniho.

5. Jako jsme zobecnili stfedovou soumérnost v homo-
theti¢nost, nahradivie jeji pomér — 1 pomérem obecnym p,
roz§itime také Sikmou soumérnost osovou tim, Ze za pomér
vzd4lenosti transformovaného bodu od osy a piévodnfho bodu
od osy volime misto — 1 obecné &islo p. Transformaci takovou
Jmenujme (ndzvem ddle oduvodnénym) perspektivni (homologickou)

affinitou.
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K ttvaru rovinnému sestrojime itvar perspektivné affinni
pfi dané ose, daném sméru a daném poméru, vedeme-li body
utvaru osnovu rovnobéZek udaného sméru a na kazdé nalezneme
bod té vlastnosti, Ze pomér vzddlenosti jeho od prisetiku rovno-
bézky s osou a vzddlenosti pivodniho bodu od téhoz priseéiku
je roven danému poméru a ovSem stdly. Transformaci tuto na-
zyvejme A. Je jasno, Ze spojnice korrespondujicich bodd dvou
utvard perspektivné affinnich jsou veskrze rovnobézné, ddle Ze
korrespondujici piimky protinaji se na ose; divody jsou tytéz
jako pfii osové $ikmé symmetrii, Jestlize utvar U piechdzi v U
affinitou perspektivni dle poméru p (4,), ptechdzi U, v U affinitou

dle poméru ;1)— jest tedy A, transformace inversni k 4,; 4, je
»
identickd transformace, A_, jedind involutorni (Sikmd, ve zvl.
pripadé kolmd osovd soumérnost).

Prevedeme-li U v U, affinitou 4, U, pak v U, trans-
formaci A, dle téée osy a pri témé smoru, souvisi U s [,
transformaci A4, . 4,, coZ je affinita A4,, téze osy a téhoz sméru,
jejiz pomér r je soutinem pomérd plvodnich affinit ¢p. Pro-
tinaji-li totiz ptimky aa,a,. bb,b,. ccyc, osu v bodech resp. «,,

ayay __bby __cicy

be, c,, plati ndsledkem 4,,: = = p, ndsledkem

aa, ~ bby — cey
/) byb CoC . . Ay,
A4, pak 20 =_220—-"270 — 4 tedy spojenim obojiho —2-0=—
« P aay by ey © ¥ s ! aay
baby —CaCo __

S0 = = pq. Perspektivni affinity p¥i pevné ose a sméru
bb, cCy

tvofi grupu oo Clenti zdménnych.

Uzitim soufadnic, zvolime-li osu X za osu affinity, uddme-li
smér transformace uhlem «, ktery svird s osou (tak ze tg « =#%),
a nazveme-li pomér jeji p, lze pséti

T, — Ty _ Y — Yo Yo — Y __
/ e e A
kde z,, y, (=0) je bod osy, prisetik jeji s pfimkou spojujict
dva body sobé odpovidajici (z, ), (x,, y,). Odtud plyne

p — 1
4] m=e Ty
% = vy



Obdobné jest
— 411
‘4(1 x‘.’ 1 k yl?

| Y2 = a1,
tak ze

1
A Apm=a+ Py g =pgy;

tim potvrzen znova uvedeny vysledek.

Jest nyni tkol sklddati affinity perspektivni p#i pevné ose
sice, aviak pri raznych smérech a pomérech. Applikujeme li na
rovinu nejprve transformaci

[, —, 2—1
Ak,pixl—x_!_ k y?

Y = DPY,
potom
r—1
A, p { Xy ==, + k/_ Yo
Ys =21,
jest uhrnng transformace

- F(p—1)~+kp(p —1)
4, ) B=2ty T )

¥ =1'py,

i jest patrno, Ze tento produkt dvou affinit je zase affinita pii
téze ose (ose X), jejiz pomér jest p’p a smér dén funkei

k'k (pp’

Flo—D+w@—1

— Fkpp'—p+p—1) _Khp(p'—1D)+Fk(p—1)
Fo—D+kp(p—1" kp(@—D+F(p—1 "

Plati tedy

A/t‘,]; .

._1)

tgaN:kII:

A, pr o A p = Ai, pp,

t. j. vSechny persp. affinity pii téZe ose tvofi grupu oo? Clent
nekommutativnich. (Dokongeni.)
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