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Spojime-li tyto po dvou, protind piimka a,a,‘ k¥ivku v bodu
4 g — v v ’
a”y, piimka a,a’, v a“, a konené a,a’, v bodu a”, . Lze doké-
zatl, Ze i a*, a“, a ay na piimce P lexi.
Nebot jsou-li w“;, u”;, w”,, parametry bodu a“, a*, a“,,
bude -
Uy u uty = — 1, uy wlyuy = — 1, wyuyuy =—1. ()
Znasobime-li rovnice B, obdrzime
wy 'y wy L Uy Wy L U uly uy = — 1
a vzhledem k rovnicim (o) :
u'y uy u’y = — 1, coZ jest ditkazem, Ze body w’, w/, u*,
na primce lezi. (Dokondent.)

Nékteré véty geometrie polohy v planimetrii
a geometrii deskriptivni.
Podava
F. Machovee.

Pokusim se co mozni jednoduse dokdzati nékteré véty
geom. polohy vzhledem ku kiivkiam II stupné nejprvé o kruznici
a ty pak uzitim zdkon@ promitini zevSeobecnim.

Zptsobu toho uzito sice jiz k dikazu mmohych vét geo-
metrie polohy, jak patrno ku p¥. ze slovniku Kliiglova v ¢lanku
»viereck“, kde vyvinuty jsou véty o Etyrdhelnicich vepsanych
a opsanych a dle Laplace véta Pascalova, neZ nejsou vysledky
tam obdrZené vSeobecné, nybrz platici jen pro jisté polohy
Gtvartt v nich se vyskytujicich.

1.) V ¢tyrdhelnfku vepsaném kiivee II stupné jsou Ctyry
body urceny protilehlymi stranami a teCnami v protilehljch
vrcholech na jediné piimce. KruZnici vepsany rovnobéznik miize
byti jen pravothelnik, neb dle vlastnosti rovnobéznikd musf byti
protilehlé hly stejné a v ¢tyrthelnicich vepsanych kruznici vy-
plhovati se do dvou pravych.

Je-li kruZnici vepsan pravouhelnik abcd, urcuji protilehlé
strany jeho dva body primky hekoneéné vzdilené, ponévadz
dale uhlopfiény toho pravotithelnika jsou priméry kruZnice neb
thly obvodové nad nimi jsou pravé, jsou i tecny v protilehlych
vrcholech stejnosmérné a urcuji tedy téZ dva body piimky ne-
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koneéné vzddlené, ¢imz dokazina platnost véty nadepsané o kaz-
dém kruZnici vepsaném pravouhelniku.

Plati-li ale véta ta o pravoidhelniku vepsaném kruZnici,

_plati i o kazdém rovnobéZniku, ktery jest vepsan libovolné éllipse
neb kazdou tu ellipsu s vepsanym rovnobéZnikem moZno pova-
Zovati co priumét pravoty kruzZnice, jiZ vepsdn pravouhelnik.

Je-li nyni libovolné kiivce II stupné, tedy kruznici, ellipse,
hyberbole neb parabole vepsin étyrihelnik, jehoZ protilehlé
strany urcuji dva body piimky P, kterd onu kiivku neprotind,
mozno povazovati kfivku s vepsanjm étyrahelnikem toho druhu,
co priimét sttedmoty ellipsy, jiZ vepsan rovnobéznik, k cemuz tteba
jen by ellipsa ta, byla v roviné, jejiz prumét stiedmoty piimky
nekonec¢né vzdilené jest piimka P. PonévadZ o ellipse vepsa-
ném rovnobézniku nadepsand véta dokdzana, plati i o primétu
jejim, jemuz vepsan ¢tyrihelnik zminéného druhu.

U vysledku tohoto pfestiva se v slovniku Kliglovu, jest
vSak patrno, Ze neni vSeobecny, an dosud nedokdzdna véta ta
pro Ctyrihelniky, u nichZ pfimka P md s kiivkou, jiZ ten étyr-
dhelnik vepsdn, spoletné body, an v piipadé tomto nemohli
bychom ktivku tu s vepsanym étyrahelnikem povaZovati co primét
ellipsy, jiz vepsdn rovnob., nybrz co primét hyperboly s vepsa-
nym ctyrihelnikem, o niZz ale véta nadepsand dosud dokézana
nebyla. Abychom i pro rovnobéznik hyperbole vepsany vétu tn
dokazali, povazujme ctyry body abcd v obr.5. v pofddku acbd
co Ctyrdhelnik. Protilehlymi stranami jsou pak ad a be a druhy
par ab a dc. Body témi pdry urCené jsou na piimce F’, kterd
jest stejnosmérna s ad || be. Protilehlymi vrcholy jsou pak a a b
a druhy par ¢ a d, tetny v kazdém pdru protilehljch vrchold
jsou soumérné ku 7 a tedy na se nf protinaji. M4 tedy véta doka-
zand platnost i o takovém Ctyrdhelniku, ktery jest vepsan kruZnici.

PovaZujeme-li 7 co obraz primétu stfedmoty pfimky ne-
koneéné vzdalené jisté roviny, jest pak ona kruZnice obrazem
primétu stiedmoty hyperboly, jiZ vepsan rovnobéZnik, a poné-
vadZz véta nadepsand plati o obrazu, musi platiti i o origindlu
t. j. o rovnobézniku vepsaném hyperbole.

Je-li nyni libovolné kfivce II. stupné vepsan libovolny
ctyrihelnik, miiZeme tuto povaZovat co primét stredmoty ellipsy
neb hyperboly, jiZ vepsdn rovmobéZnik, dle toho nemé-li neb



123

ma-li primka P s krivkou spoleéné body. Dokdzina tim tedy
véta nadepsand vSeobecné.

2. Pifmky urcené protilehlymi vrcholy ktivce IL stupné
opsaného Ctyruhelnika a body dotyénymi protilehlych stran pro-
chizeji bodem jedinym.

Hledime-1li v obraze 5. k ¢tyrihelniku ABCD, jest patrno,
Ze o ném plati véta tato, an protilehlé vrcholy urceny jsou
stranami AB a DC a druhy par stranami 4D a BC, body do-
tyéné protilehlych stran uréuji pak piimky ac a bd, a platnost
véty té plyne v tomto pripadé ze stfedové soumérnosti ohledné
bodu O. Plati tedy véta ta o kazdé ellipse, jiz opsin rovnobéznik.

Befeme-li ale ctyrdhelnik ten co ACBD, jsou protilehlé
vrcholy urceny stranami AC a BD & druhy péar stranami CB
a DA. Primka urcena vrcholy prvniho paru jest tedy nekonecné
vzdalena a p¥imka uréend vrcholy druhého jest Q.

Body dotycéné protilehlych stran jsou pak « a b a druhy
pir ¢ a d a piimky nimi urcené jsou stejnosmérné s Q, z éehoz
plyne, Ze piimka nekonecné vzdalend, ptimky ab, cd a Q pro-
chizeji jedinym bodem, plati tedy véta nadepsand i o tomto
ctyrihelniku.

Povazujeme-li véak I co obraz primétu stfedmoty pfimky
nekonecné vzddlené jisté roviny, jest ona kruZnice obrazem hy-
perboly v takové roviné se nachizejici, jiZ opsidn rovnobéznik,
neb v obrazu protinaji se strany A4 a B, které jsou protilehlé,
- téz C' a D (hledé k étyrahelniku ACBD) na obrazu pi{mky
nekonecné vzdalené, origindly jejich budou tedy stejnosmérné.
Rozdifena tim tedy platnost véty té i na rovunobéznik hyperbole
opsany.

Je-1i libovolné ktivce druhého stupné opsan libovolny étyr-
thelnik, moZno povazovati krivku tuto s onim opsanym &tyr-
tihelnikem co primét stredmoty ellipse neb hyperbole vepsaného
rovnobézniku, dle toho, jestli pfimka urcena body, které jsou
spolecné protilehlym strandm toho ¢tyrdhelniku, s danou kiivkou
nemd neb ma spoleénych bodé. A ponévadZ o hyperbole neb
ellipse opsaném rovnobézniku plati véta nadepsand, mé i plat-
nost o ctyruhelnicich opsanych kiivkam druhého stupné vibec.

Z obr. 5. mozno vyvoditi téZ vSeobecny splsob sestrojeni
tecen ku kfivkdm drubhého stupné bodem mimo tuto kiivku.
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Hledime-li totiz k tomu, Ze T, || Tn|lad||bc a Ze ab]]| Q]| cd,
jest patrno, Ze i v libovolném ¢tyrihelniku vepsaném prochézeji
pifmky T, ad, be, T, bodem jedinym a téz piimky ab, Qa, cd,
_jednd se tedy vidy jen o sestrojeni pifmky Q, k tomu cili
vedou se bedem danym libovolné dvé primky, které maji s kiiv-
kou spoleéné body. Ctyry ty body uréuji étyrihelnik (odpovida-
jlei Ctyrihelniku abed) a dva body spoleéné zbyvajicim proti-
lehlym pitimkdm uréenym onémi étyrmi body urquI piimku Q
a tato body m a » co body dotycné.

Véta Pascalova:

»V Sestithelniku vepsaném ktivce druhého stupné urcuji
protilehlé strany tfi body, které jsou na jediné pifmce.*

BudiZ abedef (obr. 6.) obrazem kruhu vepsaného Sestiahel-
nika, 0 némz vime, Ze strany protilehlé dvou par jsou stejno-
smérné t. j. ab||de a bc||ef. Mozno pak dokazati, Ze i strany
tiettho paru jsou stejnosmérné. '

Méif se totiz ihel @ obloukem arcbc— arcef a thel d -
obloukem = — arc cd — arc de, ponévadz ale

- arced = arc ef — arc df — arc be — arc df -
a arc de = arc df -+ arc ef
mozno misto oblouku, nimZ se méfi thel d, psati
. — [are be + arc ef |, ,
z ¢ehoZ plyne, 7e 3Zd =180°—a a ponévadZ ab || de, musi
byti cd || af, mdme tedy vétu:

- pdsou-li protilehlé strany dvou parGt kruhu vepsaného
Sestidhelniku stejnosmérné, jsou i strany péri tietiho stejnosmérné.

Ze zndmych dtvoda plati véta tato i o kaZdém ellipse ve-
psaném Sestitthelnfku, jehoZ dva pdry protilehljch stran jsou
stejnosmérné. '

Je-li libovolné kiivce stupné druhého vepsin Sestitihelnik
takovy, Ze dva body, které protilehlé strany dvou paré uréuji,
uréuji pfimku (P,) kterd s onou kfivkou nemd spolenych bodd,
moZno povaZovati k¥ivku tu co priimét ellipse vepsaného Sesti-
dhelniku, v némz protilehlé strany dvou pdaru, tedy i tfetiho |
paru jsou stejnosmérné. Treba jen piimku P povaZovati co pri-

mét stiedmoty piimky nekonec¢né vzdalené jisté roviny, v nfZ ona . -

ellipsa se nachdzi; ponévadz i strany tretiho par@ oné ellipse ve-
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psaného Sestiihelniku jsou stejnosmérné, musi i bod urceny tie-
tim parem stran primétu toho Sestitihelniku byti na ptimce P,
takZze na ni jsou viechny tii body urcené protilehlymi stranami
toho Sestithelnika.

U tohoto vysledku piestdvi Laplace, jest vsak patrno, Ze
neni vSeobecny, neb dokdzin presné jen potud, pokud pifmka
P nemi s kiivkou spolecnych bodd. ‘

Ke vSeobecnému diikazu véty Pascalovy nutno dokazati
vétu o Sestidhelniku tvaru vSeobecnéjsfho vepsaného kruZnici
nez onoho, o kterém jedni véta a.

Budiz v obr. 7. zobrazen Sestitihelnik abedef vepsany krui-
nici, jehoZ protilehlé strany jsou stejnosmérné a mysleme si,
jakoby vrchol a probihal kruznici a zobrazme si jednu jeho
polohu na pi. o’ a hledme k Sestitihelniku a‘bedef, v némz jest
jen bel|| ef. Protilehlé strany a‘b a de urcuji bod % a strany a'f
a cd bod ¢g; o primce P uréené body g a % snadno lze doki-
zati, Ze P||bc||ef. :

Jest totiz

¥ a'fa = I a'ba = Y~ dga’ = I a’hd;
hledice jen k rovnosti I dga’= 3l a’hd jest patrné, Ze Ctyr-
thelnik a‘ghd jest vepsdn kruhu, tedy
¥ a’hy = I a‘dg = 180 — I a’bc  a pripocteme-li
< a'hd = X a'ba
3 dhg = 180 — 3 abe
a ponévadZ ba||dh jest patrné Ze hg t. j. P||be.

Dokéazéna tim tedy véta Pascalova i pro Sestithelnik tohoto
tvaru, neb tti body g, % a bod urceny stejnosmérnymi bc a ef
jsou na primce P. .

Jiz tento vysledek dostaci k tplnému a presnému dikazu
* véty Pascalovy.

Neb myslime-li si, Ze bod a pohybuje se ddle na pi. do
a,’, bude piimka P, miti s kruhem -spolecné body, a myslime-li
- si tuto co obraz primétu sttedmoty pifmky nekonecné vzdilené
jisté roviny, jest kruh ten obrazem primétu stfedmoty hyper-
boly v oné roviné, jiz vepsin Sestithelnik, v némz strany vSech
t¥ pard jsou stejnosmérné a sice plyne z vyvinuti, Ze jakmile
protilehlé strany dvou par jsou stejnosmérné, Ze to plati nutné
i o paru tfetim.
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Je-li libovolné kiivce vepsan libovolny Sestiihelnik, v némz
protilehlé strany dvou pdrt uréuji dva body, které opét urcujf
primku P, mozno povaZovati kiivku s vepsanym Sestitihelnikem
. co primét stiedmoty hyperboly neb ellipsy, jiZz vepsdn Sestidhel-
nik, v némz protilehlé strany vSech t¥i parl jsou stejnosmérné
a sice hyperboly neb ellipsy dle toho, jest-li pfimka P s kiivkou
ma neb nemd spoleénych bod, a ponévadZ o SestiGhelniku,
v némz strany protilehlych pari jsou stejnosmérné, platii o pri-
métu jejich — o libovolném Sestitihelniku, kterj vepsédn libovolné
kiivee druhého stupné, ¢imZz véta Pascalova vSeobecné do-
kazdna.

K vili dplnosti dikazu o SestiGhelniku kruhu vepsaném
provedu dikaz o vSeobecném S§estiGhelnfku kruhu vepsaném
pomoci planimetrie déle.

Mysleme si, v obr. 7. Ze bod e probihd kruZnici a zobrazme
si jednu jeho polohu e’. Hledme k §estihelniku a‘bede’f, ktery
jest tvaru obecného. Protilehlé strany jeho urcujf body 7, A, g,
o nich snadno lze dokizati, Ze le7i na jedné piimce.

Hledfme-li k Sestidhelniku abede’f, jsou af || cd a proto jest
pfimka P’ urcena prisecniky ¢ a % dvou pard protilehlych stran
stejnosmérnd s af || dc. Ponévadz A hh‘d — bh'k, jest bk : b/
= dh : hk’, ponévadz déle A\ dgh, bk ~ /\ jest bk : bi = dh: gh;
z obou téch srovnalosti plyne bk’ : hh! = b7 : gh, z niZ a z rovno-
sti ahld 3 ¢bh = JT bhg soudime, Ze /\ ¢h’'b ~/\ hh'g, 7 CehoZ
opét plyne, Ze vSechny uhly jejich jsou stejné tedy i ITeh'd =
I hh'g a ponévadZ ramena ‘b a h'h jsou na jedné pifmce, musi
i ramena ¢k’ a h‘g jedinou pifmkou tvofena byti, t. j. tii body
7, k' g jsou na jedné pfimce.

 Jsou-li 4, B, C, D étyry teény kitvky druhého stupné a
body a b ¢ d jimi na libovolné tecné paté T urcené, jest pro

jakou koli 7" pomér —gcc— : %‘oll— staly.“

Nazveme-li onen pomér dvou poméri dvojpomérem, mizeme
vétu tu vysloviti.:

»Dvojpomér ¢tyr bodd, které na uréitych ctyrech teénach
kiivky druhého stupné libovolnou tecnou péatou urceny jsou, jest
staly.“ '
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Dokazme platnost véty té pro kruznici.

V obrazci 8. zobrazena budiz kiivka kruhovd a &tyry tecny
jeji A B C' D, které na libovolné tecné paté T stanovi Ctyry
body a b ¢ d. Stredem kruhu a kazdym z téchto dvou bodd
uren jest trojuhelnik, viecky ty trojuhelniky, befeme-li strany
jejich na T co puadice, maji stejné vySky, procez plochy jejich
maji se k sobé jako pidice jejich. Tak Ze jest
pl. Aaco __ ac pl. Aaco  pl. Aado _ ac ad

oL Abeo — o 20 T ATee P DL ABde — be C bd
pl. A ado __ ad
pl. Abdo — bd °

Jinak di se vyjéiﬁ‘iti plocha kazdého z téchto trojihelnikil
takto: pl. A\ aco = oc . ae, kde ae | oc; spustime-li nyni s bodu
f kolmici na oc, t. j. fg I oc, jest z podobnych trojihelniki
ofg ~ oae

J

ae : ao = fg : fo, tedy ae:ao——f—‘z—

a jest tedy

pl. A\ aco=oc.oa. JCZ

a podobné
h
ho

pl. Adbco=oc.0b.

Pl. A ado=ad.oa. .];’:
Rl
ho

pl. A bdo=od . ob.

tedy po nalezitém zkrdceni

pl. Aaco _ pl.Aado _ fg . fk @)

pl. Abco " plL.Abdo T hi ki
Porovnanim srovnalosti 1 a 2 plyne novd
ac _ ad _ fg . fk
bc ° bdd T ht Al

Kdybychom misto tecny 7" byli zvolili jinou 7%, urcovaly by
na nf tekny A B C D étyry body o' b ¢ df, ale délky a‘c’,
blc!, a'd’, b'd’ promitaly by se ze stiedu o stejnymi dhly jako
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po sobé délky ac, be, ad, bd, coz plyne ze znimé véty o krui-
nici: ,Usecka libovolné teény, obsazeni mezi dvéma wréitgmi
teCnami, promitd se ze sttedu kruhu tdhlem stdlé velikosti.“
Jsou-li ale tyto thly stejné, jest i
f'9' =f9, ke = ke, f'k' = fk, Bl = hl,
majf-li f'¢’, A, f'&‘, Kl' pro body a’‘b’c’d’ ten vyznam co fg,
ki, fk, hl pro body abced. Z toho plyne, Ze

ac _ ad __ a'c¢  d'd
be T bd T b T bd?
¢im# véta nadepsani pro kruinici dokézéna,

Kdybychom si myslili nyni étyry paprsky urCené stiedem
o a body abed protnuty libovolnou pi¥fmkou Q, uréovala by tato
s onémi ¢tyrmi piimkami ¢étyry body, jejichz dvojpomér by se
J9_ . Ik
hi - Al
tak Ze mozZno tvrditi: ,Dvojpomér étyl bodh se promitinim ne-
méni.“ (Neb myslime-li si libovolné étyry body na piimce P pro-
mitnuty z libovolného bodu o na libovolnou rovinu, jsou pri-
méty jejich na pifmce Q, kterd jest primétem p¥imky P. My-
slime-li si pak to zobrazené, co se vyskytne v roviné urcené
bodem o a p¥imkou P, mime pravé nas pifpad.)

Na zékladé toho, Ze dvojpomér ¢tyF bod@ promitinim se
neméni, plati véta nadepsand o kazdé kifivce druhého stupné,
an tyto vidy co priméty kruZnice povaZovati mozno a primét
teCny - originalu jest tecnou préimétu a naopak.

Véta Brianchonova.

Piimky uréené protilehlymi vrcholy kiivce stupné druhého
opsaného Sestihelnika prochdzeji bodem jedinym.

BudiZ kruZnici opsan Sestithelnik zobrazeny v agbhik (obr. 9),
jehoZz protilehlé strany jsou stejnosmérné, piimky urcené proti-
~ lehlymi vrcholy jeho budou, jak z jednoduchych diivodd patrno,
_ prochdzeti stredem kruZnice K, tedy bodem jedinym.

M{ysleme si, jakoby se strana gh pohybovala, zistivajic ke
kruZnici tecnou a vyznaéme si jednu jeji polohu cd a prihled-
néme k Sestiihelnfku acdbik, v némz jen protilehlé strany dvou
pard jsou stejnosmérné.

rovnal poméru

a tedy dvojpoméru bodd «, b, ¢, d,
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Bodem ¢ a stiedem O, taktéz bodem @ a stfedem o urceny
jsou pfimky, které na stranich ak a bz stanovi body ¢ a f a
ponévadZ od = oe a oc = of, jest ¢f || cd a teCnou kruZnice.

Hledime-li ke c¢tyrem teéndm A4 B C' D, urcuji tyto na
kazdé z tecen P a Q Ctyry body a sice na P body a, e, k, ux,
a na Q body v, f, 7, b, dle véty predeslé jest pak

ak | aue Vel | Ve
ek T ocus T fi T fb
nebo :Ji_.. . _'li“_’é,
I Vool
ale
o _ aeteus __ ae .
eo U T eUe +1=1
A b hA Y12 .
a podobné = — 1, tak Ze z predeslé srovnalosti plyne
Wo
ak __ fb ak  __ fb
PRI Ly el g
tedy
cak b
ae — bt
ponévadZ ale ae =bd a bf = ac
ak __ bd
ac ~ bl

7 této srovnalosti a z rovnosti uhli

_ Y kac = I ibd
plyne, Ze
A\ ake ~ A\ 7bd
a tedy
3 dib = YT ack,
tedy jest
ke || <d.

Strany obou trojihelnik@ akc a <bd jsou tedy stejnomérné,
proceZ piimky urcené prisluSnymi vrcholy jejich prochdzeji bodem
jedinym t. j. o’

Tim dokdzédna véta Brianchonova o Sestiihelniku, ktery
jest opsdn kruZnici, v némz protilehlé strany dvou pard jsou
Casop, wathem, 9
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stejnosmérné. Dokdzdna tim tedy i o SestiGhelnfcich zmfnéného
tvaru, které jsou vepsany ellipsim — co primétim pravoty kruZnic.

Mysleme si nyni stranu cd tak dlouho pohybovanou; az -
- prisecnik jeji se strancu protilehlou %2 ma tu vlastnost, ze
pfimka M nim prochdzejici a stejnosmérnd k jednomu z pérd
stran stejnosmérnych ma s kruznici spoleéné body.

Povazujme pak M (obr. 9.) co obraz primétu stfedmoty
piimky nekonecné vzdilené jisté roviny. K jest pak obrazem
jisté v oné roviné se nachdzejici hyperboly, jiZ vepsdn Sestitihel-
nik, jehoZz dva pary protilehlych stran jsou stejnosmérné a o némz
plati véta Brianchonova, ponévadZ plati o obrazu jeho. '

Je-li nynf libovolné kiivce stupné druhého opsdn libovolny
sestitthelnik, moZno jej povaZovati co priimét ellipse neb hyper-
bole vepsaného Sestiihelniku dle toho, jest-li pfimka urcena
dvéma body, které jsou urceny protilehljmi stranami dvou pard,
danou kfivku neprotind nebo protini. A ponévadi o Sestitihelnfku,
v némz dva pary protilehljch stran jsou stejnosmérné, plati véta
Brianchonova, plati i o libovolném Sestitihelniku, kter§ vepsin
jest jakékoliv kiivce II st.

Vyklad k nékterym strojﬁm fysikalnim.
prof, Dr. Fr. Houdek.

‘8. Elektromotor P. Martina Eggera.

Jest to nejnovejsi stroj tohoto druhu.
~ Stroj ten mi pred ostatnimi takovymi modely Skolnfmi

tyto piednosti:

1) sestrojeni jeho jest velml Jednoduche a lze ho snadno
vysveétliti, ‘

2) jest uCinnéjsi, neZ viecky posavadni $kolni modely, a

3) jest pro prendseni pohybu zafizen, tak Ze jim mozZno
- podobné, jako v modelu parniho stroje, zavazi do vjse zdvihati
a tak pojem mechanické price pokusem Zikim vpraviti — déle
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