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Zobecnéni véty Feuerbachovy.
Dr. Aug. Vondrdéek.
(Doslo 14. prosince 1933.)

1. Vétu Feuerbachovu, vyslovujici znadmou vlastnost, 'Ze
kruZnice deviti bodd (Eulerova) se dotyks ¢tyt kruznit trojihelniku
vnit¥ a vné vepsanych, Fefil cyklograficky W. Fiedler.!) Na
netGplnost, ba nedostate¢nost postupu Fiedlerova poukézal r. 1911
E. Miiller. Podrobné dokazal — rovnéz tvahami cyklografickymi
— vétu zvéénély profesor dr. Jan Sobotka r. 1922,2) posléze je
feSena téZ v nové knize Miillerové.?)

K zobecnéni této véty vede tloha: sestrojiti kuZelosedku, pro-
chéazejici danymi dvéma (realnymi nebo sdruZené .imagindrnimi)
body M, N a danych t¥{ piimek a, b, ¢ se dotykajici. Uz piedem
Z ana,logie 8 kruZnicemi trojﬁhelniku vepsanymi soudime, Ze Gloha
bude ¢étyiznaéna, ponévadz v predloZené tloze nahrazujeme jen
absolutni body kruhové pirem bodd M, N a musi tedy platiti
i zobecnénd véta Feuerbachova:

»Ke Etyrem kuZeloselkdm lco, ky, kg, ky, prochdzejicim dangmsi
dvéma body M, N a mayzmm tFe spoletné teény v pFimkdch a, b, c,
lze sestrojitt kuZelosedku g, je onémi spoleénymi body M, N prochazz
a vech étyr kuZeloselek se dotyjkd.

Touto dplnou analogii s vétou Feuerbachovou lze vétu pravé
vyslovenou povaZovati za dokézinu. Nicméné uvedeme samostatny
ryze synteticky diukaz této véty, éimZz obracené bude dokdzina
znovu i véta Feuerbachova o kruZnici deviti bodii; vyhodou tu
bude, Ze se touto cestou oprostime od rozebirani vztahii metrickych,
jez specidlni vétu Feuerbachovu nutné doprovazely. Celd tiloha ma
dvé podstatné slozky, jez v nasledujicim uvedeme: prokazani étyi-
znadnosti Yefeni a diukaz existence paté dotyéné kuZelosedky g.

2. Budte dany body M, N a teény a, b, ¢ jako uréovaci prvky
kuZelosedky (obr. 1). Tyto teény tvoif trojahelnik o vrcholech

1) Zyklographie oder Konstruktion der Aufgaben iiber Kreise und
Kugeln, Lipsko 1882.
?) K dvéma dikazim véty Feuerbachovy, Rozpravy Ces. akademie -
véd a um., II. tf., roé. XXXI.
.8 Vorlesungen iiber darst. Geometrie, II. sv., Die Zyklogra.phle,
. 1929, odst. 35, kde uvedeny i bliZ&{ poznémky.
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&, B,y, kde & = (b, ¢), B = (¢, a), y = (a, b). Zvolime-li na tetn& ¢
bod C*; uréi body M, N, C" 8 te¢nou ¢ v " svazek kuZelosetek,
z nehot dvé kuzelosedky %', k" se, jak znamo, pfimky b dotykaji.
Bud' B' dotyénym’ bodem kuieloseéky k'; ta je s kudelosetkou
hledanou ve vztahu centrické kolineace o stiedu kolineace ve

14
a \4’-/ M " ¥
g [/

vrchole « a ose kolineatni 0 = MN. Z prusediku L tieti tedny a
8 o lze sestrojiti ke k' dvé tedny s dotyénymi body 4, 4", coz vede
k dv&ma kuZeloselkdm k,, k, nasi Glohy.

Prvé kuZelosetka k, je s k* kolinearni s péarem korespondu]icmh
bodit 4, 4,, kde 4, je dotyénym bodem na a [4, = (x4, a)],
druhs k, pak pirem 4‘,, 4, = (x4, a) p¥i spoleénem kolinea¢nim
stfedu « a ose o. UZitim téchto kolineaci snadno vySetiime dotyéné -
body By, C, kuZelosetky kK, B,C, kuzeloseéky k, na teénich
b, c: A'C" protne o v bodé 4, natek ud, dé na c dotyény bod C,, -
C‘B‘ protne osu o v bodé 4, AC, urd{ na b dotyény bod B.,, rovnéz
spojnice A'B", AoBo se protinajf v bod® » na o. Prévé tak stanovime

doty¥né body Bl, 0, kuzelosetky k;; B;C, prochzi té% bodem A.

Patrné viecky tii kuZelosetky k', k,, k,, dotykajici se piimek b, ¢

& prochézejfci body M, N, maji spoleénou poléru l, = aVo bodu A
Casoph pro.ptstovini matematiky a fystky. Roénik 03. 18
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tvokel s I = A vzhledem k b, ¢ paprskovou &tvefici harmonickou;
na [, jsou tudiz i poly Vo, V. spojnice 0 = MN vzhledem ke ko, k,.

‘Drubha pomocna kuZelosetka %" uZitého pomocného svazku
M, N, C*stetnouc v C', dotykajici se teény b v B", vede analogicky
k dvéma dal3im kuZelose¢kam k,, k; nasi alohy, takZe dochazime
skuteéné k fefeni celkem &tyfznadénému.

Snadno sezndme, Ze uvedené odvozeni kuzelosetek ky, &y, k,, k,
je na volb& bodu C' na ¢ nezavislé. Radé bodaa C', C'*,... na ¢
prisludi fada involuci .na b, vytatych obdobnymi svazky pomoc-
nych kuZeloseéek; viechny tyto involuce maji patrné spoleény par

o, L' (L' = b, o) a proto ony dvojné body B, BY; B‘*, B“*; ..

téchto .involuci tvo samy involuci o dvomjch bodech o, L‘
takie (B B“ocL‘) = — 1. Prochizi tedy spojnice bodu C‘ s pri-
slignym. parem B, B" na b ]ednak bodem 4, jednak prise¢ikem I
poliry l;s 0 a pravé tak pro pary C*, C*; C**, C***; . . . na c."Tim se
viecky pomocné. kuzelosetky rozdéluji na ‘dvé skupmy Bodu'na
-piikl. C** (obr. 2) na ¢ piisludi v prvé skupiné dotyény bod B** =
= (b, C'*A) a tedy kuZelosedka k'*, jez vSak vede k tymZ dvéma
kuZelosetkam  :k,, Ic1 na¥{ dlohy jako vySe uZitd kuZelosetka k.
Nebot, ob& pomocné kuzelosetky k', k'* jsou ve vztahu centrické
kolineace pro « jako stfed a o ]ako osu kolineaéni, takze 4",
C'*A\,* se protnou v bodd ¢ na o, Ay dé na C*A"* bod A4'*.
Bodu A‘ pisludi 4'*. Lze tedy bodu A‘* piifaditi na a kohnea,cf
tyZ dotyény bod 4,, takZe kolineace s 4'* vede k téZe kuZelose&ce ko
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a prave tak bod 4',* vede k témuZ bodu 4, na a a tedy k téze kuZelo-
sedce k;. Tim ]edma, ¢tyfznaéna skupina feSeni Glohy kuZelosed¢kami
ko, ky, k,, k; prokazana.

Prislu§né sobé polary bodu L: diive sestro;ena, 44y ke k‘
a A'*A"* ke k'* se protnou v bodé 4 na o, takie (LAMN) =

TymZz bodem A .prochéazeji i polary A,4,* a A;4,* bodu L Vhéi

ko, ky, obsahujice ovem i pél V, resp. V, osy 0 = MN vzhledem
k témto kuZelosetkdm.

Poléra [, bodu 4 vidi kuZelosedkam k,, k, prochazi, jak vyse jiz
uvedeno, pély Vo, V1 spojnice o, takie (llbc) = — 1. Pravé tak
poléra mg bodu u vidi k, prochdzi body B, V,, takze (mmyca) = — 1,

= fu, polira ny bodu » vzhledem ke k, jde body y, V,, (nnab) =

= —1, n = y». Jako jsme shledali, Ze kuZeloseky ko, k, majf
spolecnou poléru [/, bodu 2 tim, Ze jsme uvaZovali pomocné kuzelo-
seCky k', . . ., dotykajici se spolecnych teéen b, ¢, mohli jsme uziti
centrické kolineace se stfedem f nebo y. Z toho Jak()z i z okolnosti,
Ze %4dna ze spoleénych teden a, b, ¢ resp. Vrcholu &, B, vy nema pfi
feSeni néjakého zvlastniho postavenl seznavame, Ze lze ony Gtyfi
kuzelosecky seskupiti ve tfi- skupiny na p¥. ko, ky; ko, ky; ko, Ica,
majici v [, my, my vidy spoleéné polary bodu 4, u, » na o.

P¥imKky Iy, m, n, se protinaji v pélu V, kuzelosedky ky; Iy, m, n
v pélu V, kuzelose¢ky k,, I, my, n v pélu V2 kuzelosecky ko3 B, m, my
v pélu V, kuZelosetky k; pro tutéz poléru o, pfi éemz vidy pary
téchto pfimek z ]ednoho vrcholu jsou stranami z tého# vrcholu

" vychézejicimi harmonicky oddéleny. (Analogon s osami vnitinich
a vn&jich thla trojahelnika a se st¥edy vepsa,nych kruznlc véty
Feuerbachovy.)

3. Povazmme pély V,, Vl, Va, Vs za ortogonalni priméty
vrchola 1V, 1V, 1/, 1V, kuZelt Ko, K, K, K; 0 stopmch kuzelo-
seCkach k,, k,, k,, k,

Teény a, b, ¢ budte stopami teénych rovin a, 0, 0. kuzele na
pi. K,, protma]fcmh se tedy v bodé 'V,, jejz si pfedstavme tieba
nad ndkresnou. Kuzel K, mé s K, spolecnou te¢nou rovinu =
a dotyka se rovin 'V,b, Vlc, kuzel K2 mé s K, spoleénou te¢nou
rovinu p a dotyka se rovin 1V,a, 1V, K; 8 Ky mé teénou rovinu o

a_dotykd se rovin.!Vua, 'Vsb. Sp01mce vrchola 1V1V, V1, Vv, V,,
1Y,1V, protnou a, b, ¢ v stopnicich «', B, p'.

‘ Vsechny Styii kuzele maji vedle téchto po dvou’ spoleénych
teénych rovin spole¢nou kuZelose¢ku 'f v rovmé“q) kolmé k nakresn&
nad spojnicf MN = o, jejimz primétem a zéroveli osou je tisedka
MN sama. Nebot obrysové roviny viech téchto kuzeld, kolmé
k ndkresné&, se protinaji.v pfimkdch m, *n k ndkresné kolmych
kuzelt se dotyka]wlch a promftajicich se do M, N. Mimo to majf

18*
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prﬁseéné kuzelosedky ks, 'k, kuZelt K, K, s rovinou 1p spole¢ny
bod 14, jehoZ primétem je vyse stanoveny bod A, konjugovany
'8 L vzhledem ke viem kuZeloseském ko, ky, Ky, ks 'V bods 14 se

protinaﬂ povrsky 1V0A0, 1y,4, obou kuzeld, leZici v spoledné teéné
roviné .

Privé tak je ale bod 1B, jehoZ primétem je bod B konjugovany
k bodu L' = (b,0), spoleénym bodem priseénych kuZelosedek
lko, 1}, kuzelt K,, K, s rovinou l¢. Ziejmé tudiz %k, = %, = %, =

lk = 1

Kuzeloseéky ko, ky, ks, k3 jsou centralnfmi pruméty této -spo-
le¢né kuZeloseéky f z vrcholit 1V; (¢ = 0, 1, 2, 3) do nédkresny a lze
je tudiz priléhavé oznaditi jako komgmfwlce’ pmmé’ty onéch vrcholu
vzhledem k dané kuZelosedece 1f (piipad B, 9, uvedeny jako zobec-
nénf zobrazovani cyklografického v Miillerové Zyklographie,
Anhang, str. 460).

Kuzele K; (1= 0,1, 2, 3) o spoletnié kuZelosedce f se prom—
~ kaji po paru jesté v kuzelosetkéch. Je-li 1%y pronikova kuZelosedka
kuzeld K,, K,, prochazi jeji rovina I, jak zndmo, bodem !I' na
1V1V,, harmonicky oddélenym bodem !I, priseéikem roviny
1p 8 1V 1V, vzhledem k vrcholim 1V, 1V, [pramét I = (MN, 1),
(II'VoV,) = —1]. Bod 'I' je polem kuZelosetky 1%, vzhledem
k priiseénici roviny I s rovinou (p Ponévadz ale oba kuzele K,, K,
se spoletné te¢né roviny n ve vyde zminéném bodé 14 dotykajl
(dvojny bod pronikové, kiivky), prochdzi ona prise¢nice timto

bodem, tak¥e pifmka 4, = 1I''4 je uZ jednou z teten z bodu'
17" ke 1Ic4,1 (primeét ¢, = 1'4) v roviné z.
Stejné dospgjeme v spoledné tedné roviné o kuzeli K, K,

- k pFimce Y, = 12B, v rovind o pak k piimce 1, = 13'C, doty-

kajici se kuzeld K,, Ky [v pramé&té (22'V,V,) = — 1, (33 VoVs) =
=—1,-2E(01m0),35(0!n0)' .

Roviny I, 11, 111 kuZelosetek Yy, gy, ko3 se protnou v bodé
1Q, o néms sezndme, Ze patit viem étyrem kuzelam K¢ (1 = 0, 1, 2, 3).
: Nebot pfimku 1, a kuZelosedku 1f 1ze spojiti hyperboloidem

1Hy o stopni kuZeloseéce v nakresné, patiici svazku (k,, ,); plo-

ehy Hy, Ky, K,, patrici témuz svazku, se protihaji praveé v kuze-
loseéoe 1q1.- Podobné Jsme primkaml 49, o3 vedeni k plocham
1H ,, 1H .
Tyto tFi plochy 2He; (1 = l 2, 3), nepati zfejmé témui svazku,
protnou se mimo !f ve dvou bodech z nichZ jeden 1@ musfi byt
_ incidentnf s kuZelosedkami %y (1 =1, 2, 3.) .

Konograflcky'm primétem g tohoto bodu vzhledem ke kuzelo-
-sedce !f je kuzZelosedka, a to jedind, jeZ se wdech étyr kuzeloseiek

ko, Ky, g, ey v mikresné' dotykd. Tim zobecnéna véta 'Feuerbachova.
dokazéna _
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Généralisation du théordme de Feuerbach.: -

(Extrait de l'article précédent.)

Etant donnés deux points M, N et trois droites a, b, ¢, on peut
construire quatre coniques k,, &y, k,, k3 passant par M, N et ayant
a, b, ¢ pour tangentes. L’auteur démontre synthétiquement 'exi-
stence d’une cmqmeme comque q, passant par M, N et tangente
aux quatre coniques k,, k&, k,, k
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