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Potatkové arithmografie.

Pige
prof. Josef Solin.

(Dokongeni.)

IX. Reseni rovnic stupné &tvitého.

Dvé involuéni ¥ady bodové P, P, budte? soumistné
a projektivné. Uplné druzina m, . m, , m‘, . m’, sloZeného tvaru
(P12 P2) skladd se z dvojiny m, . m, fady Pi. a z piisluiné
dvojiny m‘, . m‘, fady Py,

Vytknouce na pifmce P uréity poldtek o, stanovme body
m,, my, m'y, m’, useCkami om, — z,, om, = x,, om’; = z‘,,
om', = z‘,; spolenou zndmkou prvnich dvou budiZ z, drubych
dvou z’. Pak souvisi proménné z, 2’ rovnici, kterd je co do z
i co do 2’ stupné druhého, majic dile tu zvliStnost, Ze jeji
kofeny = a z’ odpovidaji si na vzdjem dva a dva, t. j. Ze obé
hodnoty 2, a «‘,, jeZ ndleZeji k uréité hodnoté z, proménné z,
néleZeji také k jiné jeité hodnoté z, této velitiny. Jak patrno,
vyhovuje této podmince kaZdi rovnice, v niZz mohou se rozlou-
¢iti obé proménné, a kterouz tedy psiti lze ve formé '

9 () =¥ (),
kde ¢ (z) a ¥ (2‘) jsou vibec lomené racionalné funkce, jichz
citatelé i jmenovatelé nepiekrocuji stupné druhého. PoloZime-li
zajisté : :
9 @)=19 (z)=m,
kdeZ znamend m libovolnou stilou veli¢inu, divaji rovnice
9 @) =m, ¥ @) =m,

jsouce stupné druhého, dvé dvojiny z,, z,; 2*,, #‘, kotend, jez
odpovidajf si vzdjemn& spiisobem vySe vytéenym. *)

Sjednocuje-li se v uréité druZiné e, .e,, ¢, .e¢), jeden
z obou bodid jedné dvojiny s nékterym bodem dvojiny druhé,

*) Prirovnej ,Chasles, Construction des racines des équations du’ troi-

sitme et du quatri¢me degré“ (Liouville, Journal des Mathématiques
t. XX.). '
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méme samodruzny bod sloZeného ttvarn (P, P4s). Takovym
boddm svédéf podminks 2 — «’, kterouZ rovnice svrchu dotéend
ménf se v’ rovnici stupné ctvrteho o do vehcmy z, urtujic

tedy Gtyfi samodruzné body titvaru (P. 12) , jeZ mohou byti
bud vesmés realné neb dva reilné a dva 1dealne aneb v3ecky
étyti idealné.

Déna-li naopak rovnice ctvrtého stupné

2t ax?4-0bz*+4cc'c’z-f-dd'd d =0, (1)

kdeZ jednotlivi soucinitelé znamenaji dané tusecky, lze ji brati
za rovnici samodruznych bodd sloZeného iwtvaru (Pr. Ph4,),
jehoZ rovnice musi tedy jednak vésti k rovnici (1), jinak i ho-
véti podmince svrchu dotéené, Grafické feSeni rovnice (1) zélezii
pak v tom, Ze se stroji samodruZné body dtvaru (Pre F4s)»
coz vykonati lze splisobem obdobnym k fe§eni rovnic stupné
tiettho. Promitdme-li totiz dtvar (Pr. P%.) na ¢iru I'" druhého
stupné z kteréhokoli jejtho bodu s, obdriime na nf Gtvar bo-
dovy (I, I's), skladajici se z dvou projektivnych fFad invo-
lu¢nich stupné druhého. Paprsky m, m, ,.. ., stanovené dvoji-
nami m, . m, involuéni fady I',, ndlefejl k uréitému svazku
paprskovému s, ; obdobné tvoif paprsky m/ m’, , .. ., stanovené
dvojinami m/ .m’, Yady Iz, urtity svazek paprskovy /.
Svazky s, , s', jsouce projektivné vytvofuji vzdjemnym se protf-
nanfm paprskd sdruZenych ¢iru A stupné druhého, jeZ prochdz{
obéma stfedy s,,s, a t. d. Praseéiky car I', 4 jsou pak
samodruznymi body slozeného Gtvaru (I, I';,) i promitajf se
"z bodu s na pifmku P v Zidanych samodruZnych bodech
utvaru (Pl,z Pl,z).

Resenf tlohy vyZaduje tedy opét sestrojenf prisecikd dvou
Car I'y 4, z nichz I' je dina tplnym obrazem svym, 4 viak
péti body. PonévadZi konstrukce tato podrobné byla vyloZena
v pfedeslém ¢linku VIIIL, kdeZ jednalo se o feSenf rovnic stupné
trettho, miYeme zde prestati na strucném vyloienf nékterych
pifpadnost{ zvlastnich.

Za rovnici utvaru (Pm Py,), z ni% necht vysla rovnice (1),
berme n. pf.

z* (2 + azx' + bb)t-cc'c’ 2’ +- dd' d“ @' =0 (2)

aneb rozlouéfme-li proménné, '
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. cel e xl_l__ddl dﬂdm _
z + x42+ax4+ bbl ""O' (3)
Jak z tdchto rovnic vysvitd, jest Pps involutnf fadou sou-
mérnou, majic politek o za jeden, dbéiny bod wu, pifmky P
pak za druhy bod dvojny (samodruZny).
Abychom obdrZeli prfpadné tii dplné druZiny utvaru
(Pu ‘1.2), poloZme za prvé
22 =0,
coz dévd dvojinu hodnot 2, =0, 2, =0, a vlozf-li se do
rovnice (2), vede dile k hodnotim
x‘ — ddldlldlll xl — -
1 ce' e LI ’
tim stanovili jsme jednak dvojinu 0,2, jejiZ oba body sjedno-
cujf se v pocatku o, jinak dvojinu o, . o, (jejiZ druhy bod o,
jest ubéZny).
Za druhé vytknéme

2= o,

2t +az' 4+ bb'=0; 4
tim déna jest Gplnd druZina =%, «‘, . u’, ; prvni jej{ dvojina
sjednocuje se v bodé Gbéném wu, pi{mky P; dvojina druhd-
odvodi se pak TeSenfm rovnice (4). Jak jsme v prede§lém
¢lanku (viz stanovenf{ dvojiny v, .v, z rovnice zz’ - be =0,
obr. 14.) seznali, nezdvisi konstrukce nikterak na tom, jsou-li
kofeny této rovnice realné neb idealné. *).

Za tretf miiZzeme voliti
bblxﬂ + dd/dudm — 0
coz déavajic dvojinu d d, (realnou neb idealnou) vede déle
k rovnici

i obdriime

- bblec'c"
' ']
x (x + a— dd'd dm) 0

*) Jak znémo, promitnou se body '), u’, pozdéji z bodu s na &iru I
do ', u'y, & pHmka u‘, ', bude paprskem U°, svazku &,. O tento
paprsek U’, vlastné jdv; uZijeme-li pak ku grafickému feSenf rovnice
(4) kiivky I' co pomocné &ry druhého stupné (viz feSeni rovmic
stupné druhého, obr. 11.), je pislusnéd piimka S (osa projektivnosti)
Z4danfm paprskem U',, i nezélez{ na tom, jsou-li priiseéiky jeji
s &arou I' (body u’, u’,) realné neb idealné.



119

kterdZ stanovi p¥fsluSnou dvojinu d*, .d’, jejiZz jeden bod patrné
se sjednocuje s pocdtkem o. -

Carou I" budiZ ellipsa pro piféiny vylozené v ¢l. VIIL;
tato méjZ k dtvaru (Pr2 P'12) na pi. touZ polohu, kterou méla

vobr. 13. Na ni promitejme ttvar (P, Pys) z bodu jejtho s,
ktery necht mi také polohu vytéenou v obr. 13. Tak obdriime
tii tiplné druZiny (012, 0/, . 0y), (U2, /. 2',), (by . Dgy DY .D%) titvaru
(I'y2 I5), z nich pak tii dvojiny (0, ,0%), (T, , U4y)y (Do, D'y)
sdruZenjch paprskil svazkiiv s, ,s’, . Tyto dévajf pét bodd Eary
4 a sice sy, 8,1,2,3; bod s jest ubéiny, a cira 4 bude
viibec hyperbolou. Druhy ibéiny bod ¢ Eiry 4 miZeme odvoditi
bud z danych péti bodd na zikladé véty Pascalovy (uZijice
ndleZité na pt. Sestiihelnika s7 ¢ 15’2 3) aneb bezprostfedné
ze souciniteld rovnice dané (tak jako v ¢l. VIII. bod 4,),
vloZice do rovnice (2) hodnotu 2?® = — a2, je-li « poloosa oa
ellipsy I', obsaZend v piimce P. Hodnota vyttend stanovi totiZ
idealnou dvojinu ¢, .4, , jeZ promiti se na ellipsu I" v idealnjch
priseéicich této ¢ary s ibéZnou piimkou U, ; pifslu§nd dvojina
4, . %, vychdzf pak z rovnice
- { nld

x’“-}-(a — ccaz )a:‘+ (bb’—
sestrojfme-li spisobem zndmym paprsek i/, i, ¢ili J%, jest
GbéZny jeho bod druhjm bodem wbéinym ciry .

Teénu v bodu s,” (asymptotu) miZeme sestrojiti bud
z danych péti bodd, uZijice véty Pascalovy (na pf. Sestidhelnfka
s; 85 1s’23), aneb také bezprostfedné ze soudiniteld dané
rovnice ; sestrojenf druhé asymptoty ¢, ¢  je pak pracf snadnou.

Nynf lze postupovati splisobem vyloZenym v ¢l. VIIL :
celd soustava rovinnd pfetvoif se po zdkoné affinity tak, aby pte-
tvofeny svazek (I"4'...) obsahoval kruZnici K’¥), jejiz stied
odvodf se splisobem v ¢l. VIIL. vytéenjm. Stfedem t{m nenf
viak kruZnice K’ jeit& stanovena, ponévadZ zde neprochézf

d dl dll dlll
o? )=0; '

*) V tom zvliStnim piipadé, kde by se sjednotily Gb&¥né body s%, ¢,
¢ary 4 a tato byla tedy parabolou, neni potiebi Zddného pietvofovéni,
ponévadZ — jak snadné se poznévé — G4ra stiedovd svazku (I'd...)
je pak hyperbolou pravothelnou.
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bodem s, jako v pifpadé rovnice stupné tretfho; obecny splisob
odvozenf stfedu, neuzivi-li se totiZ asymptot cary 4, vede
viak zdroveh k bodim oné kruznice, jakoZ vychdzi z nésledu-
jief ftivahy. . i :

Budtez 1/, 2/, 3 tfi neGbéiné body ciry 4’ v soustavé
pketvorené. Piimky 1/2‘, 1‘3‘ sekou svazek (I"4'...) v invo-
luénich Ffaddch, jichZ sttedy o, ¢’ stanoviti lze splsobem zni-
mym ; piimka e¢’ je pak, jak v ¢l. VIIL jiZ vyloZeno, spolenou
secnou svazku kruZnic, ktery see pifmky 12, 13’ v tychz
faddch involuénich, a v kterém kruZnice Z4dand K’ jest obsa-
Zena. KruZnice 1’/ 2‘ 3‘ ndleZejic patrné k dotéenému svazku
kruZnic protind spoleénou setnou @¢’ v tychZ dvou bodech jako
hledand kruZnice K’, kterd tedy rejsovati se méiZe, nechf jsou
ony priiseitky realné neb idealné. Dalsf konstrukce jsou zndmy
z ¢ldnku VIIL

X. Grafické differencovani.

Bereme-li | v rovnici _
y=F(z) (1)

veliiny 2., y za soufadnice bodd v soustavé Cartesiové, je
rovnicf tou ddna urliti ¢ira @ ; naopak je ¢ira tato méfickym
representantem oné funkce. Rovnice (1) vyjadiuje tu souvislost
obou fad bodovych (mm,...), (nn, ...) (obr. 15.), jeZ promi-
tajl se z ubéZnych bodl y, , x, o0s soutadnicovych Y, X
osnovami y, (mm,...), , (nn,...), jichZ sdruZené paprsky
vzéjemnjm se protfninfm vytvofuji ¢4ru &. Carou touto co
utvarem bodovym (pp, ...) din je zdrovehr svazek paprskovy
(PP, ...) teCen jejich, a tento seCe ubéZnou pifmku U, své
roviny v ibézné fadé, kterouz promitejme svazkem paprskovym,
jehoZ stfed budiZ na pf. na ose X a méjZ setku x—=of = —f.
(Pismenem f znamenejme tu jednak bod, jinak i prostou délku
seCky of.) Svazek (PP, ...) seCe osu Y v fadé bodové (n'n‘,...),
jez promitd se z bodu =z, osnovou =z, (n'n‘,...). Osnovy
Y, (mm,..)), z, (n'n’y...) stanovi pak novou ¢aru (p‘p’; ...)
¢ili @/, o nfZ lze dovoditi, Ze jest geometrickym vjrazem prynf
derivace F(x) funkce F'(z).
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Bereme-li totiZ libovolny prvek ¢ary @ (na p¥. prvek obsa-
hujfci bod p) za jednu stranu trojihelnfka, jehoZ ostatni dvé
strany jsouce rovnobéiné s osami X, Y vyjadiuji differencialy

dz, dy, jest elementarny tento tro;uhelnik podoben trojihelnfku
fon', tak Ze

dy Y
dz T fo b
Znamename-li kritce

on'=y', fo=Ff,

méime
dy 9
f b
t. j. differencialny pomér soufadnic ¢dry & rovnid se poméru
piislusné potradnice Cdry @’ k stdlé délce f. Rovnice kiivky &’
je tedy

y=fW —fFr@." @

Grafické differencovéni, zileZejic v odvozeni ¢ary @ z &ary
@, vyiaduje patrné toliko strojenf teéen dané kiivky &. —

Nez déle pokrocime, piihlédnéme k jistému pripadu 2vldst-
nimu. Dejme tomu, Ze by cira @ byla parabolow majic bod
Y, Zza Ub&Zny sviij stied. Pak stanovi svazek (PP, ...) teCen
jejfch na ubézné ptimce U, , jeZ sama ndlei{ k tomuto svazku,
fadu bodovou projektivnou k svazku (PP,...), kterjZ je tedy
projektivny i k svazku (P P/, ...), jimZ promfti se ona Fada
abéina z bodu f, a dile k fadé (n‘n’;...), v kteréZ tento sva-
zek seCe osu Y. S druhé strany je vSak svazek (PP, ...)
teCen paraboly projektivny k tadé (pp, ...) bodd dotyénych,
a — ponévadZ bod y_, ndleii parabole — také k osnové
Y, (pp, ...) jakoz i k tadé (mm,...) na ose X. Rady
(mm, ...), (n'n’,...) jsou tedy projektivné; ponévadZ viak Gbéz-
nému bodu jedné odpovidd Gb&zinj bod druhé, jsou podobny.

*) Nemaji-li veliciny v rovnici (1) vyznam useiek, nybriz znamenaji- 11
¢isla, lze poloziti f=1 a psati

Yy =F(z).
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Céra @' jest proto primd*). Jeli p, kterykoli jiny bod para-
boly, P, jeho tecna, ¢ priiseéik teden P, P, , je paprsek ¢r osnovy
¥, primérem sdruenjm s tetivou pp,; proCez mr = rm,.
Vytkneme-li timto spfisobem jeSté jiné body a jejich tecny,
obdrZime lomenou ¢iru opsanou parabole a majici tu zvla$tnost,
ie vsetka kaZdého vrcholu jejiho jest arithmetickym st¥edem
visedek obou sousednich bodd dotyéngch. Cehoi uZijeme v ¢lanku
nésledujfcim.

XI. Grafické integrovani.

Grafické integrovani zdleZi v sestrojeni ¢iry @, d4na-li @'
Jde patrné o to, aby se odvodil svazek (PP,...) z fad
(mm,...), w'n’, ...) aneb z fady (m m,...)a svazku (P P...);
pokud pak ku grafickému stanovenf svazku vy$$i ti{dy staci
ptimétené mnoZstvi jednotlivych paprskd jeho, jde o sestrojenf
lomené ¢dry opsané kiivce @. K fteSenf této tdlohy potiebi
znéti souvislost dseCek vrchold této lomené é&4ry s dselkami
dotyénych bodd pifslu§nych stran.

Jsou-li P, P, (obr. 15.) dvé tecny cary @, déle p,p, jich
body dotyéné, majic{ soufadnice z a y, z, a y,, ndleZejf oném
tendm v soustavé XY rovnice

d '}

1—y=gn—0=FE—2

0=y ="t E—a)

Priseéfk ¢ obou telen mé tedy usetku
' _ Az Ay
§—x+y'xd—y,—fd—y,a 3)
znamendme-li '
o—rx=dzx, y—y=4dy, y,—y =dy'

*) Souvislost tato vysvit4 také bezprostfedné z toho, Ze rovnici
dy _
dz — vz +p
odpovid4 rovnice

y=— ezt +fzty.
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Neznajice napted velidiny Ay neméZeme bezprostiednd
uzfvati této rovnice, i nezbyvd nezli rozdéliti v mysli cdru @
na oblouky dosti malé a brati je za dily wréitych kfivek. Vy-
tkneme-li na ose X dily mm,, mm,,... tak malé, Ze kaidé
tfi potadné body p’, py, P’y ; P4 P’y P’ .. dosti priblizné jsou
na pifmce, mizeme piislu$né oblouky Cary P brati za dily parabol
majicfch bod y, za stfed. Pak jsou tse¢ky vrcholi opsané ¢ary
lomené arithmetickymi stredy tseek sousednich bodd dotycnych,
a strojenf opsaného mnohothelnfka je praci velmi snadnou. Dily
mm,, mym,, ... jez volime na ose X tak, aby vyhovéno bylo
podmince svrchu vytéené, mohou byti tam, kde ¢dra @’ ma kiivost
skrovnou, vécsi neZ tam, kde ktivost ta jest znacnd; pro usnad-
nénf price zvolme vSak vidy jisté mnoZstvi pofadnych dili rov-
nych, nemizeme-li voliti rovné viecky. Abychom obesli rozpolo-
vini, prendSejme tu ihned polovice mr, rm,, mr,, r,my, ...
téchto dili. K boddm m, m,,... odvodi se z obrazu kiivky @)
piislusué body =’ n‘,... osy Y; ptilozice pak pravidko na -
body f, »' vedme tetnu P, prisetikem jejim ¢ s pffmkou ¢
déle tetnu P, a t. d.

Ku zkouSce presnosti a po pfipadé k opravé uziti lze
rovnice (3), jeZ snadné se stroji. Berme tetivu p’p’, za jednu
tiblopti¢nou rovnobéZnika, jehoZ strany jsou rovnobézné s osami
X, Y; druhd dhlopiiéni gq‘g’, sece pak osu X v bodu s tak, Ze

ms __ p'gh
mg' — ¢’

aneb
— ']
ms =y’ . —y’

a sice co do velikosti i znaménka; protoz

dz
os:x—{—y‘ld—y,.

Pi‘enesgme-li déle
53, = nmy = Ay,

*) Neni-li ¢4ra @' zobrazena, nybrz déna-li svou rovnici, lze odvoditi
jednotlivé hodnoty velidiny y’ bezprostfedné z této rovnice. V kterémZ
pifpadé soudime z rozdild kazdjch dvou pofadnych hodnot dy, dy,
o tom, vyhovuje-li délka dil& m m,, m,m, .., podmince svrchu vytéené.
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vedouce pak sty [/ fn'y syt /| fu’y, obdriime tfm bod ¢#,, kterj
naleZi pofadnici #¢ vrcholu ¢, ponévadz

7. fo
ss’ T m'nY
¢ili
— 4y
rs — Ay;
a tedy
—_ ¢4y
S§r = — A—y; .

Pro lepsi prehled vztahovali jsme obé éary @, @ k téze
soustavé soufadnicové; staci vSak, maji-li obé soustavy osy
rovnobézné, Co se tyce ¢ary @, miZe ostatné kterykoliv paprsek
0snovy = briti se za osu X, coZ souvis{ patrné s neuréitou
stdlou integracnf. . .

Kfivka & pfedstavuje integrdl neomezeny; omezeny inte-
* grdl dén je rozdflem potadnic téZe ¢ary, néleZejicich k viseckdm,
jez vyjadfujf pifslusné meze.

Obr. 16. ukazuje grafické stanoveni funkce

cos x
yff z dz,

cosz
y' = — f=1.

kdeZ tedy

K stanoveni jednotlivich hodnot velitiny y* slouii kruinice K
~ opsana polomérem r =1 z pocéatku o soustavy.

Desetiny tohoto poloméru preniieny na osu X a zdroven
na kruznici; promftnutim pifslusnych bodd kruZnice na osu X
. odvozeny hodnoty cos z, nacezZ sestrojoviny hodnoty y* dle iméry

y - cosx
. 1Tz
Z téchto hodnot y’ sestrojeua kiivka &‘, a¢ ji dile se
neuZivalo. Ostatnf vikony byly svrchu vyloZeny.

V obr. 16. sestrojen také omezeny integral
3

- J 2L 4z =TI,
. ’ 1 .

z
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Pripomenuti 1. Vytkneme li misto bodu f osy X, ma-
jiciho Gsecku — f, bod osy Y majici pofadnici — f, see svazek
f osu X v fadé (m‘m‘, ...), o niZ plati souvislost

z _de__ 1

: f —dyT F)’

Rady této Jze vjhodné uZivati misto Yady (w2’ ...), dé-
na-li prvni derivace analyticky, a stroji-li se reciprokd jeji hod-
nota snadngji nezli derivace sama, na pi. ddno-li

a
v=

Pripomenuti 2 Dosud stanovili jsme ¢iru @ prisekem
svazku (P P, ...) s osnovou y, (mm,...). Jak patrno, miZeme
misto této osnovy briti také osnovu z_ (nm, ...) sklidajice pak
tdru @ z oblouckd parabol majicich bod z_ za stfed. Vyména
tato prospivd zvlisté tam, kde hodnoty derivace jsou veliké,
v kterémz ptipadé uZivd se zdroven fady (m‘m’, ...) misto fady
(n'ny .. )%).

Dodatek.

Xil. O grafickém stanoveni obsahu obrazcii rovinnych.

Grafickym stanovenim obsahu jakéhokoli obrazce rozumi
se vySetfeni druhého hlavniho rozméru obdélnika, jehoZz jeden
hlavni rozmér mé uréitou velikost, a jehoZ obsah rovnd se ob-
sahu obrazce daného, jak to vyjadiuje rovnice

P=pz,
kde znamend P obsah daného obrazce, p dany hlavni rozmér
obdélnfka, z pak druby hlavni rozmér, kterj stanoviti se ma.
Nazyvejme p pudici, z dseckow wréovaci, vySetfeni této usecky
“pak uvedenim obsahu P na pidici p**)

Vseliké vykony tjkajici se obsahd ploSnych lze pomoct
uvddéni na pidici nahraditi operacemi, jichZ pfedmétem jsou

*) V piiciné grafického integrovani rovnic differencialnych [viz "y Solin
Uber graphische Integration.“

**) Jak patrno, vychaz{ z toho poétifské stanoveni obsahu, poloZfme-li
p=1; = odpovidd pak &fslu, jimZ obsah ploiny se vyjadfuje,
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secky. KaZdy obsah ploSny nahradi se souéinem dvou tseéek,
z nichZ jedna — pédice — éasto co spoleény éinitel Eitatele
i jmenovatele vylouciti aneb co spolecny cinitel jistych élendt
vysaditi se mize. Casto namitd se ptipad, kde vjkony, jimz
podrobiti se maji obsahy P, P,,... P,, jsou vyjidieny funkci
70UNOMErNou

F(P,P,... P)

r-tého rozméru; jsou-li 2y, 7y,... z, piisluiné dsecky uréovaci,
odvozené uvedenim onéch obsah@i na pidici p, platf, jak znimo,
rovnice

F(Py Py ... Py) =p" F (2, 24y ... %)

Podrobime-li tedy dotéenym vjkoniim misto obsahii Gsecky
jejich uréovaci, pristupuje k vysledku toliko jesté Einitel p
v mocnosti 7-té.

Pripomenuti 1. Tak jako tseckdm téze fady lze pii-
suzovati i obsahiim obrazcl téZe rovinné soustavy uréity smysl
a tedy urcité emaménko. Obvod obrazce miZe zajisté vytvoriti
se pohybem bodu m v dvojim smyslu protivném, coZ naznaditi
Ize porddkem pismen na obvodé. (Tak lze na pf. Ctyrdhelnik
v obr. 19. zobrazeny brati bud ve smyslu 1234 aneb ve smyslu
14 32). Promitdme-li pak tvorici bod m paprskem om ze stredu
o vytéeného kdekoli uvnitf obrazce neb také na obvodé samém,
toéf se pfi tom paprsek tento v jednom neb druhém smyslu,
kteryZ smysl pfisuzujme také obsahu obrazce. Bereme-li phdici
p za veliinu prostou znaménka, ndlezi znaménko plochy tsecce
urcéovaci. .

Pripomenutfi 2. A¢ vieliké vykony tjkajici se obsahd
plodnych nahraditi lze viibec operacemi, jichZ predmétem jsou
usetky, slusi zminiti se také o bezprostFedném séitdni plodngch
obsahi. Obsahy dvou obrazcl téZe rovinné soustavy scitaji se
bezprostfedné, maji-li obrazce spole¢nou ¢dst obvodu a mozno-li
— §etffc v tom smyslu — napsati je tak, by prvni pismeno
jednoho bylo poslednim drubhého a naopak; pfSeme-li spole¢nou
¢ést obvodu toliko pfsmeny bod& krajnich, potfebi tu jen se-
psati dohromady pismena obou obrazcl bez promény pofddku
a vynechati ze dvou pofadnych stejnjch pismen vidy jedno. Tak
je na pf.-co do velikosti i smyslu
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abede -+ emna = abedemn ,
nechf jsou abede, emna obrazce jakékoli, majici spoleénou édst
ae obvodu.

PolozZice totiz stred o tvoriciho paprsku do jednoho kraj-
niho bodu spolecné ¢dsti obvodové, na pf. do a, presvédéujeme
se snadné, Ze vytéend svrchu podminka moZnosti bezprostredného
séitanf Zad4 { souh'lanly } smysl obou obrazci, { nek.r y‘]}-h }

protivny kryji-li
se ¢dstecns, tak Ze skutetné vynechanim spolecné édsti obvodové

obdrifme { ig‘zlgflt} obou obsahfi. Ob& tyto pripadnosti shledd-

vame na p¥f. v obr. 18. a 19.; v obou jest
1234+341=1234.
Co do uvddéni ma pudici rozeznavejme ndsledujfcf dva
piipady.

a) Diny-li bezprostiedné dvé usecky a, b, jichZ soucinem
vyjadfuje se obsah toho kterého obrazce, jest nidm toliko -
proméniti obdélnik @.b v obdélnik p.x. Uloha tato, vy-
jadfend rovnici

— a b
=5
zélezi patrné v sestrojeni Ctvrté imérné ke tiem tuseckdm
danym i vykondvd se zndmym splsobem.
Sem ndlezf uvadéni obdélnfka, rovnobéZnika, trojihelnfka
a jinych. Obr. 17. ukazuje na p¥. uvedeni trojihelnika 123
na piidici p. Bereme-li stranu 12 = @ za podstavu a je-li v
pifslusnd vyska, jde o sestrojeni rovnice
av

’? =px R
aneb chceme-li se vyhnouti rozpolovani,
av=2p.zx,

t.j.o uvedenf obsahu @ . v na padici 2p. V obr. 17. vzato tedy
14=2p i vedeno 25//43; 56 je Z4dand Gseka uréovacf.
Méme-li nékolik obsahd plosnjch, z nichZz je kaZdy vy-
jadfen dvéma tseckami, scitats neb odditati, miZeme s prospé-
chem uziti splisobu vyloZeného v ¢l IIL co ,vysazovdnd diniteld.*
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b) Nejsou-li bezprostiedné ddny dvé dsecky a, b, jichZ souéin
vyjadiuje plochu danou, odvodme si je dle zndmych vét
planimetrickych,

Vychézejme tu od libovolného étyrihelnika 1234 (obr. 18.).
Vedouce vrcholem 1 pifmku L zatim jakkoli, promitnéme do
ni thlopténou 24 smérem thlopiiéné 13. Posouvame-li vrcholy
2, 4 trojuhelnikd 123, 134 na pfimkich 22, 44 rovnobéz-
nych se spoleCnou stranou 13, neméni se tim obsahy jejich;
trojihelnik 234 ma proto tyZ obsah jako dany cétyrahelnik
1234. Obsah trojihelnika 2/34‘ dén je vSak polovici soucinu
délky 24’ a vzdélenosti pfimky L od vrcholu 3. Rovnd-li se
tedy jedna z téchto délek dvojndsobné pidici, je druhd useckou
uréovaci. Z toho vychdzeji ndsledujici dva splisoby uvddéni &tyr-
ihelnika na danou pidici:

1. Opisme dvojnasobnou ptdici co polomérem z jednoho
vrcholu co stfedu (2) oblouk kruhovy a vedme k nému pro-
téj§fm vrcholem (1) tenou L; na tuto teCnou promitnéme
pak thlopfiénou druhou (24) ve sméru dhloptiéné prvni (13).
Primét ten (2‘4‘) jest tseCkou uréovaci.

Abychom odvodili spisob druhy, vedme bodem 2 p¥imku
24| L; pak jest 24’ —=24“. Lze tedy tesiti dlohu i takto:

2. Vedme jednim vrcholem (4) rovnobézku (44‘) s druhou
ihlopti¢nou (13) a protnéme ji obloukem kruhovym, opsanym
z vrcholu protéjstho (2) dvojndsobnou pidici; Zidanou tseckou
uréovaci je pak primét druhé dhlopifény (13) na kolmici ku

piimce 24, (kterjz tedy obdriime vedouce jednim krajnim
~ bodem oné thlopiicné rovnobézku 13‘ druhym pak kolmici
33’ ku pifmce 24”).

Jak patrno, nehodf se{ prvl } splisob, je-li 2p {

veest
druhy }

mens{
delsf wrx g A ar oy 1
nez {k té’} thlopiicnd daného ¢Etyriahelnika. Oba sphsoby
dopliwujf se tedy vzaJemné, i lze jimi vystaciti ve vSech pii-
padech.

, Prxpomenuti. Obé konstrukce maji platnost nejen co
do velikosti ale i co do znaménka; nebof dotCenym posouvnutim
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vrchold nezménil se smysl Zidného z obou trojGhelnikd, z nichz
étyrahelnfk dany se skldda.

V obr. 18. maji oba trojihelniky smysl souhlasny a berou
se additivné; v obr. 19. majf vSak smysl protivny a musf se
briti subtraktivné. V skutku je v poslednim p¥ipadé urcovact
iseCka 24’ Ctyrdhelnika 1 234 v uziim smyslu rozdilem uréovacich
tisecek 14/, 12/ obou trojihelniké 123 134. TotéZ plati, je-li
¢tyrihelnik vys$stho fddu, jako na pi. 1534 v obr. 19.; kon-
strukce ddva tu rozdil obou trojthelniki 14m, mb5 3, jeZ maji
skutecné co dily Etyrihelnika 1534 smysl protivny.

Médme-li uvesti na danou pldici mnokoihelnik o vice neé
StyrFech stramdch, pretvorme jej v Ctyrdhelnik vylouéenim nad-
byteénych vrchold. Vylucovéini to zaklidd se opét na tom, Ze
obsah trojihelnika se neménf, posouvéme-li vrchol na rovno-
béZce s protéjsi stranou. Dan-li na p¥. sedmidhelnik 1234567
(obr. 20.), neméni se obsah trojihelnfka 123, posouvime-li
vrchol 2 na rovnobéZce se stranou 13 ; posouvne-li se aZ do
polohy 2‘ na stranu 71, objevi se vrcholy 7, 1, 2 na piimce
jediné, i miZeme vynechati vrchol stiedni*) 1, ¢imZ obdri{me
SestiGhelnik 2'34567. Posouvdme-li ddle vrchol 3 na rovno-
béZce se stranou 24, neméni se obsah trojihelnika 2/34; po-
souvne-li se pak vrchol 3 na stranu 72/ do polohy 3‘, objevi
se tfi vrcholy 723’ na spoleéné p¥Wmce, i odpadne vrchol 2/,
¢imZ obdrzime pétiihelnik 3‘4567. Vylouéfme-li tjmZ spisobem
jesté vrchol 3‘, obdriime koneéné ctyridhelnik 4567, kteryz
pak jednim z obou splisob& svrchu vyloZenych na ptdici se
uvede. (Obr. 20. predstavuje profil ndspu drihy, je-li prﬁrezem
povrchu pidy cédra lomend.)

Dén-li obrazec smisenocary, hledme ptetvofiti jej v piimo-
¢ary. Velmi snadné jest pretvorovani obrazcu kruhovyjch : vysete
a tsete.

Viyjsed lze co do obsahu nahraditi trojihelnikem, jehoZ
podstava rovnd se oblouku a p¥islusnd vyska poloméru. Rekti-
fikaci oblouku miiZeme pak graficky tim vykonati, Ze vedeme
libovolnou teénu a pojmouce v kruZidlo délku tak malou, by ne-

*) co do poiddku &islic ve vzorci 12/84567, ne viak co do nahodilé
polohy na spoleéné piimce dotéenych vrchold.

9
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bylo patrného rozdflu mezi ni co tetivou a mezi piislusnym
obloukem, p¥enddfme ji na oblouk od krajniho bodu a a% do
yvikoli bodu dotyéného ¢ (obr. 21.). Koncovy bod poslednfho
dflu nesjednot{ se viibec s bodem dotyénym ¢*), ale vzddlenost
obou nebude nikdy ptes polovici dilu prendseného; jeli dil ten
dosti maly, miZeme také velmi p¥iblizné ptisuzovati onen kon-
covy bod (v obr. 21. je to bod 6) ziroveh tecné a vychdzejice
od ného prenesti na tuto teénu rovné mnoZstvi dili ve sméru
nélezitém. Rektifikace tato je velmi presnd a pohodlnd; nebof
pracujeme tu jedinym a to do jisté miry libovolnym otevienfm
kruzidla i nepotiebujeme méfiti a piendSeti Zddné uréité délky.
Ut¢infme-li totéZ i s druhé strany, obdrzime podstavu a’d’ troj-
Gihelnika, za jehoZ vrchol na pt. stfed o zvoliti se miZe.

Obsah #sede rovnd se rozdilu obsahdl vyseCe atbo a pii-
slu§ného trojihelnfka ado (obr. 21.) aneb — podlé toho, co
0 smyslu obsah@i plosnjch bylo vytéeno — také souctu

atbo -+ oba.

Nahradfme-li vyseé¢ atbo trojibelnfkem a‘b‘o, potiebi sta-

noviti
U = a'b’o + abo = a‘boabo.

Used pretvofena tedy v Sestithelntk a‘%‘oado, kterj lze
spisobem znémym pretvofiti dile v Ctyrihelnik na pf. a‘b’o“o’
(posouvnutfm obou vrchold o v rovnobéZkidch s whlopiénymi
bb‘, aa’ na stranu ba.

Jesté snadnéj$f je pietvoteni eisede parabolické. Je-li totiZ
ab (obr. 22.) jakdkoli tetiva paraboly, rovni se obsah dseée
atb dvéma tfetinim obsahu obdélnfka neb rovnobéznika majfcfho
ab za podstavu, vjSku pak rovmou vysce tsete — aneb Ctyfem
tretindm obsahu trojihelnfka téZe podstavy a téle vjiky. Chce-
me-li vyhnouti se- déleni na 3 dily, postupujme takto. Ptene-
‘souce na pffmku ad od bodu e étyii dily rovné, vedme k pa-
rabole tefnu rovmobéiné s pifmkou ab, protnéme ji obloukem
opsanym z bodu & polomérem a3 v bodu 3, a koneéné pie-
nesme na pifmku a3’ délku a4 do a4’. Bod 4‘ lze vzfti za
vrchol trojthelnfka a4b, jehoZz obsah rovni se obsahu dané
tsece parabolické.

*) Délenf oblouku at na rovné dily bylo by naprosto nepraktické,
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Snadnost této tlohy vede nds k tomu, abychom oblouky
Jingch krivek brali pribliéné za parabolické. Tak pretvoren v obr.
23. ¢étyrihelnik smiSenoéary abedf v étyrdhelnik ptimoéary abed’
tim, Ze GseC dta, vzatd pifblizné za parabolickou, nahradila se
trojihelnfkem dd‘a.

Pokud by toho Zddal tvar oblouku dfa, museli bychom jej
rozdéliti na dva neb i vice dilf, jeZ by se prisoudily vibec
riiznym paraboldm. CoZ by bylo nezbytné zvlaSt tehdy, kdy by
oblouk dfa byl zkiiven v rozliném smyslu. -

Dén-li jakykoli obrazec kiiwocary (obr. 24.) tak sice, Ze
zdkona vytvarného obvodové kiivky snad ani nezndme, rozdélme
jej rovnobézkami ptipadné vedenymi v prouzky rovné §irky;
toliko prouzek prvni a posledni budou miti viibec §ftku jinou
a to mensf.

Prouzky vnitinf jsou smifSenocaré lichobéiniky a mohou
se pretvoriti v lichobéiniky ptfmocaré tim, Ze pifslu$né oblouky
befeme piiblizné za parabolické a nahradime je ptimkami spd-
sobem znidmym; prouzky krajni berou se pak za tseée parabo-
lické a ptetvoii se v trojihelnfky tymZ spisobem. Obsah kaz-
dého pretvoreného prouzku vnitinfho ddn je pak soucinem
§iftky a a stfedn{ pofadnice y — m,m,, ...; abychom nemuseli
§fiku rozpolovati, pfendSejme na piimku L piipadné vedenou
ihned polovice 8ifky. Uvddime-li ®a pédici p, bude usecka ur-
covacf kazdého prouiku dédna vyrazem

ay

r=-=,

coz snadné se stroji. Vyhodno je tu brati §ftku a = —%, je-li

n celistvé &slo; pak '
z=-L,

n
Trojihelnfky, jimiZ se nahradily prouzky krajnf, musf
uvesti se na danou ptdici spiisobem obecnym. Koneéné sectou
se tusecky urdovaci veSkerych prouzki.
Piipomenuti. Je-li §ffka o dosti mald, lze nevifmati
si kiivosti jednotlivfch obloudkd, tvoficich pobo¢né omezenf
. o
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prouzkd vnitinfch, a stanoviti obsah kazdého takového prouzku
soutinem ze Sfiky a stfednf pofadnice, pokud je omezena jed-
notlivymi obloucky samymi.

Xl 0 grafickém s_tanovenl obsahu télesnych.

Grafickjm starovenfm obsahu daného télesa rozumi se
vySetfenf tfetfho hlavniho rozméru rovnobéinosténu pravouhel-
ného, jehoZ dva hlavnf rozméry jsou diny, a jehoZ obsah rovnd
se obsahu télesa daného, jak to naznauje rovnice

T=pqs,
kde znamené T obsah télesa daného, p a ¢ dané hlavnf roz-
méry pravotihelného rovnobéznosténu, ¢ pak tretf hlavni rozmér,
jenZ stanoviti se ma. Nazyvejme opét p, q pudicemi, obdélnik
z obou sestrojeny pak zdkladnrici, déle 2 dseékou uréovaci, vy-
Setienf této Gsecky pak uvedenim télesa T na pidice p, g aneb
na zdkladnici pg.*)

Vieliké vykony, jich# predmétem jsou obsahy télesné, lze
pomocf uvddéni na zékladnici nahraditi vykony tykajicfmi se
isecek. Kazdy z obsahdi danjch nahradf se soudinem tif tisecek, .
z nichZz dvé — plidice — casto vylouciti neb vysaditi se mohou.
Neziidka namfitd se pifpad, kde obsahy 7}, T,,... T, podro-
biti se maji vjkoniim vyjiditnym funkeci rovnomérnou

F(T, I,,... T,)
r-tého rozméru; pak mohou se nahraditi prosté prislu§nymi
seCkami urCovacfmi na zdkladé vzorce
F(TyToyoo . To)=p ¢ F (o1, 25y. .. #2),
a k vysledku pFistupujf toliko jeSté Cinitelé g7, p.

Uveden{ na zékladnici vyZaduje dvojiho uvedeni na pidici.
Dény-li bezprostfedné tii twsetky a, b, ¢, jichZ soulinem vy-
-jddfuje se predloZeny obsah télesnj, uvedme nejprv plochu ab
na pidici p, a je-li z pifsluind dsedka urovaci, dile plochu
z¢ na phdici ¢, odvodice tak tuselku 2. Jest pak zajisté

‘ T = abe = pxe = pqz.
' *) Jak patrno, vychdzi z toho poctifské stanoveni obsahu télesného,

bereme-li p—=¢—=1; z odpovid4d pak ¢islu, jimZ obsah télesny .se .
vyjadiuje.
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Nejsou-li tsecky @, b, ¢ diny bezprostiednd, potiebi uZiti
jednak zndmych vét stereometrickych, jinak konstrukef vyloZe-
nych v ¢l. XII. Mdme-li na pf. stanoviti obsah prismatoidu t. ).
télesa, jehoz sténami zdkladnimi jsou jakékoli mnohothelnfky
v rovindch rovnobeznych, a jehoZ sténami pobocnimi jsou trojihel-
niky majici tedy vrcholy své ve vrcholech onéch mnobothelniki
zdkladnich, uZijme znimého vzorce

h
:_[2Po+’2_ (P1+Pz)]?a
kde znalf Py, P,, P, obsahy obou stén zékladnich a priifezu stfed-
nfho (vyvozeného rovinou rovnobéznou se zikladnimi uprostied
obou), ~ pak kolmou vyiku. Zobrazen-li prismatoid jako v obr.
25. plidorysem a ndrysem aneb dédn-li na pt. plidorysem a vyskou,
lze snadné sestrojiti prifez sttednf Py —=mnpqrstuv i uvesti
pak obrazce P,, P,, P, na pidici p spisobem zndmjym, tak Ze
’ P, —=pz,, P,=pz, P,=pz,.
Pak

T=p [2% +_;——(xl —l—x2)]%,

a stanovime-li

2z, + 2k +‘2—x‘2' =Y,
zbyvé sestrojiti )
1 h—
5 Yh =gz,
nacez
I=pga.

Z toho, co dosud vylozeno vysvitd také, jak by se gra-
ficky stanovily velidiny vice nes tr¥i rozméri.
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