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Véstnik literarnvi.

A. Hlidka programi.

Osmnacta vyroémi zprava c. k. é¢eského gymnasia
v Budéjovicich za §kolni rok 1890.

Gothard Smolar¥: Prispévky k vypoditdvdni srostlic a vij-
klad o pozoruhodném sristdné krystalle pyritovgch. Studie geo-
metricko-krystallografickd. S 23 obrazei na 3 tabul.

Za objasnénim véci, ku které se vztahuje jedind vécnd
vytka obsaZzend v referaté na str. 120. roénfku XX. tohoto
casopisu, uvddim toto: Vzhledem ke stanovisku Tschermakovu,
jeZz uzndvd vymér osy srostlicové pouze stdCenfm o 180° kte-
ryZto vymér téZ do naznalené price byl prijat (viz str. 8. fddek
15.—20.), vyklad odstavce X. 2. a pozndmka druhd na str. 29.
svrchu uvedené prace jsou spravné; poznidmka ta se vztahuje

pouze k vykladu v Tschermakové knize obsaZenému.
G. Smola¥.

B. Recense knih.

0 nékteryeh druzich souradnie projektivickych.
Prispévky ku theorii kiivky kruhové. Napsal Theodor
Monen, assistent pfi c. k. ceskych vys. 8k. techn. V Praze.
Nékladem vlastnim. V komissi knihkupectvi Ed. Valecky. Cena
1 zl. 50 kr. r. m.

Pan spisovatel, dosud zndmy jen nékolika mdlo kratkymi
pojedndnimi, poddvd timto Ceskym mathematikim vétsi spis,
vynikajief bohatost! obsahu, ptvodnost! mySlének a dilezi-
tost! pfedmétu, o némZ pojedndvd. Spis sloZen jest ze dvou
cast{ na sobé nezévislych: prvni pojedndvd na 108 str. o sou-
fadnicich projektivickych, druhd na 35 str. poddvd prispévky
ku theorii kiivky kruhové. Vylicim v kratkosti obsah obou dflt
a pri¢infm nékteré pozndmky.

V prvni ¢4sti p. spisovatel ukazuje, jak lze urciti polohu
bodu na pifmce, polohu bodu a pfimky v roviné a polohu bodu,
piimky a roviny v prostoru. Bod na pifmce urcuje obvyklym-
zptisobem jeho dvojpomérem vzhledem ke trem bodiim zdkladnim.
K urcéenf polohy bodu a piimky v roviné myslf si v této roviné
kuZelose¢ku K, a na nf tfi zdkladnf body a teCny v téchto bodech.
KaZd4 pfimka v roviné m4 s K, dva realné rizné, nebo sply-
vajici, nebo imag. prisecniky, které urceny jsou svymi dvojpo-
méry «’ a «” vzhledem k bodim zédkladnim. Podobné jest urcen
kazdy bod dvojpoméry & a &” telen z ného ku K, sestrojenych
vzhledem k tecndm. zdkladnfm. Kdybychom poklddali za sou-
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fadnice pffmky nebo bodu dvojpoméry ' a z” resp. & a &7,
jak to Dr. Emil Weyr v pojedndni ,Ueber rationale Curven“
uvetrejnéném kral. spol. nauk r. 1872 uéinil, obdrZeli bychom
symetricky system soufadnic, ktery by mél dvé vady: reilné
ptimce nebo bodu mohly by néleZeti imag. Soufadnice a stupen
kfivky neshodoval by se se stupném jejf rovnice. Proto poklddd
pan spisovatel za souf. pfimky ¢éfsla &, &, & urcené rovnicemi
é . a __I_ x’ a é

, & 2 &
a podobné vytvorend ¢fsla x,, «,, «, za soufadnice bodu. Tim
dospivd k urcenf bodu v roviné, které velmi tizce souvisf se sta-
novenim bodé roviny dvojinami bodd na pifmee, které podal Hesse
ve ¢ldnku ,Ein Ubertragungsprincip® (Crelle J. sv. 66.). Pod-
minka, aby bod «; byl na pfimce &, vyjadiuje se potom rovnici

&oy — 28,2, + &2, = 0,

kterd tedy v této soustavé soufadnicové znaéi pfimku nebo bod
dle toho, pokldddme-li soutadnice « nebo & za proménlivé.
Od téchto soufadnic prechdzi p. spisovatel k soufadnicim
trojbodovym a trojpfimkovym zpiisobem i jinde uZfvanym, uka-
zuje totiz, Ze rovnici kaZzdé pifmky roviny lze pséti ve tvaru

N~ 7.8 13y =0,

znaff-li e=0, =0 a y =0 rovnice tff libovolnych piimek
v soustavé K,, nadeZ vySettuje vyznam céisel 75 Tim dospivd
ku geometrickému vyznamu jejich, od néhoZ se v soufadnicich
trimetrickych obycejné vychdziva.

=a'x”

i=3
VySetiiv jeSté podminku X #;3: =0, aby bod y byl na
=1

pifmce 7;, provddi transformaci soufadnic K, na trimetrické a
naopak, jakoZ i soufadnic X, na K,.

Pro stanovenf bodu a roviny v prostoru mysli si p. spiso-
vatel prostorovou kfivku tfettho f4du K, a na nf tfi body zé-
kladnf s oskulaénfmi rovinami této kfivky. Kazdy bod a kazdd
rovina oskula¢ni kiivky K, urCena jest jednoznacné svyfm dvoj-
pomérem vzhledem ke tfem boddm, resp. rovindm zdkladnim.

Libovolnd rovina nebo bod prostoru urceny jsou potom
dvojpoméry — «® nebo £® t¥{ bodd resp. rovin oskulacnich kfivky
K, v té rovingé leZicich nebo bodem prochézejicich. Za sou-
fadnice roviny poklddd p. spisovatel &fsla &, &, & vyhovujici
rovnicfm

_5_2_ _ x + x’ + x'" é _ o'z’ + wum/”__l__ '’ fi —
& 3 ' g, 3 )

15
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a podobné vytvoiens Cisla x,, 2, a «, za soutadnice bodu. Pro
body kiivky XK, platf potom zndmé relace

} ZTp = ah
a podobné pro roviny oskula¢nf
ék - gk,

JjichZ uzil jiZ Cremona (Annali di mathematica T. I.) a soucasné
s nfm Joachimsthal v pozndmce pfipojené k pojedndni Schrote-
rovu ,Ueber Raumcurven 3. Ordn. und 3. CL* v 56. svazku
Crellova Zurndlu; v tomto pojedndni jest téZ uZito k uréenf ro-
viny parametrdi tff bodd, jeZ tato rovina stanovi na‘ K.

Podminka, aby bod @: byl v roviné & w4 pro soufad-
nice K, tvar

®oby — 3, &, |- 3wy — w,§, =0,

kterdZ jest rovmici bodu nebo roviny v této soustavé dle toho,
pokldddme-li za proménlivé & nebo x;. K odvozenf této rovnice
uzito jest vlastnostf involuce tfetiho stupné a druhé t¥idy, kterou
roviny prochdzejicif bodem stanovi na K,. Podotykdm, Ze po-
dobnym zplsobem bylo lze pokradovati pri odvozovéni piislusné
relace v soufadnicich K,. Po vykladu zvlaStnich poloh bodi
a rovin ku K, nisleduje urcenf polohy bodu a roviny pomocf
hyperboloidu jednodflného H.

Vytkneme-li v kaZdé soustavé piimek této plochy tfi piimky
Py a Q, jest kaZd4 étvrtd pffmky P resp. Q stanovena jedno-
znaéné svym dvojpomérem p resp. ¢ vzhledem k zdkladnim
piimkém té%e soustavy. Parametry p a ¢ dvou projektivnych
soustav p — q spojeny jsou rovnici

Epg+Ep+Ea+6=0

a vytvorem téchto soustav jest kiivka 2. ¥ddu, kters jest cisly &
dplné uréena. Témito veliCinami jest tedy urcena ijejf rovina, jakoz
i vrchol v plochy kuZelové, kterd se v této kiivce dotykd zdkl.
hyperboloidu. Z té p¥éiny lze Cisla & poklddati za soufadnice
roviny této kfivky i za soufadnice bodu v. Podminka, aby bod
ap byl na pifmee & md i tu tvar bilinedrny

§gxy — & 2, — &y, - £y = 0.

Nésleduje pfrechod od soufadnic K; a H k tetrametrickym
a transformace soustavy tetrametrické na soustavy K, a H, jakoZ
i soustavy K, na K, a K; na H.

Souradnice K, hodf se dobie pro geometrii na kuZelosecce,
soufadnice K, pro geometrii na prostorovych kfivkdch 3. ¥ddu
‘a konené soutadnice H pro geometrii na hyperboloidu a na
plochdch 2. stupné vibec.
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Ve étvrtém dflu pojedndno jest o uréeni ptimky v prostoru.
Jeji soufadnice odvozeny jsou nejprvé ze soutadnic rovin a bodl
vzhledem ku K, a H, potom ze soufadnic tetrametrickych, pfi
¢emz prihliZeno jest zajimavym zptisobem ke zvliStnim polohdm
piimky K, a H. Nelze zde vypoéfsti vSecky zajimavé tvahy
této pro theorii paprskovych komplexi velmi dileZité cdsti,
budiZ jen jesté poukazdno na odstavec jednajici o rovnici pfimky
v pifmkovych soufadnicich, o tetraetrickych soufadnicich pffmky
a o prislusnych transformacich, kde p. spisovatel vhodné zvo-
lenymi symboly elegantné pfemah4 znaéné obtiZe tu se vysky-
tujfcf. V Sesti pripojenych pozndmkach jsou jednak dodatky
k odst. predchdzejicim, jednak poddno jest v nich praktické
uZit{ souradnic z ptedu vyloZenych. K druhému druhu nilexf
zejména pozndmka 4. o dvojpoméru Ctyf tecen kfivky tretiho
tadu, které urcitou pfimku protinaji*), pozndmka 5., v niZ mimo
jiné odvozeny jsou dvé véty o kiivkdch 3. ¥ddu na hyperboloidu
poprvé Cremonou dokdzané, jeZ také referent ve své praci
»O jisté kubické transformaci“ jednoduchym zpiisobem odvodil,
a koneCné pozndmka 6. o geometrické korrespondenci mezi
s;)ustavou prostorovou a fadou 2. stupné, resp. svazkem 2.
tridy. —

Ze tento bohaty obsah bylo moZno vtésnati jen na 108
stran, vysvétluje se tim, Ze p. spisovatel pf¥i v&f jasnosti dbal
stru¢nosti co moznd nejvétsi a Ze uZfval v hojné mife symbo-
lickych oznacenf. V nékterych mistech zd4 se ndm, Ze by ne-
bylo na tukor spisu ptipojiti vedle divodit ryze poctafskych
i divody geometrické ; referent nemohl by si toho odepfiti na
pf. pii nékterych vlastnostech nullového systemu, ale uzndv,
ze jest to véci vkusu a zéliby. '

Z celého spisu jest ziejmo, Ze p. spisovateli neSlo o od-
vozen{ jednotlivost! a vét, nybrZ o methodu zkoumdni, kters
jest v prvnf fadé podminéna vhodnou volbou soufadnic. A tim
préavé pluje p. spisovatel proudem nejmodernéjsim. Komu by
se zdélo, Ze spis obsahuje malo vysledkd, nebo Ze ukdzdno jest
pouzit{ theorie jen na mélo pfikladech, tomu uvddime na mysl
pékns slova zahy zesnulého Dr. Herm. Hankela v ptednéSce
»0 Vyvinu mathematiky v poslednich stoletich® konané v Tiibin-
gich r. 1869: Einzelne sogenannte ,hiibsche Sitze® haben an
und fiir sich in den Augen eines modernen Mathematikers noch

*) K této pozndmce piipojuje p. spisovatel, Ze dvojpomér téchto étyk
teéen vysetioval Voss ve XIII. svazku ,Math. Annalen¥, coZ se ndm
zd4 spolfvati na omylu. Voss v této prdci dokazuje, %e Gtyfi tedny
kiivky K, nejsou na sobé nez4vislé; pifmky, které s danymi tfemi
pfimkami mohou byjti teénami kfivek tfetfho Fddu tvo¥{ komplex
4. stupné.

15*
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weniger Wert, als fiir den wissenschaftlichen Botaniker die Ent-
deckung einer neuen ,hiibschen Blume“, obgleich dem Laien
gerade hierin der Hauptreiz der betreffenden Wissenschaft zu
liegen pflegt. —

Druhé pojednénf skldd4d se ze étyk dild. Prvni pojedndva
o odchylkdch kruZnic, druhy o potenci pifmky ke kruznici, tfetf
o délkdch spoleénych teden kruZnic a Ctvrty o vété Caseyové
a vété, jiz vyslovil Darboux.

V prvnim dfle odvozeno jest nejprve zplisobem Pliickerovym
(Analytisch geom. Entwickelungen) nékolik vét o kruznici po-
tenénf dvou kruZnic a o sfti kruZnic, z nichZ kaZdd protind dvé
kruZnice pod stejnymi dhly. K témto vétdm ptipojeny jsou véty
o soustavé kruZnic, které protinajf kazdou krnznici jistého svazku
pod stejnymi 1dhly; soustavu téchto kruznic jmenuje p. splsovatel
soustavou konickou. Ukdzdno jest déle, jak lze uziti téchto vy-
sledki k feSeni tlohy Apolloniovy a obecnéjsi dlohy: sestrojiti
kruznici, kterd s kazdou z danych tfi kruZnic tvoif dany dhel.
Pii tesen! této tlohy nebylo uZito inverse kruhové, jak to Cini

na Df. Fiedler ve svém splse »Cyklographie®. Ve druhé casti
zavadi p. spisovatel novy pojem ,potenci pfimky ke kruZnici“.
Touto potenci jmenuje vyraz

R~
»

sine.sinf __

=1— 5 = —tg?
g2 TP +ﬂ az g° P,

v némZ d a B znaéi thly seviené teCnami 4 a B ze kteréhokoli
bodu pffmky P ke kruZnici vedené, ¢ pol. kruZnice, & vzddlenost
sttedu kruZnice od pfifmky a ¢ redlny nebo imag. thel sevieny
piimkou a kruznicf. O tomto vyrazu, jejZ symbolicky oznacuje
(PAB), ukazuje p. spisovatel, Ze jej lze z pfimkové rovnice
kruznice podobnym zpiisobem odvoditi, jako potenci bodu ke
kruZnici z jeji rovnice bodové.

Pro kazdé dvé inversné homologické teény 4 a B dvou
kruznic a pro jejich chorddlu P md vyraz (PAB) touZ hodnotu,
z ¢ehoZ jde, Ze kazdé dva péry inversné homologlckych teCen
dvou kruzZnic dotykaji se jisté kruZnice.

Viecky kruZnice, které timto zplisobem z jednoho paru
inversné homologickych teCen obdrZime, stanovi s danymi dvéma
kruznicemi tecny (na p¥. zevnéjsf) stejné délky a naopak, stanovi-li
néjakd kruZnice s dvéma danymi kruZnicemi na pf. zevnéjsi
tecny stejné délky, jsou tyto teny inversné homologické vzhledem
k vnéjsimu stfedu podobnosti. Vét téchto uZfvd potom p. spi-
sovatel ve tfetf ¢dsti k FfeSenf tiloh, které vyplyvaji z tiloh prvnf
Casti, vymenime-h v nich pozadavek rovnosti thld poZadavkem *
rovnosti teCen, tedy na pf. k feSeni tlohy: Jsou dény ctyFi
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kruZnice; sestrojiti jest kruZnici, kterd se vSemi stanovi tecny
(na pt. vnéjsf) stejné délky a sestrojiti kruZnici, kterd se tfemi
danymi kruZnicemi stanovi spoleéné teény urcitych délek.

V oddilu étvrtém dokdzdna jest jednoduchym zpiisobem
véta Caseyho o zdvislosti délek spol. teCen dvou a dvou ze Ctyt
kruZnic, které se dotykaji kruznice pité a véta Darboux-ova
o z4vislosti odchylek dvou a dvou téchto kruZnic. Vét téchto
pouzito jest k feSeni tlohy Apolloniovy podobnym zpfisobem jako
v Salmon-Fiedlerové ,Anal. Geom. der Kegelschnitte (str. 152,
4, vyd.). :

K tomu pfipojeny jsou jesté nékteré vysledky plynouci ze
zvlastni vzdjemné polohy ¢étyt kruZnic a pojedndni ukondeno
jest tlohou:

Sestrojiti jest kruznici dané linedrné fady, kterd s danou
kruzZnief stanovi spoleéné tecny urcité délky.

I pfi tomto pojedndni bylo lze bohaty obsah vpraviti na
nékolik stran jen nejvétsi strunostf. Vysvitne to jiZ srovninim
této price 3bstrdnkové s 263 strankovym spisem Fiedlerovym
»Cyklographie“, jehoZ znaCnd Cdst vénovéna jest témuz pred-
métu. Nékde spisovatel pro krdtkost potlaéil i dikazy tvrzenf,
jejichZz pravdivost nenf snadno patrna. Jmenujeme v té piiciné
jmenovité tvrzeni v odst. 2. o potencnich kruznicich tif kruZnic
po dvou vzatych a nékteré vyroky o sitich, soufadich a Fadich
kruZnic.

Poznamendvdm pro ctendre této prdce, %e mnohé vysledky
v nf uvedené lze snadno dokézati, zavedeme-li podle soufadnic
kulovych, jichZz Reye ve svém krdtkém, ale obsaZzném spise
o synthetické geometrii plochy kulové a v pojednani o kulovych
komplexech uvefejnénych v r. 1886 v Crellové Zurndlu uZil, za
soufadnice kruZnice

x?+y*—2px—2qy+ M =0
Cisla &, &, & a & vyhovujici rovnicim

& & &
SL—= 2=q a 2=II
A
. k=3
Rovnice linedrné sité kruznic jest potom X apfy = 0, kva-
k=0
4,k=38
dratickésité 2 aufifr =0 atd. Dvé rovnice 1. druhu stanovi
%,k—0

svazek kruznic, soustavu konickou lze uréiti rovnici linearnou
a kvadratickou atd. Rovnice soustavy kruZnic, z nichz kaZzda
dvé dané kruZnice pod tdhly stejnych cosindi protind, jest

(") b +2@7) & +2() &+ —1) & =0,
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rovnice soustavy kruZnic protinajicich danou kruZnici pod dhly,
jejichZ cosinus = &, m4 tvar

k2 (& + & — &obs) = (aodo + &) + and, + a,63)7,

jemuZ podobnd jest rovnice soustavy kruznic urcujicich s danou
kruZnicf tecny stejné délky.
Konéfm referdt svij o vyborné této praci pozndmkou, Ze-
p. spisovatel vydal ji ndkladem vlastnim a Ze zajisté nebude
z nf miti hmotného prospéchu. Preji mu, aby zaslouZeny mravn{
uspéch byl mu odménou i za préci i za hmotnou obét.
Prof. Frant. Machovec.

Cours professé a la Faculté des Sciences par M.
Hermite. 4° Edition, revue par I'auteur. Paris 1888. A. Hermann.
(Cena 15 frankd).

Lithografované pfedndsky ptednfho mathematika Francie
jsou jednou z knmih, které jsou nejvice Cteny. NejvétSi mathe-
matikové z mlad$f generace evropské byli jimi vychovéni. Staci
tu uvésti jména jako: Poincaré, Picard, Appell, Mittag-Leffler.
Zd4 se, Ze pouze francouzské mlddeZi lze pribéhem roku pred-
vésti tolik rozmanité latky. Je to nepfetrziti fada jisker, db-
myslné spletenych v systematicky celek. Bohatost obsahu zdvodf
8 eleganci a strucnost! bez 1jmy na pfesnosti a jasnosti vykladu.

Vizme strulny prehled litky zde probrané.

1. ptednsska. Pojem omezeného integralu a kvadratury.
Rektifikace ¢ar. Kvadratura kuZeloseCek a cykloidy. Ku konci
ukazuje autor, Ze kvadratura kiivek kubickych vede k integraliim
elliptickym.

2. prednéska. O kfivkdch stupné 3. obecnych (irracional-
nych). Redukece elliptickych integrdlti na tvar kanonmicky. Kva-
dratura v polarnych souradnicich.

Pozndmka o integraci pomoc{ substltuce Vizme zajimavy
ptiklad: Uvaique integral

—z?)m d.
f d ”wiwf, kde |a|>1.

2
Substituce 1——_—_'%———2y vede po kratké tvaze ke vzorci
velm1 zajimavému :

R N, a—) ai—1
ﬂ_ﬂc_gg_:wlf Wy__
(a —x) | Vy*—2ay +1
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, 3. prednaska. Rektifikace kuZeloseCek. Véta Fagnano.
Véty Gravesova a Chaslesovy tykajici se obloukd ellipsy. Inte-
graly pseudoelliptické:

Je-li @ () racionalnd funkce, pro niz ¢ (u) :—-q)(-}—‘) ,
d4 se integrél

/‘ o (u) du
J Vu+ @2 —46%) w4 u?
vyjadFiti v zakondeném tvaru, a sice substitucf z = —(—ri%)—g .
Rovnéz integrél
f(x?) da
VE@'

kde R (x) = (1 — =% (1 —k*c?) a f (%) znaéf funkei racionalnou
podrobenou podmince ‘

1@ =1 () 1 Fey=—1 (F=m)

aneb posléz
2 l —x?
f (x ) - ""f kzwz
Posléz jednd autor o transformaci druhého stupné a doka-

zuje vétu Landenovu o oblouku hyperboly.

4. predndSka. Integrdly hyperelliptické. Redukce na hlavnf
tvary. Applikace: PoloZme R (x) = (1 — «?) (1 — k*z?); pak bude

(Bx?rtide
f VR (@) PVR(H"A”fVR() fVR@e)

pr1 CemZ P znacf celistvou funkei x, A, a B, pak jsou stdlé,
jez se snadno obdrZf. Ony hovi podmince

L2n
41’
a odtud jsme vedeni k Yetézci o sblfZenych hodnotich %

n

Bn An—l - An Bn—l =

Znamenejme

. Kad
=/ Vi’ fv%@%;
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LR

9k?
21 FkY) — ———s 25k?
d+8= 40+ — g —. .
B, B,
v kterémito tetézci jsou sblizné zlomky poradem —* A A atd.
2

Déle studuje autor rektifikaci car racxonalnych

5. pfedniSka. Kubatura téles a kvadratura ploch kiivych;
gvg,]nasobné integrdly. Applikace: Francklindv diikaz véty Ce-
ySeva :

@—a) [3@¥@d> [pEds [ da,

kde o’ > a, a funkce ¢ (2), ¥ (x) zdrovei bud rostou aneb
klesajf, méni-li se « od a do a’; kdyby jedna funkce rostla,
druhd klesala v intervallu (a...a’), pak by znameni > se
musilo nahraditi znakem <<.

Déle: SbliZené stanoveni integrdli dvojndsobnych, inte-
grace podél ktivky.

6. pfedndska. Veliiny pomysiné. Funkce jednoznacné a
viceznaéné., Na konec odvozena znamenitd véta: Budte o, «, §
veliCiny stdlé, @ proménnd a uvaZujme kiivku, kterou probfhd
v komplexnf roviné bod u = log (¢e'® — & — ¢f), probihd-li o
vSechny hodnoty realné.

Oblouk této kiivky bude vyjaddfen elliptickym integralem
druhu prvého

=2 f
Va?cos? + b?sin®
kde
@ cos @ 4 B sinw = cos 29 . Va® I g7,
a=¢— V15, b=¢+ Vel g

7. predndSka. Integrace v mezich pomyslnych. Véta Dar-
bouxova a Weierstrassova o stiednf hodnoté integrdlu.

8. predndSka. Riemanniiv dikaz véty Cauchyovy.

9. predn4ska. Rada Taylorova v oboru komplexni pro-
ménné. Zde autor jakoZto applikaci vklddd velkolepy dikaz
véty,*) Ze zdklad ptirozenych logarithmii e nemiiZe byti odmoc-
ninou ¢fsla racionalného, t. j. Ze prirozeny logarithmus racio-
nédlného ¢isla nembize byti racionalnym (vyjfmaje log 1). Dikaz
ten znf takto:

*) kters jest oviem pouhym zvlditnim pi{padem slavné véty Hermiteovy
o transcendentnosti &isla e.
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Znamenejme
@ mz w3 xn—l
F@=1+y+is T3t TTo  a=1"
takZe
e — F(x) _ 1 x x?
an —1.2...n[1+n—1—1+(n—|—1)(n+2)+"']'
Differencujeme-li obé strany (» — 1)krdte, méme vztah
e* I () — D (x)

xzn—l

1 % m4+-1D)m+2).. m4n—1)

1.2 et )@ L2)...Cnfm—1) "

kde I (x) je polynom stupné »—1 s celistvymi souciniteli ;

II(x) ="' —n(n—1)x"2 | (nt-1)n (171—21)(71—2) a3 —. ..,

D (x) =II(— x).
Znamendme-li tedy na okamzik

sy mEDmE.  tn—1)
T F D)LY @m0

Sw‘ln'—l
1.2...2°

bude
(a) e II () — D (x) =

Toto predeslavSe, predpoklddejme, Ze pro jisté celistvé «
je e = —]z—, kde A, B jsou éfsla celistvd ; vloZime-li tuto hod-
notu do rovnice (a), méme pro viecka n

AS . a1
BII (x) Adi(x)_..l“?“.n.
Jelikoz « je celistvé a souinitelé funkef IT(x), @ (x)
rovnéZz jsou Cfsla celistvd, jsou IT(x), P (x) a tedy téz levd
strana celistvymi ¢isly; naproti tomu je pravd strana tak mald,
jak kdo chce, je-li » dosti velké; z toho by plynulo, Ze tato
veliina musi byti nullou, coZ ale nemoZno, ponévadZ S je Fada
sloZend z kladnych clend.
: Nésleduje pak rovnéZ zajimavy dikaz irracionality éisla
Ludolfova =, a pokraduje se u vykladech o poctu integralném,
zejmena béfe se vzorec
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¢ _/‘1 zdt
arctg z — m

za definici funkce arcus tangens pro komplexni 2, a studuje
povaha integrdlu pobliz mist ptetrzitosti.

10. predniSka. Véta Laurentova. Rozklad funkef holo-
morfnich v nekoneéné soutiny. Pri té pifleZitosti uvadf autor
pozndmku naSeho Edvarda Weyra, uvetejnénou v Darbouxoveé
Bulletinu, sv. XII, 1888 kterd obsahuje diikaz identity

x

9\ mm 2% 2x nw
(1—77,;) (1+;)”(1—2m_n) ¢
(m==1,+3 +5 ..., n=+1, +2 ..),

jejfz obé strany vyjadfuji cos .

Predndska konéf pozndmkami o celistvych funkefch koneé-
ného ,rodu® (genre), které jsou velmi zajimavé.

11. pi’ednaéka Dilkaz véty Laguerreovy :

. dx dy
2‘/ V(l—wz) (1—k*?) f ‘/ (1—k*y?) V (1—=)(1—y")

Povaha jednoznaénych funkei v okolf mist podstatné zvlast-
nich. Véta Weierstrassova a Mittag-Lefflerova.

12. prednsska. Applikace vét predeslych. Rada zlomkovs
pro cot «; vzorce

Sin(.’l:—{—§) — wCOta (1+

_ ),
sin & —nx
oS (w+§)_ —wtgan(1+ 2x )e__ 2z

2a— mm
cos & 28 —mmw

kde m=9% —1, n=o0, +1, +2, +3, ... a a znadf stélou
zcela libovolnou,
fsla Bernoulliova; dikaz vzorce

0

f a2 log 1 _le_z de =

0
decm residuf a véta Cauchyova.
13. pfednafka. Applikace vét pfedeslych. Vzorec

f“’ . m.e | lpro A>0
v A*42Bt+C7 \VAC—B? -1 , A<O

B, (2z)>
dn(4n—1)°
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a jeho uzitf k odvozeni vzorcd (Laplace a Jacobi):

T ' .
anff __i(&_ , kde e::{ 1 pro @>0
™ @+ Vo' —1oos g+ —1, =<0

7 1 “ -2 1 n
}sn:,—t/ @+ Va?—-1 cos p)* do, .
0

pti dem# X, znaéf Legendriv polynom, soucinitele to pfi a»
v fadé Maclaurinovské

1
=1 X z
Ve = Lt ek
Po té studuje se integral
_re dt _1.83.5...2n—1
J_[m(l—}-t?)'ﬂﬂ_ 2. 4. 6 . 2n

pro velikd » jak ndsleduje: Do vzorce

7= 2f a-+ ﬁ)n+1 ’

zavedme integracni promennou x rovnicl 1 -} ¢2 = ¥, takie

e~ g da
J —_— — 7
f vt;w‘
a jelikoz dle vzorce Maclauunova
eﬁ:l-{—m*e@x?, 0<<o L],
1. (7 —@+1i6)a
5 J= [ e dx

Pro ® =0 je pravd strana %V—Z— , pbro ® =1 pak

1 V ; hodnota — 1 J jest tudiZ obsaZena mezi témato dvéma
mezema, takze bude

1
n+ 0<8<—2_’
a tedy*)

1.3.5. 2n——1 1
-4 6. - Va@e+e

*) Methoda tato byla jiz pfed dvéma lety referentovi slavnym ucencem
francouzskym pfsemné sdélena.
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Déle jsou odvozeny vzorce

eaz_gb
/ —lt—e—dw—m(cotan—cotbu),

-0
Terdy =
14 ¢ sinan’

—®

¢ T (e7)
_‘4 G (e®) a,
kde F, G jsou polynomy, a odvozena fada

om=T0 115 [Acotﬁgﬁ+A1D,cot”‘2‘“+...

4+ ALD" cotg ‘2‘“]

kde G, H, A, A, ..., A, jsou stilé a soucet se vztahuje
k pélim a funkce @ (x).

Déile dokdzdn pro funkce jednoznacné v jistém oboru S
vzorec

studovdn integrdl

F (2) f (2)
J(@—H(x) = 2m m"’

kde IT(x) jest uréitd funkce cehstva, a F(x) znaéf soucin
—a)®*(@z-—bFf ...z—D* kde a, b, ... jsou obsaZeny
uvnitt oboru 8. Viz Crelle, sv. 84.

14. ptedn4Ska. Eulerovy integraly I'(a), B(a, b); dikaz
vzorch
r (@) T ()

aF(a):F(a—{—l), B(a, b):_f'm’

Schaartiv dikaz vzorce

ra=J |7 —avwls

v =/ [

g @=J [Z=F —(a_l)ex]iﬁ

e.Z‘

dale

-0

Po té obraci se slavny ucenec ku vzorci Raabeovu
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a1
J = logl’(w)dw_aloga——a—[——log.?n

uvéadéje dﬁkaz podany referentem v Battagliniové Giornale di
Matematiche. Dalsf ivahy jsou vénovany vzorci

9 e P et d.l!
logI' () —I= | [ECT—?“"?] =

-—

‘a z ného odvozené sblizné hodnoté log I'(a) pro velikd a, a
naleZeji k nejzajimavéjsim, jsou vSak p¥fli§ obséhly, nez abychom
mohli na tomto misté o nich se Sffiti.

15. ptedndska. Rozklad I'(¢) = P (a) + Q (a), kde

1]
P(a) = f e avldy, Q (a) f —% o1 dig,
0
Pro @ — 1 poddn dle Pincherlea dikaz vzorce

1
PO =ty T T

Dsle odvozen vzorec Eulerv
I'(a) = llm

na
a a\’
(1+ ) 1+§)...(1+_n—)
jehoZ disledky jsou predmétem ostatnfch dvah, k nimZ pojf se
jesté applikace véty Mittag-Lefflerovy.
16. predndSka. Obsahuje klassické tvahy, jeZ slavny ma-

thematik uvefejnil svého Casu v jednom listé zaslaném Mittag-
Lefflerovi otiténém v Crelleové Zurndlu. Vztahuji se k inte-

gralim tvaru
Ay @, 2)
D (2) '—-f G z)dt

kde F, G jsou funkce jednoznaéné a pravidelné.

17. ptedndska. Laguerreovy tvahy o integrdlech dvojni-

sobnych tvaru
— F (2 ¥, 2 _
? () '—f/ G (z, ¥, 2) da dy;
Tanneryova (Schrﬁderova) tada
1 + x?
+ 1 + mﬁ 1 + wlb 1 +
jez mé hodnotu 1 pro |z|<<1a —1 pro |&|>1.
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Analogické vyrazy Appellovy, Poincaréova funkce s ome-
zenym oborem existencénfm.

18. predndSka. Resenf rovnic pomoci Cauchyova integralu.

19. predndska. Rada Lagrangeova; rovnice Kepplerova;
Laplaceova methoda vySettenf konvergen¢nich podminek. La-
.placeovo zobecnéni fady Lagrangeovy na funkce o dvou pro-
ménnych: Méjme rovnice

Fz, y)=2—a—ag(r, y) =0,
G, y)=y—b—B9¥x y) =0,

jichz feSeni bud « = £, y = #n; znamenejme dile
OF DG JF G
A (@ y) = Wy y m’

pak bude za jistych podminek
H(g’ )7) o™ ﬁn ‘\m-}—n(]]wmlpn)

A (&, "i) w, ,,m' n! da™dbr )
kde psdno II, @, ¥ misto II (a, b), @ (a, b), ¥ (a, D).

K tomu se poji applikace na theorii ikond sférickych (Le-
gendreovych mnohoclenti)

D (z2 —1)»
AR TS

Velmi krésnou je nésledujfef tivaha: PoloZme

v 1
J.—_—fl(z~-—1)nDn (x_z) i,

i obdrifme uZitfm zobecnéné cdstecné integrace

Xo =

J = X, log Jr1+P,,,

kde P, znaéf celistvou funkei stupné » — 1 ; odtud plyne, jelikoz
rozvoj funkce

dle klesajfcich mocnosti « je tvaru - on +1 + £2” v



235

Py
Xa
log

je sbliznou hodnotow vetézce, v néji lze rozvinout funkc:

.z:—l»l

Po této tvaze ndsleduje rovnéz elegantni dikaz skvostné
véty Eisensteinovy: Jsou-li koefficienty algebraické rovnice
o dvou proménnych F (x, y) =0 c¢isla celistva, a hovi-li této
rovnici rozvoj

y=a,+eortazt... =P
o racionalnych soucinitelich, pak existuje celistvé cislo & tak,
aby soucinitelé Fady P (kz) byli*) cisly celistvymi.

20. pfedndSka. Funkce o nekoneéném pocétu hodnot; pe-
riody integralt.

21. Pokracovani. Periody integrald elliptickych. Laguerreova
methoda k vySetfeni pribéhu funkef K, K’. Methoda Goursatova.

22. Funkce elliptické; tdvod. Vdéty addiénf, rovnobéZnik
period. Funkce theta. Obecny tvar souctovy funkef elliptickych
(pomocf logarithmické derivace funkee theta prvého fadu).

23. Obecné funkce theta; funkce dvojperiodické druhého
druhu. Jich vozklad v jednoduché prvky. Souéinovy tvar funkei
dvojperiodickych druhu 1. a 2.

24 ptedndska. Funkce @ (x), 0, (z), H(x), H, (=), a funkce
Jacobiovy snx, cnx, dnx; obrdcenf elliptického integralu prvého
druhu. Arithmetickd interpretace vzorce k*-%k2=1, t. j.

(2V9+2VQ°+2V B ) (12942 —2q°~l—2q‘°— )t
qq+2q P+ 2¢° 420" ..

Addicénf vzorce funkei Jacobiovych. Zvlasté vzorec

k*snx.sna.sn(x+a) =Z () + Z (a) —Z (z + a)

[kde Z(x)= @ ((w))] a jeho konsekvence.

25. predndska, Linearnd transformace. Dikaz véty, Ze
realnd ¢dst veliciny I—% je vidy kladn4.
Applikace véty Mittag-Lefflerovy na funkei

*) Mému sluchu vzpird se sklofiovati soudinitel dle vzoru jmen ne-
zivotnych.
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Z toho obdrZime snadno
_csine
@ T coste’
Z /\ apo plyne
sing’:cosp =7r:ap

¢ili
sin @’ : =
ing':cosp=r: o
t. ]
(5) Sin @’ = ¢os @ coS ®.
Vlozfme-li hodnoty ze (4) a (5) rovn. do (3), obdrzime
| —_ccosg sin @
(L) cos’m

Vyjadffme nyni jeSté sinw a cose veliinouc, », @ a k2%
Plocha

Affa= NSO in ®,
z ¢ehoZ jde
. 2¢r sin @
(IV) Sin @ —= T .

Uzijeme-li na A aff’, A aof a A aof’ véty Carnotovy pro
strany g, », a =, a seCteme-li vovnice tfm vzniklé, nabudeme
rovnice

2 a2
W) Cos @ = 7——’62—6—
Uzitfm rovnic I—V obdrifme z pivodni uméry snadno
k‘l
O=————"",

r -+ %— cos 2¢
kteryZ vyraz shoduje se s vyrazem, ktery pro polomér kfivosti
kiivky Cassiniho odvodil E. Reusch.*)

*) ,Normale und Kriimmungshalbmesser des Cassinischen Ovals* (Ma-
them.-naturwissenschaftliche Mitteilungen, II. B. 1889). V témZ
¢lénku podévd Reusch jednoduchou konstrukci stfeddt kfivosti této
kiivky. - . : :
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